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АТЕЛЕНЯ = 


内 容 提 要 


ЖЕН Л.В. Капторович, Е. П. Акилов. 著 “ 泛 函 分 析 "第 二 版 (1977 年 ) 译 出 ， 
分 上 、 下 两 册 出 版 。 

本 书 实际 上 是 1959 АИ" ВЕН, 书 中 的 叙 
述 以 一 般 泛 函 空间 为 基础 ,反映 了 这 些 年 来 在 一 系列 问题 上 的 进展 ， 这 一 版 中 泛 盖 分 
析 的 应 用 在 很 大 程度 上 得 到 了 反映 ,除了 在 计算 数学 与 数学 物理 上 的 应 用 外 ， 还 注意 
到 对 数理 经 济 问 题 的 某 些 应 用 . І 

上 册 为 “ 泛 函 分 析 ” 的 第 一 部 分 一 一 线性 算 子 与 线性 泛 函 , 共 十 一 章 ， 内 容 有 拓扑 
空间 与 度量 空间 , 向 量 空 间 , 拓扑 向 量 空间 , 赋 范 空间 , 线性 算 子 与 线性 泛 裔 , 泛 函 的 解 
析 表 示 ， 线 性 算 子 序列 , Banach 空间 中 的 弱 拓 扑 , 紧 算 子 与 共 儿 算 子 , 有 序 赋 范 空 间 、 
积分 算 子 . | 

Тимо кра Жен. Жиля, жк 
泛 函 方程 ， 近 似 方法 的 一 般 理论 ， 最 可 下 降 靶 ， 不 动 点 原理 ， 非 线性 算 子 的 微分， 
Newton Е. 

本 书 可 作为 高 等 学 校 数学 专业 ,计算 专业 教师 和 研究 生 以 及 泛 函 专门 组 学 生 的 教 
学 参考 书 , 也 可 供 数 学 及 其 应 用 领域 内 的 科学 工作 者 使 用 . 
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第 二 版 序言 


从 本 书 第 一 版 以 《 赋 范 空间 中 的 证 函 分 析 ? 为 名 出 版 以 来 ， 已 
经 过 去 了 二 十 年 .在 这 段 时 间 里 ， 无 论 是 数学 在 现代 科学 概念 的 
体系 中 的 位 置 ， 还 是 数学 本 身 ， 都 发 生 了 根本 性 的 变化 . 这 种 变 
化 首先 涉及 到 泛 函 分 析 在 数学 这 门 学 科 内 的 地 位 ， 如 果 说 在 本 书 
第 一 版 间 世 时 ， 泛 函 分 析 还 被 当做 分 析 的 比较 新 的 有 前 途 的 一 部 
”分 ， 那 么 现在 “ 泛 函 分 析 ”" 和 “数学 分 析 ” 这 两 个 术语 实际 上 已 有 相 
同 的 含义 了 ， 不 但 如 此 ， 泛 函 分 析 现 在 是 整个 连续 数学 的 统一 的 
语言 ， 关 于 函数 论 , 微分 方程 及 数学 物理 ,计算 方法 ,数理 经 济 学 
与 控制 论 , 以 及 其 他 领域 的 任何 一 项 认真 的 研究 , 如 果 不 广 泛 地 使 
用 泛 函 分 析 的 语言 和 结果 就 对 付 不 了 ， 也 不 可 能 对 付 .“ 正 因为 如 
此 ， 一 方面 泛 函 分 析 才 成 了 数学 的 一 个 蓬勃 发 展 的 分 支 ， 另 一 方 
面 , 泛 尔 分 析 的 方法 在 应 用 中 起 着 越 来 越 大 的 作用 . 

-作者 怀 着 自豪 和 不 安 的 心情 意识 到 所 发 生 的 变化 ， 自 豪 一 一 
这 是 这 个 重要 历史 事件 的 参与 者 的 感觉 的 自然 表露 ， 而 提供 给 读 
者 的 这 本 书 的 命运 却 引 起 了 不 安 一 一 要 知道 现在 已 不 可 能 有 泛 沙 
分 析 的 包罗 万 象 的 教科 书 了 (甚至 是 引 论 性 的 )， 因 此 在 准备 本 版 
时 , 虽然 作 了 相当 大 的 修改 ,我 们 认为 , 保持 第 一 版 所 采用 的 总 计 
划 ， 以 及 基本 上 保持 第 一 版 对 材料 的 选择 和 处 理 仍 是 适宜 的 .但 
是 对 一 系列 的 问题 ， 特 别 对 拓扑 向 量 空间 论 与 积分 算 子 论 的 叙述 
在 本 质 上 是 有 变化 的 ， 如果 说 ， 以 前 的 叙述 基本 上 限于 赋 范 空间 
论 ， 拓 扑 向 量 空间 盟 然 占 了 不 小 的 篇 幅 ， 但 仍 作为 随意 选取 的 材 
料 , 那么 按照 泛 函 分 析 发 展 的 逻辑 , 拓扑 向 量 空间 现在 就 已 经 成 了 
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叙述 的 基础 ， 这 也 是 书 名 变化 的 原因 .用 于 半 序 空间 理论 基础 的 
一 章 是 新 增加 的 ， 在 可 测 函 数理 想 空 间 的 基础 上 建立 了 积分 算 子 
及 其 表达 式 的 理论 . | 

` 同 以 前 一 样 , 泛 函 分 析 对 应 用 分 析 的 应 用 占 去 了 颇 大 的 篇 幅 ， 
这 正 是 本 书 第 一 版 的 特征 ， 本 书 所 包含 的 这 些 内 容 促 使 国内 外 对 
相应 问题 的 探讨 ， 在 本 版 中 这 些 问题 的 叙述 在 某 种 程度 上 加 强 
了 并 且 现 代 化 了 .本 版 的 主要 特点 在 于 也 包含 了 与 泛 函 分 析 在 数 
_ 理 经 济 学 及 控制 论 中 的 应 用 有 关 的 某 些 问题 ， 虽 然 对 此 还 没有 做 
到 十 分 完备 ， 部 分 无 关 紧 要 的 材料 删 去 了 ， 文 献 有 本 质变 化 . 

第 一 章 带 有 引 论 的 性 质 , 其 中 叙述 了 拓扑 空间 , 度量 空间 及 抽 
象 测 度 空间 的 理论 基础 ， 很 多 结果 是 不 加 证 明 地 引入 的 ， 我 们 假 
定 读者 熟悉 实 变 函 数 的 初等 理论 及 大 致 如 普通 的 大 学 数学 分 析 教 
程 范围 的 % 维 欧 氏 空间 的 拓扑 ， 更 专门 ， 更 精细 的 理论 及 应 用 方 
面 的 问题 以 小 字 排 印 ， 初 读 时 可 以 放 过 .对 泛 函 分 析 的 应 用 有 特 
殊 兴 趣 的 读者 也 可 以 略 去 与 拓扑 及 拓扑 向 量 空间 有 关 的 其 他 一 系 
列 较 抽象 的 章节 ， 如 果 他 已 经 熟悉 赋 范 空间 的 基本 理论 ， 也 可 以 
直接 阅读 相应 的 应 用 的 章节 . | 

(下 略 ) | 

文献 目录 由 两 部 分 组 成 ， 一 部 分 是 泛 函 分 析 及 其 相 邻 问题 方 
面 的 专著 , 另 一 部 分 是 本 书 所 使 用 的 文献 , 它 基本 上 由 杂志 上 的 论 
文 组 成 .在 书 中 引证 Bynax-II 时 ， 是 指引 用 专著 目录 中 列 在 
Б.З. Вулих 的 名 字 下 面 的 第 I 号 专著 , 而 引证 Левин[3] №}, х 
指引 用 В. Л. Левин 的 论文 ， 已 列 在 所 使 用 的 文献 目录 中 ， 文 献 
目录 并 不 追求 齐全 ， 当 结果 已 在 专门 的 文献 中 得 到 反映 时 ， 我 们 
照例 宁愿 引用 书 而 不 引用 原来 的 论文 . 

全 书 由 十 八 章 组 成 , 章 分 成 节 , 节 分 成 段 , 用 双重 数码 编号 ; 第 
一 个 数 表示 读 段 所 在 的 节 的 号 码 ， 第 二 个 数 表示 这 一 节 内 段 的 顺 
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序 ， 在 引用 时 也 将 指出 该 段 所 在 章 的 号 码 ; 例如 , ХТ. 4.2 表示 中 
用 第 十 一 章 第 四 节 第 二 段 ， 在 节 内 引证 时 章 的 号 码 省 略 ， 至 于 定 
理 , 照例 在 每 一 节 内 编号 ， 例 如 , 定理 XIV. 3. 2 表示 第 十 四 章 第 
三 节 第 二 个 定理 ， 当 所 引证 的 定理 在 同一 节 内 时 不 再 指出 章 和 节 
的 号 码 ， 


第 一 版 序 


wk 


泛 函 分 析 是 近年 来 兴起 的 一 门 学 科 ， 仅 在 近 二 、 三 十 年 ， 它 
才 形 成 为 数学 分 析 的 一 个 独立 分 支 ， 但 这 并 未 妨碍 它 成 为 现代 数 
学 的 中 心 之 一 . | 

泛 函 分 析 是 现时 在 数学 中 发 生 的 根本 性 转折 的 最 明显 的 表 
” 现 ， 这 种 转折 , 就 其 原则 的 意义 上 讲 , 可 以 和 十 七 世纪 时 把 变量 引 
入 数学 从 而 导致 微 积分 的 产生 相 比 拟 ， 

这 个 转折 首先 表现 于 研究 数学 分 析 的 各 种 问题 的 途径 发 生 了 
变化 ， 泛 函 分 析 不 是 孤立 地 考察 各 个 函数 以 及 联系 它们 的 关系 和 
方程 , 而 是 把 这 些 对 象 作为 一 个 总 体 来 研究 , 即 研究 函数 空间 和 它 
们 的 变换 ( 泛 函 运算 )， 例 如 ， 研 究 微 分 算 子 或 积分 变换 就 不 是 对 
个 别 的 函数 , 而 是 对 整个 的 函数 类 进行 的 , 即 研究 这 类 函数 变换 的 
结果 , 算 子 在 某 种 意义 下 的 连续 性 等 等 . 

把 初 看 起 来 相距 其 远 的 问题 统一 起 来 , 同时 研究 它们 , 这 种 高 
度 抽 象 的 研究 分 析 问题 的 形式 也 是 泛 函 分 析 的 一 个 重要 特点 ， 例 
如 , 研究 泛 函 方程 R(z) =у, 其 中 x 和 9 是 某 种 任意 领域 的 对 象 ， 
对 这 个 方程 的 研究 可 以 把 这 样 一 些 不 同 的 问题 统一 起 来 : 解 微分 
方程 , 积分 方程 ， 边 值 问题 , 无 限 代 数 方程 组 及 和 矩 量 问 题 等 ， 由 个 
别 的 函数 转移 到 函数 空间 ， 虽 然 有 时 是 形式 上 的 甚至 是 难以 捉摸 
的 . 但 在 原则 上 是 重要 的 ， 就 象 当初 从 代数 方程 及 代数 关系 转移 
到 变量 和 函数 相关 一 样 . 

这 种 新 的 观点 不 是 由 于 单纯 地 追求 一 般 性 而 产生 的 ， 把 抽象 
性 提高 到 新 阶段 的 要 求 ， 是 由 于 在 分 析 的 发 展 过 程 中 产生 的 新 间 
。 4 е 


题 而 自然 引起 的 ， 函 数 系 的 完全 性 ， 边 值 问题 对 确定 的 函数 类 的 
可 解 性 , 同时 研究 一 整 类 问题 , 例如 边 值 问题 的 解 对 方程 右边 或 边 
值 条 件 的 相依 性 等 都 是 这 一 类 新 间 题 ， 正 是 泛 函 分 析 的 方法 对 于 
提出 和 研究 这 些 问 题 显 得 特别 富有 成 效 ， 同 时 , 在 很 多 情况 下 , 考 
察 共 同性 就 能 够 揭露 更 一 般 的 ， 同 时 也 是 更 根本 的 更 深刻 的 规律 
性 和 联系 , 因为 , 抛弃 了 每 个 个 别 问 题 的 无 关 紧 楼 的 细节 , 就 暴露 
了 事物 的 本 质 ， 从 而 使 形式 和 起 源 不 同 的 问题 的 灯 缘 关 系 就 变 得 
明显 了 . | 

变 分 法 , 积分 方程 , 正 交 函数 论 , НИЕ ОИ, НИЯ 
一 系列 经 典 数学 分 析 领 域 的 研究 自然 要 求 采用 新 的 方法 ， 它 为 泛 
函 分 析 的 建立 作 了 准备 ， 泛 函 分 析 的 一 些 问 题 就 分 别 产生 在 这 些 
领域 之 内 , 例如 变 分 法 中 的 泛 函 概念 ， 另 一 方面 , 实 变 函 数论 ， 拓 
扑 学 , 抽象 代数 等 集合 论 科目 的 发 展 , 为 采用 抽象 的 形式 系统 处 理 
这 一 新 的 方向 准备 了 工具 , 特别 是 抽象 空间 理论 , 对 于 泛 函 分 析 具 
“有 根本 性 的 意义 . 

证 函 分 析 开 始 独立 存在 的 时 刻 可 从 下 列 事情 算 起 ， 即 系统 地 
建立 无 限 维 西 空 间 算 子 理论 (Hilbert 等 ) 和 发 展 了 线性 赋 范 空间 
的 一 般 理论 (1918 一 1923), 后 者 是 匈牙利 数学 家 Riesz, 特别 是 波 
‚ 兰 数 学 家 Banach 所 作 的 工作 ， 

当 发 现 泛 函 分 析 (Hilbert 空间 的 算 子 理论 ) 在 量子 力学 中 得 
到 了 重要 的 应 用 时 , 对 它 的 兴趣 就 更 高 了 ， 在 最 近 二 十 年 , 特别 在 
苏联 数学 家 的 工作 中 , 创立 了 泛 函 分 析 的 新 方向 , 它 的 方法 和 结果 
在 理论 物理 ,数学 物理 ,应 用 分 析 及 其 他 数学 领域 中 都 得 到 了 最 重 
要 的 应 用 . 

本 书 的 内 容 不 包含 泛 函 分 析 的 全 部 方向 及 其 所 有 应 用 领域 
它 基 本 上 写 的 是 赋 范 空间 论 ( 它 的 基础 是 由 了 Ricsz 和 Banach № 
定 的 , 包含 这 个 理论 的 最 重要 的 事实 ， 也 注意 到 其 后 的 工作 )， 本 
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书 讨论 了 赋 范 空间 论 ， 算 子 论 及 泛 函 方程 论 ， 除 线性 算 子 和 线性 
方程 外 ， 非 线性 算 子 和 非 线性 方程 也 占据 了 不 小 的 位 置 . 除 一 般 
理论 外 , 本 书 还 重视 给 出 具体 的 泛 函 空间 和 算 子 , 特别 是 专门 讨论 
了 Соболев 引进 的 多 变量 可 微 函数 空间 ， 这些 问题 与 一 般 地 研 
究 积分 算 子 有 关 . 

本 书 是 以 在 济宁 格 勒 大 学 对 数学 分 析 专 门 化 和 计算 数学 专 站 
化 的 学 生 讲 的 讲义 为 基础 写成 的 . 


Л. В. Кангорович Г. П. Акилов . 
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8—18 ”拓扑 空间 与 度量 空间 


空间 的 概念 在 数学 中 起 着 最 重要 的 作用 ， 所 谓 空间 就 是 在 其 
元 素 之 间 以 公理 形式 给 出 了 某 些 关系 的 集合 . 这 时 ， 称 在 集合 上 
给 定 了 相应 空间 的 结构 ， 本 章 研 究 的 基本 对 象 是 拓扑 空间 与 度量 
空间 , 即 对 于 其 元 素 定义 了 邻近 概念 的 集合 ， 拓 扑 空 间 是 1910 年 
由 Hausdorff 引进 的 (参见 Hausdorff)， 度 量 空间 则 是 更 早 一 些 
由 FréchetL1] 引 进 的 ， 


$1. 集合 的 一 般 知 识 . 有 序 集 
1. 1。 在 这 一 段 里 , 我 们 回顾 一 下 一 般 集合 论 的 某 些 基 本 概念 
及 有 关 的 记号 ””， 同 时 我 们 将 按照 非 形 式 的 观点 ， 认 为 集合 或 总 
体 的 概念 直观 上 是 明显 的 , 不 需要 精确 地 定义 .研究 某 个 集合 时 ， 
我 们 称 构成 集合 的 那些 对 象 为 它 的 元 素 . 
”我 们 用 入 表示 全 体 自然 数 的 集合 ， 尽 表示 全 体 实 数 的 集合 ， 
С 表示 全 体 复数 的 集合 . 
ЖА, ВЕЖА, ЕВ аса 表示 元 素 a 属于 集合 4; аА ж 
示 元 素 a 不 属于 4。 如 果 集 合 4 的 每 个 元 素 都 属于 集合 B， 则 称 
集合 4 是 集合 B 的 子 集 ， 并 记 为 4CB( 或 8 一 4). 如 果 АСВИ 
ВСА, 则 称 4 与 吾 相等 , 并 记 为 4=B， 空 集 ( 即 不 包含 任何 元 素 
的 集合 ) 用 记号 名 表示 . 如果 (Р) 是 作用 在 集合 4 的 元 素 上 的 某 
个 命题 ,那么 由 满足 (P) 的 所 有 aoE4 构成 的 子 集 记 为 {aE4: (Р) а}, 


* ) 一 般 集合 论 的 基础 是 由 德国 数学 家 Cantor 在 十 九 世 纪 后 半期 葛 定 的 . 
~ 3 + 


或 简 记 为 {a: (Р)а}. - 

设 4、B 是 集合 ， 如 果 对 于 每 个 元 素 aE4 都 按 确定 的 规律 对 
应 唯一 的 元 素 f(a)eB， 则 称 给 定 了 从 集合 4 到 集合 内 的 映 
ЯРУ, Важ: АВ. 对 于 任何 下 C4, 它 的 象 定义 为 РОО) = 
{6EB: 存 在 aEX, 使 得 5 二 f(a)). 对 于 任何 集合 YCB, 它 的 人 金 原 象 
如 果 f(a,) = 0а) а,=а, Ш УСА) =B， 则 称 它 是 4 到 B 
上 的 映射 ， 如 果 映 射 РАВ 是 一 对 一 的 并 且 还 是 4 到 B 上 的 ， 
则 称 它 是 双 射 映射 ,如果 f 是 双 射 映射 ， 则 由 关系 式 9(Cf(a))=o， 
aE4 定义 的 映射 9:B->4 叫做 了 的 北 映 射 并 记 为 Г. 

现在 引进 集合 论 基本 运算 的 定义 ， 如 果 对 于 某 个 非 空 集合 4 
的 每 个 元 素 & 都 对 应 着 某 个 集合 , 则 称 给 定 了 集 族 {X。} (aE4). 集 


ах. 叫做 和 集 族 {了 X。} 的 并 ， 它 是 由 这 样 的 元 素 x 组 成 的 ， 即 


СЕА 


至 少 对 于 一 个 EX, 使 得 *EX。， 集 合 [|х 叫做 集 族 《Xe} 的 交 ， 


EA 


它 是 由 这 样 的 元 素 z 组 成 的 , 即 对 于 任何 «А, 都 有 xEX。 集合 
П х. 叫做 集 族 {X。} 的 直 积 ， 它 是 这 样 的 映射 产 4-> [] X。 的 全 
а«ЕА 


体 , 使 得 对 于 所 有 的 aE4, 9 Са) ЄХ, АЖ А Н Ж 1,2, --, 
UX =X U XU UE, MN XX NXN пх, 


&=1 


П. = Хх Х,х ХХ, 


6-і | 
我 们 指出 ， 可 以 把 有 限 直 积 Пх. 与 金 体 有 序 组 (х,, т., ~, 


go) 的 集合 等 同 起 来 , 其 中 2, Х.. 
。 4。 


如 果 4 是 全 体 自 然 数 的 集合 М, 则 上 述 运算 分 别 记 为 
U Х,, Пх,, х.. 
6-1 ю=1 b=1 


两 个 集合 4 与 B 称 为 离 析 的 (或 不 相交 的 ), 如 果 АПВ, 
集 族 Xe (ws 4) 称 为 两 两 离 板 的 , ЯЕ алта, НХ. ПХ, = 27. 两 


两 高 析 的 集 族 {X。) (aE4) 叫 做 集合 人 的 分 划 , 如 果 = U х, 


НАН ав аЕА 构成 的 集合 4 的 子 集 叫做 差 A\B. 同 
时 在 A\B 的 定义 中 并 不 要 求 ВСА, Е BC4, 则 也 称 集 合 АВ 
为 集合 的 余 集 (关于 集合 4 的 )， 集 合 

АДВ= (А\В) Ц (В\А) = (4UB)\(ANB) 
叫做 集合 4 与 B 的 对 称 差 . 
如果 АСХ, 则 集合 А 的 特征 函数 х, 由 下 式 定 义 : 
: 1, 如 果 zxE4， 
0 je 如 果 zeEX\A. 

1. 2， 如 果 对 于 集合 下 中 的 某 些 元 素 对 x БУХ ГАЕМ 
系 x 之 y(z 大 于 或 等 于 奶 ,并且 满足 下 列 条 体 : 

1) 对 于 任何 YE 有 #28; 

2) 如 果 z>>y В. 0222, 则 2222; 

3) 如 果 ху 且 9 之 3, И =, 

ШКА ХЕНД. 

记号 2<у 表示 021; 2209 表示 #21 Н 170; и, 2 表示 2 
>у 及 xz， 实数 集 及 是 有 序 集 的 例子 , 其 中 任何 两 个 元 素 都 有 
关系 和 联系 ( 即 通常 的 比较 关系 )， 有 序 集 也 可 以 含有 不 可 比较 的 
元 素 , 例如 , 按 包含 关系 有 序 的 自然 数列 NN 的 所 有 子 集 构成 的 集合 

* ) 常常 用 部 分 有 序 集 这 个 术语 ,这 时 强调 的 是 并 非 所 有 元 类 对 都 能 用 “大 于 或 
等 子 "关系 联系 起 来 . 
。 5 。 


(到 А>В<> АРВ)». 

ШХА, 4CX 是 其 子 集 ， 如 果 存 在 xEX, 使 得 对 于 任 
аА #6 аа, 则 称 4 是 上 有 界 的 ; x 叫做 4 的 上 界 ， 类 似 地 
可 以 定义 下 有 界 的 及 下 界 . 如 果子 集 4CXX 同 时 是 上 有 界 的 与 下 ， 
有 界 的 ， 则 称 它 是 ( 序 ) 有 界 的 ， 设 4CX，zE4，1) 如 果 对 于 任 
何 аА 都 有 z 之 a， 则 称 z 是 (4 中 的 ) 最 大 元 素 ; 2) 如 果 对 于 ac 
4 从 z<a 能 推出 z=a, 则 称 z 是 (4 中 的 ) 极 大 元 素 ， 我 们 指出 ， 
任何 最 大 元 素 也 是 极 大 的 ， 但 反之 一 般 不 成 立 ， 类 似 地 可 以 定义 
最 小 元 素 或 极 小 元 素 ， 如果 4 是 也 的 上 有 界 子 集 ， 则 其 最 小 上 界 
(如 果 它 存在 ) 叫做 集合 4 的 上 确 界 并 记 为 sup4， 如 果 4 是 的 
下 有 界 子 集 ， 则 其 最 大 下 界 ( 如 果 它 存在 ) 叫做 集合 4 的 下 确 界 并 
记 为 inf 4. 如 果 集 合 4 的 元 素 配 有 某 种 下 标 , 4= (20) (ВЕВ), 则 
sup4 及 inf4 分 别 记 为 


`зирх» в пра, № Ша, 或 infxp. 
ГАЗ AEB 
如 果 和 集合 4 由 有 限 个 元 素 zy zw …,zn 组 成 , 则 sup4 及 inf 4 
分 别 记 为 supzs зб а, Уа, У Van 及 infzs В ЛЬ Ла 


我 们 指出 ， 在 本 段 开 始 时 引进 的 第 二 个 例子 中 ， 上 确 界 显然 
就 是 集合 的 并 , 而 下 确 界 是 交 . 

如 果 对 于 有 序 集 X 中 的 任何 元 素 z 与 9 都 有 zx 之 y 或 x<y， 
即 所 有 的 元 素 彼此 之 间 都 可 以 比较 ， 则 称 了 X 是 全 序 集 (线性 有 序 
链 ). 

在 各 种 名 样 问题 中 ， 下 面 这 个 等 价 于 选择 公理 和 超 穷 归纳 法 
的 命题 是 有 用 的 , 其 证 明 可 以 在 Dunford 和 Schwartz-l (定理 
1. 2.7) 及 Kelley 的 书 中 找到 . 


ж) 记号 台 表 示 < 等 价 》, 记号 污 表示 < 推出 >, «>, 
6.6 


Zorn 5188, ДЕ ХЕРНЯ, 则 在 X 
中 存在 极 大 元 素 . 

为 了 研究 拓扑 空间 , 进而 研究 拓扑 向量 空间 , 方向 的 概念 对 于 
我 们 是 重要 的 . 设 玉 是 任意 的 集合 , 4 是 有 序 集 ， 按 递增 有 向 ， 即 
对 于 任何 au wx:E4, 可 以 找到 这 样 的 gE4, 使 得 ао, 和 аа», 从 
集合 АЯ Хр а=, 叫做 有 向 列 ( 或 称 链 ， 上 广义 序列 ) 并 记 
为 {zo) (E44) 或 简 记 为 {zo}， 如 果 А=М, 其 中 N 是 具有 通常 顺序 
关系 的 自然 数 的 集合 ， 则 {zs) (nEN) 就 是 通常 的 序列 ， 以 后 我 们 
用 希 有 冉 字 母 作 为 下 标 来 表示 任意 的 有 向 列 {zo}, (ав), {zy), 测 为 了 
表示 序列 , 则 用 拉丁 字母 作为 下 标 , (а), {ти}, {ть}. 

按 包 含 关 系 有 序 的 六 中 所 有 有 限 子 集 组 成 的 集合 是 有 向 列 的 
一 个 非 平凡 的 例子 . 

子 序列 的 概念 按 下 述 方式 推广 到 有 向 列 上 ， 有 向 列 {ys} (BE 
叫做 有 向 列 {zs} (aE4) 的 有 向 子 列 ， 如果 对 于 任何 aE4 存在 这 
样 的 下 标 6(a)EB5， 使 得 满足 不 等 式 8' 之 8 (а) 的 任何 8'EB 都 可 
以 找到 ac4, ага, 使 等 式 zu = унт. ИГИН, 序列 总 具有 
其 本 身 不 是 序列 的 有 向 子 列 . 

在 本 章 中 ， 我 们 已 经 看 到 有 序 集 的 各 种 例子 . Хо 
的 材料 在 Bourbaki-I 和 КеПеу 的 局 中 有 更 详细 的 介绍 .在 
Вулих-Ш, Колмогоров 和 Фомин, Натансон-П 的 教科 书 中 有 
初级 引 论 。 各 种 类 型 有 序 集 的 详细 研究 见 Birkhoff 的 书 . 


$2. 拓扑 空间 
2.1. 我们 可 以 用 各 种 不 同 的 方法 使 一 个 集合 变 为 拓扑 空间 ， 
一 种 最 常用 和 最 方便 的 方法 是 指出 该 空间 的 开 集 系 . 
集合 X 叫做 拓扑 空间 ， 如 果 在 其 中 指定 了 子 集 系 @，G 的 元 
素 称 为 开 集 , 并 且 满 足下 列 三 个 条 件 (拓扑 空间 的 公理 ): 


1) 空 集 名 和 整个 集合 六 Жо; 

2) 如 果 @.Еб (ЕЕ), Д] О С.Є, ЩИТ КЕЛА 
开 集 ; 

3) 如 果 G，GEG@， 则 G, 门 G.E@， 即 有 限 个 开 集 的 交 是 开 
集 . | 

如 果 集 合 成 为 拓扑 空间 , 则 称 在 买 中 引进 了 拓扑 . 

两 个 拓扑 空间 X, МХ, 岂 做 同 是 的 ， 如 果 在 它们 的 元 素 之 间 
可 以 建立 一 一 对 应 ， 并 县 在 此 对 应 下 和, Х, 的 开 集 也 是 互相 对 
应 的 ， 从 拓扑 空间 的 理论 观点 来 看 , 同 胚 的 空间 显然 可 以 等 同 
起 来 . Е 
设 在 集合 和 中 用 两 种 一 般 说 是 不 同 的 方法 引进 拓扑 , 结果 便 
构成 了 两 个 拓扑 空间 Х, 和 X。 (它们 的 元 素 是 相同 的 ). УВ ©, 
和 9, 表示 空间 Х, 和 X。 的 开 集 Е. 如 果 6,26, 则 称 Х, 的 拓 
МЕТ Х, 的 拓扑 (或 者 Xs 的 拓扑 弱 于 XX ИЕ. НИХ 
т(Х,) 2 т СХ, (或 7(X,) <r(X)). 

设 科 是 拓扑 空间 ,他 是 其 开 集 系 ， 其 次 , 设 六 ,CX 是 任意 的 
集合 .容易 验证 , 由 形 如 GNX。 (GE@®) 的 集合 所 构成 的 系 3, 满足 
拓扑 空间 的 公理 (关于 集合 Х,), 因而 X。 便 成 为 拓扑 空间 ， 称 X。 
的 拓扑 为 的 透 导 拓扑 ， 而 X, 是 拓扑 空间 X 的 子 空间 . 

2. 2， 拓 扑 空间 X 中 的 集合 万 叫做 闲 的 ， 如 果 和 集合 G=X\F 
是 开 的 ， 空 间 久 的 所 有 闭 集 的 系 信 具有 下 列 性 质 : 

1) ©, XES; 


2) 如果 Е.Е5($ЕЕ), 则 [|] PE8， 即 任意 多 个 闭 集 的 交 是 

#65 % А 

Ш; | 
3) ТЕР, Р.С, ДР, Р.С, 即 有 限 个 闲 集 的 并 是 闲 集 ， 

因为 系 作 唯一 地 决定 了 开 集 系 ©, 所 以 可 以 首先 在 和 中 给 出 


® 8 » 


ЖЕ ВЕЛЧО Ў Я И ОЕ. к 
时 开 集 定义 为 闭 集 的 余 集 . 

”如 果 Хох 是 闭 集 , 则 在 X。 中 引入 X 的 诱导 拓扑 , 我 们 便 得 
到 空间 X。 的 闲 集 系 go， 它 由 整个 包含 于 义 。 中 的 尺 的 闭 集 所 
组 成 . 

2.3. ХЕ. сх ШЕ CX 的 内 点 ， 如 
果 存 在 X 中 的 开 集 а, 使 得 x*EGCB， 如 果 点 xEX 是 菜 个 集合 
ИСХ 的 内 点 ， 则 称 集合 是 之 的 00. ШЗ, ВХ, 
如 果 对 于 点 z 的 任何 邻 域 下 都 有 邻 域 Г.Е, НУ, СУ, И, 
为 点 x 的 基本 邻 域 系 或 邻 域 基底 ， 空 间 所 有 点 的 基底 加 ;的 总体 

1) 如 果 РЕЗ. Ш «ЄР, 

2) ЖУ, ,ЕЗ,, 则 存在 VEG 使 得 ГСУ, ПР. 

3) 对 于 任意 的 邻 域 V.EW,, 存在 VEW,, 使 得 六 Cr ЖН. 
对 于 任意 的 yEV; 可 以 找到 了 ,EB,, 使 得 VCV, 

我 们 来 说 明 最 后 一 个 性 质 ， 因 为 V 是 点 z 的 邻 域 , 所 以 存在 
包含 点 z 的 开 集 ОСУ, 集合 G 是 点 x 的 邻 域 , 因此 存在 EW,， 
ВУ. СО, 更 有 VCVs， 如 果 yEV;, 则 yEG, 且 由 于 G 是 开 集 ， 
因而 G 是 g 的 邻 域 ， 所 以 可 以 找到 VJCG (V,EW,)， 更 加 有 
VCV,. 

”性 质 DD 一 3) 刻 划 了 空间 基底 的 特征 ， 即 下 述 定理 成 立 ， 


~ 


‘~ 
Tree Али делил М ТУ Ар А Аат 


证 ， 击 条 件 1) 一 2)， 显 然 可 以 推出 它 满足 拓扑 空间 的 公理 
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我 们 来 验证 ， 对 于 任何 xzEX， 系 8。 都 是 点 z 的 基本 邻 域 系 ， 设 
Fe%。。 构 造 集合 G, 它 是 由 所 有 这 样 的 点 yEV 组 成 的 ， 对 于 这 个 
y 存在 已 CP(E%,)、 我 们 来 证 明 G 是 开 集 ， 取 任意 的 虚 zEG. 
ЕЖА У.Е, 使 得 六 :CV， 根 据 条 件 ЗАВ У. ЄВ, 使 得 
VsCV, 且 对 于 任何 yEV; ЖЖ ЕТ, СТ, (,Е3,), Х Ж НзЕ@ 
ВУ, СО, 即 G 是 开 集 , 从 而 了 是 点 zx 的 邻 域 ， 余 下 要 验证 8, 是 
基本 邻 域 系 ， 设 0 是 点 z 的 任意 邻 域 。 存 在 包含 点 z 的 开 集 GC 
О, 所 以 ,根据 定义 可 以 找到 VEWs 使 得 YsCG， 从 而 更 有 
VCU. 

上 面 证 明 的 定理 使 我 们 能 够 用 对 于 空间 的 每 个 点 指出 基本 邻 
域 系 的 方法 来 引进 拓扑 ， 这 种 引进 拓扑 的 方法 确实 是 最 方便 的 ， 
因为 常常 可 以 选 结构 比较 简单 的 集合 作为 邻 域 ， 例 如 ， 欧 氏 空间 
的 拓扑 利用 所 有 可 能 的 球 ( 容 易 验证 ， 它 组 成 了 基底 ) 来 给 出 ， 我 
们 用 基底 的 术语 来 描述 在 拓扑 空间 中 所 引进 的 基本 概念 . 

设 在 集合 入 中 指出 了 两 个 基底 2:; (8, (zEX) 与 {Uz} (#ЕХ), 
每 个 基底 按 定理 1 都 规定 了 和 中 的 拓扑 ， 按 第 一 种 基底 构成 的 
拓扑 空间 记 为 和, 而 按 第 二 种 的 记 为 和 。， 

使 X, 的 拓扑 弱 于 多, 的 拓 盾 的 充 要 条 件 是 对 于 任何 zEX 及 
РЕВ, НИНЕ У НУВ ОСИ, 

这 个 事实 不 难 证 明 , 留 给 读者 完成 . 

由 上 述 命题 推 知 , 两 个 基底 确定 同一 拓扑 的 充 要 条 件 是 , 除 上 
述 条 件 外 还 满足 其 对 称 条 件 ， 对 于 任何 xEX № UElt,， 可 以 找到 
含 于 U РЄ, А, 称 这 两 个 基底 是 等 价 的 . 

”如 果 X, 是 拓扑 空间 买 中 的 集合 ， 在 和 中 给 定 了 基底 { 吕 *} 

(xEX)， 则 XX。 的 诱导 拓扑 可 以 由 基底 {8 个 } (zEX。) 确定 ， 其 中 


f 》 所 请 集合 义 中 的 基底 , АРНЕ ЖИ: 1) 一 3) 的 集合 的 总 体 . 
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о Е ПХ, (ИЕЗ.) 的 集合 组 成 ， 我 们 在 这 里 留 给 读 
者 证 明 ,， ЕЕ В В ЕВЕ 1 的 条 件 , 并 且 这 个 基底 
确定 的 拓 提 与 诱导 拓扑 -- 致 . 

2.4， 在 用 邻 域 的 术语 来 指出 闭 集 的 条 件 之 前 , 还 要 引进 一 个 
重要 概念 。 拓扑 空间 买 的 点 z 叫做 集合 CX 的 接触 点 , 如 果 取 
ДЕВЫ У, 交集 VNE 都 非 空 ， 此 外 ， 如 果 这 个 交集 永远 
也 不 归结 为 一 个 点 +, 则 x ЖА ЕК ЕО; 也 
ЖЖ. | 

在 接触 点 (相应 地 极限 点 ) 的 定义 中 ， 考 虑 的 也 可 以 不 是 x 的 
全 部 邻 域 , 而 只 是 这 个 点 的 某 个 基本 邻 域 系 中 的 邻 域 . 

集合 如 的 所 有 接触 点 组 成 的 集合 叫做 恕 的 闭 包 , а Е. ЖЖ 
ПЕНЯ, 闭 包 具有 下 列 性 质 ; 

1) 9=5; 

2) ЕСЕ; 

3) 如 果 Е,СЕ,, МЕС Е, 

4) Е, ЦЕ, = EUE,; 

5) B=E. 

我 们 来 验证 最 后 两 个 不 那么 明显 的 性 质 ， 设 本 =,UB,、 因 
为 BCE, 所 以 B,CE(i=1,2), НЕЕ ЦЕ. СВ. 反之 , 如 果 СЕ, 
假设 2471, 则 可 以 找到 点 z 的 邻 域 V。, 使 得 Fe ПЕ, =. ВУ 
Жа 的 任意 的 邻 域 ， 可 以 认为 了 CT。 (否则 我 们 取 交 VNV。). 因 
ЖУПЕ 27, ЖМЖ ПЕ, 9, А ЗЕЕ, СЕВ, ЈЕ, 

ЕВЕ, АЗЕНЕСЙ, 设 zE 巨 ， 取 点 z 的 任 
意 的 邻 域 了 ， 可 以 认为 , 了 是 开 集 且 因 而 它 是 自己 所 有 点 的 邻 域 . 
2 УПЕт 2; Ж УСУ ПЕ, М» ЗЕЕ, ШУ НУВ, ВЫ 
УПЕ=- 07, 这 就 表明 ЕЕ. 

集合 РСХ 是 闭 的 , Ч ВЧ Р, 事实 上 ,如 果 zk 一 部 则 
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存在 点 + МЫ У, 它 与 了 不 相交 ， 这 表明 集合 8=XNR 是 开 的 ， 
从 而 忆 是 闲 的 ， 将 上 述 论证 倒 过 来 叙述 便 得 到 逆 命 题 ， 

我 们 再 指出 一 个 明显 的 事实 ， 集 合 妞 的 闭 包 可 以 由 在 召 中 潍 
加 召 的 所 有 极限 点 而 得 到 , Е, 闭 集 可 以 看 成 这 样 的 集合 ,， 它 包 
含 了 自己 的 所 有 极限 点 . 

对 于 CX, 以 表示 集合 召 的 所 有 内 点 的 集合 , 称 其 为 至 的 
内 部 ， 留 给 读者 验证 , Р БАТ КЭР, | 

设 X 是 拓扑 空间 ， 集 合 BCX 叫做 在 集合 ,CX 中 稠密 ， 
如 果 妃 一 X,， 如 果 万 =X, ШКЕ АЯЙ. Ж СХШ 无 处 
稠密 的 , 如 果 其 闲 包 的 内 部 是 空 集 (或 者 ， 等 价 地 ， 如果 XX\ 处 处 
ВЖ). ЖА BC 叫做 第 一 纲 集合 , 如 果 妃 可 以 表示 为 可 数 个 无 
处 稠密 的 集合 的 并 ， 集 合 СХ, 如 果 不 是 第 一 岗 集合 ,叫做 第 二 
纲 集合 (在 和 中)， | 

а ХАНТ, БРЕВЕН 
合 ， 后 面 我 们 还 要 详细 地 讨论 这 些 概念 . 

2.5， 设 X 与 立 是 拓扑 空间 . ИН X-> 立 叫做 连续 的 ， 
如 果 每 个 开 集 的 原 象 仍 是 开 集 ， А]: X->Y 叫做 在 点 zEX 
处 连续 , 如 果 点 f(z) 的 任意 邻 域 的 原 象 是 点 “的 邻 域 (显然 ,如 果 
在 后 一 定义 中 以 点 f(z) 的 某 个 邻 域 基底 中 的 邻 域 代替 点 f(z) 的 
НБА, 定义 仍 有 效 )， 下 面 的 定理 给 出 等 价 于 连续 性 的 各 种 
条 件 . | 

定理 2， 设 XX 和 是 拓扑 空间 , 是 X 到 Y ры, 则 下 
列 命 题 是 等 价 的 : 

1) 映射 了 过 续 ; 

2 ТИВ, 


~ 


4) 对于 任何 上 EX хей f ов, ЛЕ 2 9 
• 12%» | 


域 V, 使 得 1(V)CU. 

证 .对 于 任何 ВСУ, НЕРЖ ХУ (В) = СҮ\В), 所 
以 命题 1) 与 2) 等 价 ，3) 与 人 的 等 价 性 显然 ， 因 为 由 由 显然 能 
出 3), 所 以 我 们 只 要 证 明 3) #8 1). 设 G 是 的 开 子 集 ， 我 们 证 
明 f-!(G) 是 开 的 .如果 xEf-'(G), 则 可 以 找到 yEG, у = Са). 
因为 G 是 点 9 的 邻 域 , 所 以 根据 在 点 > 处 连续 性 的 定义 , 三 !(G) 是 
Жб. Р, 点 * 是 内 点 , 从 而 集合 ФЕН. 

ЕЛ 是 和 到 将 土 的 双 射 映射 ， 如 果 两 个 映射 了 与 广 :都 过 
续 , 则 映射 了 叫做 同 胚 ， 显 然 , 空间 X БУ, УНЫНИЯ 
此 可 以 同 胚 地 上 映射 . 

2. 6， 以 后 我 们 常用 有 向 列 收敛 (Moore-Smith Ир) 的 术语 
来 描述 拓扑 空间 和 许多 拓扑 概念 ， | 

拓扑 空间 Х 的 元 素 的 有 向 列 {tzs} (aE4) 叫 做 收敛 于 zEX， 如 
果 对 于 点 z 的 任何 邻 域 了 都 存在 urE 4 使 得 当 ога, 时 reET. 这 
个 事实 记 为 zz 或 z==lim ze (以 后 在 这 个 记号 中 常 略 去 指标 
集 )， 点 二 叫做 有 向 列 (ze} 的 极限 . 

我 们 指出 收敛 的 有 向 列 的 某 些 性 质 . 

性 质 1。 Мао Н (06) (BEB) 是 {x。) 中 的 有 向 子 列 ， 则 

ув эт. 

性 质 2， 设 BCX; 使 zE8 的 充 要 条 件 是 存在 一 个 满 ; ХАЖ 
ї.>1 В. 1. СЕ Ж Ма}. 

事实 上 , 如 果 存在 这 样 的 有 向 列 ， 则 对 于 点 z ВЕГА У, 
5 ПЕ 07, 因为 它 包含 了 该 有 向 列 的 元 素 ， 故 xEB. 

现在 设 ЕВ; 8, 是 点 z МЕЖ. ЖЕО, ГВ, 如果 
ИУ, 则 认为 了 入， 显然 , 按 此 方式 赋 序 , 避 ; 成 为 有 向 列 ， 由 于 
rEB， 交 UM 非 空 ， 在 其 中 选取 点 zz， 对 于 每 个 ЄВ, НХ 
做 , 我 们 得 到 收敛 于 点 4 的 有 向 列 {xo) (VE%,). 
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从 上 述 证 明 推 出 : 

ИЗ. 集会 CX 是 闭 集 的 充 要 条 件 为 对 于 任何 有 向 列 
{%.} (aEA), 由 fa > 及 ЕЁ (АСА) ІСЕ, 

只 满足 拓 扩 空间 三 条 公理 的 拓扑 空间 可 能 具有 最 奥妙 的 结 
Жз, 或 者 相反 ,它们 的 拓扑 结构 也 可 能 如 此 简单 ,以致 用 拓扑 方 法 
来 研究 它 是 不 可 能 的 。 例 如， 只 有 两 个 开 集 ( 空 集 和 全 空间 ) 的 空 
间 便 是 这 样 的 . | 

因此 , 通常 还 要 引进 某 些 补充 的 公理 , 它 区 分 出 更 窗 一 些 的 拓 
扑 空间 类 , 例如 , 下 述 的 Hausdorff 分 离 公理 ， 它 保证 了 有 向 列 极 
限 的 唯一 性 这 个 重要 性 质 . 

Р 8] Х 叫做 Hausdorff 空间 (或 可 分 离 空间 ), 如 果 对 于 
任何 两 个 不 同 的 点 >，yEX， 可 以 找到 点 z О ЯТ А у Вр 
ЖУ, 使 得 In7= 忆 . 

-性 质 4 ， 使 每 个 收敛 的 有 向 列 都 收 丝 于 唯一 的 极限 的 充 要 条 
件 为 空间 四 是 Hausdorff 空间 . | 

УХ д: Hausdorff 空间 时 ， 极 限 的 唯一 性 可 直接 从 极限 的 定 
义 推 出 . | | 

我 们 证 明 逆 命题 . № Х ЖЕ Hausdorff 空间 . 则 存在 一 对 不 
同 的 点 2, УЕХ, 使 得 对 于 з, у 的 任何 邻 域 U,V, 交 UNV 关 GB， 以 
А 表示 邻 域 对 (U,V) 的 总 体 , 其 中 UU 是 点 z 的 邻 域 , 而 了 是 点 8 的 
Ф508, ва = (U0',V') 与 "=《U",V") 是 4 中 的 元 素 , 则 当 同 时 
#020", Уи" 时 便 认 为 w' 志 a*， 设 a= (0,V)EAh. 因 为 UNV 

9603, 可 以 选取 zeST ПУ. тара, 同时 还 有 zap9. 例如 ,我们 
来 验证 第 一 个 关系 式 .， 对 于 点 x 的 任何 邻 域 U, 存 在 zaEV。， 可 
以 认为 xs = (0。,V。), ЖИ, 是 点 8 的 某 个 邻 域 . -因为 a= (0, 
VV) 宇 w。 特 别 表示 UCU, 所 以 zaEVCU, 即 2.02, 
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拓扑 空间 到 拓扑 空间 立 内 的 映射 了 的 连续 性 条 件 可 以 用 收 
化 的 概念 来 叙述 . 

Иб. МН 连续 的 天 要 条 件 是 对 于 任何 zcX 及 任何 有 
<=.) (9 А), 由 2.791 推出 f(xa) -sf (7). 

证 明 充 分 性 . ФСУ Е, НЕР=} $). ИЯ 
合 卫 中 收敛 于 zEX 的 有 向 列 {z。) (aEA)， 因 为 根据 条 件 F (za) 一 
f(z) 及 f(za)EB(asA4), 所 以 f(z)E@; Ра, сЕ. НЕЧ 
РЖИ, 从 而 映射 了 连续 . | 

假设 了 是 连续 映射 取 任 意 的 xEX 及 收敛 于 z 的 有 向 列 
{xo} (aEA). 设 口 是 点 y=f(z) 的 分 域 ， 存 在 点 x 的 邻 域 了 , 使 得 
f(V)CU， 其 次 , 可 以 找到 avE4, 使 得 当 wwr 时 zsEV， 对 于 这 
些 a 有 f(za)eEU， 由 此 推出 Да.) ә 0а). 

性 质 6。 如 果 空 间 X 的 每 个 点 都 具有 可 数 的 基本 邻 域 系 ， 则 
在 性 质 2 一 5 虫 的 叙述 可 以 用 通常 的 序列 代 赴 有 向 列 . 

事实 上 ， 设 出 。= (У) (nEN) 是 点 z 的 邻 域 基底 ， 令 Du=P， 
ПРП ПИ, 如果 有 向 列 xz, 则 对 于 每 个 nEN 取 anE4, 使 
得 二 za,EU。 于 是 序列 ys>z， 利 用 它 ， 由 对 于 有 向 列 的 性 质 
2—5, 容易 得 出 对 于 序列 的 类 似 性 质 . 

由 预先 给 定 的 收敛 性 出 发 ， 利 用 有 向 列 收 全 的 性 质 3 可 以 引 
进 拓扑 、 这 就 是 说 , 设 在 集合 关中 定义 了 收敛 性 , 即 划分 出 一 类 有 
向 列 把 它 叫 做 收敛 的 ， 并 且 对 于 每 个 这 样 的 有 向 列 指出 它 的 极限 
(为 了 简单 起 见 , 假设 它 是 唯一 的 )， 此 外 , 我 们 还 认为 这 种 收敛 具 
有 性 质 1。 集合 TCX 叫做 闲 的 ， 如 果 五 包含 了 以 其 自身 元 素 构 
成 的 任何 收敛 有 向 列 的 极限 ， 不 难 验证 ， 如 此 定义 的 闭 集 系 满足 
2.2 中 的 条 件 1) 一 3)， 因 而 我 们 事实 上 有 了 一 个 拓扑 空间 ， 因 为 


* ) 如 果 条 件 对 于 给 定点 z 成 立 , 则 由 此 证 明 推 出 , ВАА Г ВОЕН. 
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入 已 成 为 拓扑 室 间 , 可 以 在 其 中 引进 收敛 性 , 就 象 在 任何 拓扑 空间 
中 所 做 的 那样 ， 我们 指出 , 原 有 的 收 钱 与 由 它 产 生 的 拓扑 收 全 ,一 
般 说 来 是 不 同 的 ， 

2.1. ааВВ, 它 是 在 
1920 Н П. С. Александров #1 П. С. Урысон 引进 的 . 

За ХЦ Н), АЯС РЕТКЕ ГАХ ВОЗЕН 
ЗЕЯ (9) Єх), Н 


Ше, =х, 


Е 

ЕН 4,04, 6,9, 也 能 覆盖 空间 XX 

称 集合 系 {44} (8E 号 ) 形 成 有 心 系 (或 中 心 化 的 )， 如 果 这 个 系 
中 任意 有 限 个 集合 的 交 非 空 

ЕЖА а) (ЕЕ) ХЕ жа Gi 的 
А Р. 的 交 是 空 集 ， 所 以 , 空间 是 紧 的 ， 当 且 仅 当 该 空间 的 任 
何 有 心 闲 集 系 都 有 非 空 的 交 . | 

设 (x} (aE4) 是 拓扑 空间 和 中 元 素 的 任意 一 个 有 向 列 ， 称 有 
Еа.) 与 子 集 ЕСХ 是 经 常 相 遇 的 , 如 果 对 于 任何 ce4, 可 以 找 
到 指标 аЄл, № а 并且 re EB 点 zEX 叫做 有 向 列 {ze} 
(aE4) 的 极限 点 ， 如 果 {z。} 与 点 zx 的 每 个 邻 域 都 经 常 相 遇 ( 不 要 与 
集合 {z。: ”aE4} 的 极限 点 相 混淆 ! )， 一 个 有 向 列 可 以 有 多 于 一 
个 的 极限 点 ,一 个 极限 点 或 没有 极限 点 ， 例 如 , 序列 z=nCnEN) 
在 及 中 没有 极限 点 ， 另 一 方面 ， 将 全 体育 理 数 按 任意 方式 编 成 序 
列 ， 则 任何 实数 都 是 这 个 序列 的 极限 点 ， 如 果 有 向 列 收敛 于 菜 一 
点 , 则 该 点 是 它 的 极限 点 (在 Hausdorff 空间 中 它 是 唯一 的 )。 = 

引 理 1， 拓扑 空间 的 点 + 是 有 向 列 {zo) (a€ 4) 的 极限 点 。 
当 且 仅 当 存在 收敛 于 4 的 有 向 子 列 {ys} СВЄВ). | 

证 ， 设 > 是 有 向 列 {za} 的 极限 点 ， 见 。 是 点 z 的 所 有 邻 域 的 
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系 ， 研 究 由 所 有 对 (ga，0) 组 成 的 集合 B， 其 中 EeE4，UVEW, 且 
zaEU， 如 果 我 们 在 BB 中 按 下 列 方式 赋 序 : (a,0) 之 (wi,0) 当 且 仅 
当 аа, 及 UCU,， 则 B 成 为 按 递 增 有 向 的 集合 ， 事 实 上 ， 如 果 
(ww D), (а,,10.)ЄВ, 则 可 以 找到 0,EW,, 8 0, СОПО,, 25 А 
按 递 增 有 向 , 所 以 存在 0, 之 ,a1， 由 于 {xo} 与 0, 经常 相 遇 ， 可 以 
找到 ws 之 ao, № Н.2..Е0,. За, U0) 之 (@, 0), (9,0). 

令 yuan 二 za 其 中 (a,U)EB， 于 是 (yea) ((a,U)EB) 是 有 
向 列 {zo} 的 有 向 子 列 ， 事 实 上 , 对 于 任意 的 аЕА (а, 0), 其 中 邻 
域 ИЕ, 适合 .EU( 例 如 ,0 =Х). ЖА, Ша, 0) 20а, 0), 
Иа, 22а 且 уго 一 za,， 我 们 来 征明 有 向 列 {ycayw} 收敛 于 zx. 取 
VE%。。 因 为 是 {zs} 的 极限 点 ,所 以 可 以 找到 wE4， 使 得 +.EUD. 
如 果 (&，D0UD) 宕 (a，D)， 则 yo 一 Xa,EV1CUV， 从 而 证 明了 收 
7 

反之 , 设 有 向 子 列 ys 一 zx， 对 于 任何 aE4 可 以 找到 6(o)EB， 
使 得 对 于 所 有 的 8 宇 B(a) 都 有 ys 一 za' Н.а 22а, ЗОЖ Дт 
的 任意 的 邻 域 , 则 存在 6,EB, 使 得 对 于 PB 宇 p。 有 ysEUV， 取 有 之 
Bla), B,。， 于 是 可 以 找到 а’ а, 使 得 ze,=ypED, 从 而 证 明了 zx 是 
有 向 列 {zo} (aE4) 的 极限 点 . 

引 理 2. 拓扑 空间 X 是 紧 的 , 当 且 仅 当 和 中 的 任何 有 向 列 都 


~ ~ М или плели кие ли м 


~~ 


证 . 设 {z。} (xs4) 是 紧 拓 扑 空间 Х 中 任意 的 有 向 列 ， 因 为 集 
合 4 按 递增 有 向， 所 以 集合 系 Bs 二 {za': аса). ВП 
的 闭 包 В. 更 是 有 心 系 。 于是, 由 于 XX 的 紧 性 ， 所 有 В, 的 交 必 人 包 
含 某 个 点 г. 我 们 来 证 明 > 是 有 同 列 {zs} 的 极限 点 . 

以 8, 表示 点 z 的 所 有 邻 域 的 系 ， 需 要 验证 ， 对 于 任何 邻 域 
ОЄ%, 及 任何 «СА, 可 以 找到 и А, 19 ага 和 zo,EU. 事实 上 ， 
因为 对 于 任何 aE4 都 有 xzEZe， 所 以 对 于 ОС, 可 以 找到 а, 220, 

- 。 了 7J7 。 


#9 =. 60. 

现在 证 明 北 命 题 ， 设 和 是 拓扑 空间 ， 其 中 的 每 个 有 向 列 都 有 
极限 点 ， 为 了 证 明和 X 的 紧 性 ， 我 们 来 验证 X 中 任意 的 有 心 的 闭 子 
集 系 3, 都 具有 非 空 的 交 ， 设 4 В 中 元 素 的 所 有 可 能 的 有 限 交 
组 成 的 系 、 | 

显然 , 只 要 证 明 4 中 所 有 集合 的 交 非 空 . 因为 系 人 是 有 心 
的 , 所 以 如 果 我 们 将 4 按 包含 关系 赋 序 《如果 аз, 96А, а, оа, 则 
ааг), 则 4 按 递 增 有 向 ， 如 果 对 于 任何 aE4 取 任意 的 元 素 zsE 
a， 则 得 有 向 列 {z。} (cs4)， 根据 条 件 它 有 极限 点 *， 取 任何 集合 
aE4, 我 们 来 证 明 z а 的 接触 点 ， 从 而 由 于 的 闭 性 便 得 2Са, 
于 是 由 于 a 的 任意 性 ， 点 x 属于 4 中 所 有 集合 的 交 ， 即 交 是 非 
空 的 ， 


使 得 xs1EUV, 由 此 16а’ Са В х.„Є0 Па, МЕШЕН ТУ = ЖЖ а 
的 接触 点 ， 
推论 . 如 果 紧 空间 XX ИНО А Е УЖЕ а, 则 


人 


Wom 

证 . 如 果 {za) 不 收敛 于 х, 则 可 以 找到 点 z ОНО, НЯ 
Ват. И} {ан РЯ, 根据 引 理 2 它 应 有 极限 点 ， 但 读 
点 不 可 能 是 xz. 

从 引 理 1 与 2 推 得 ， 

定理 3 и азпахтатавява 

紧 的 Hausdorff ОКЕ, 

拓扑 空间 关中 的 集合 召 岂 做 紧 的 , 如 果 把 它 看 作 拓 扑 空间 (以 
空间 X 的 诱导 拓扑 为 拓 扩 ) 是 紧 的 . 因 为 召 中 的 开 集 共有 形式 
СПЕ, С ХЕ, 所 以 可 以 接 下 述 方式 定义 集 合 召 的 
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这 样 ， 取 点 z 的 任意 的 邻 域 UV， 于 是 可 以 找到 aE4, w>>a 
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紧 性 : ЗЕРЕН Е НЯ ОС АЕ {6}, 即 U Gs 一 8, 存在 有 

限 个 集合 Gs,, Ce "> С.„, 也 能 覆盖 Е. 

定理 4. 如 果冻 是 Hausdorff 空间 ， 则 一 切 ж ЖЕСХ 都 是 
证 . 假设 集 召 有 接触 点 zo 召 ， 对 于 每 个 zE 到 可 以 找到 开 

的 互 不 相交 的 点 z 的 邻 域 了 。 与 点 z 的 邻 域 了 只. 显然 ， 集 系 

{7.} («ЕЕ Е Г Е, 所 以 存在 有 限 个 点 zy zs … XnEB, 使 得 


交 


显然 是 点 ze 的 邻 域 .但 是 VN ECV 站 G= 2 这 与 х ж ЕҢ 
接触 点 相 矛 盾 . 

Ж. 如 果 X 是 紧 空间 , 是 X 中 的 闭 集 , 则 如 是 紧 的 . 

事实 上 , 吾 中 的 闲 集 在 X 中 也 是 闲 的 .因此 , ЖРО”) 
是 至 中 的 有 心 闲 集 系 , 则 它 具 有 包含 在 刀 中 的 非 空 的 交 . 

拓扑 空间 X 的 集合 刀 叫 做 相对 紧 的 , 如 果 它 的 闭 包 是 紧 的 , 显 
然 , 紧 空 间 中 的 任何 集合 都 是 相对 紧 的 . 

设 XX 是 紧 空间 ， 于 是 空间 XX 到 拓 扩 空间 Y 内 的 连续 映射 ， 则 
有 

定理 5 和 集合 有 (X) 在 空间 Y 中 是 紧 的 . 

证 . 令 4=f(X)， 设 (G4) (4 号 ) 是 覆盖 4 的 开 集 系 . 设 

Gi = 太 !(G0)， 集 合 Gi (6 号 ) 是 开 的 , 此 外 ，U Gi =Х. М, 存 


在 指标 5, 6,5, №] G? ,= 和 但 这 时 也 有 [jc 2А.% 
k=1 К=1 
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理 证 毕 

推论 1， 如 果 召 是 拓扑 空间 X 中 的 紧 集 , 则 РСВ) Гу фр 
的 紧 集 . 

利用 定理 4, 得 

推论 2， 如果 Y 是 Hausdorff 空间 , 则 紧 集 BCX 的 象 1(8) 
х. 
| 推论 3， 如 果 空 间 X 是 紧 的 ， 而 Y 是 Hausdorff 空间 ， НУ 
Ех У Ех ЕВЕ ИВО 三 连续 ， 即 了 是 
ЯЕ. | 
事实 上 ， 每 个 闭 集 PCX 都 是 紧 的 ， 该 集 在 映射 广 :下 的 原 
象 是 f(F), 根据 推论 2 它 是 闭 集 ， 由 于 每 个 闲 集 的 原 象 是 闲 的 ， 
故 喘 射 广 ! 连续 .、 

此 外 , 我 们 指出 在 紧 空 间 上 连续 函数 的 下 列 便 要 性 质 , 它 是 实 
ЛА Ду Weierstrass 定理 的 推广 . 

定理 6， 在 紧 空 间 X 上 的 每 个 连续 实 函 数 了 都 能 取 到 其 最 大 
值 和 最 小 值 . 

证 .只 证 最 大 值 情 形 . 设 М-зир{/(г):2еХ}. 根据 定理 
5, МАВ. ЖЕНЕ ле, 令 

={«ЕХ: }(=)22 И —–1/п). 

显然 , ЖАР, 是 闭 的 和 非 空 的 ， 此 外 ， 当 7 宕 m 时 Р.С Р. ВЕ 
(Р) 是 一 有 心 闭 集 系 ， 从 而 Пе. ж ге (р, 骨 


[(2)> М, 由 此 f(z) = М, ВАЗЕ | ТЕН 2 处 到 到 最 大 值 . 

我 们 还 需要 两 个 与 紧 性 概念 密切 相关 的 性 质 ， 设 X 是 拓扑 空 
间 ， 集 ИСХ 叫做 列 紧 的 ， 如 果 思 中 的 任何 序列 都 含有 收敛 于 到 
中 点 的 子 序列 (对 照 定理 3)， 集 ZCX 叫做 相对 列 紧 的 , В Е 
的 任何 序列 都 含有 收敛 于 X 中 点 的 子 序列 、 集 BCX 叫做 可 数 紧 
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的 ， 如 果 加 中 的 任何 序列 都 具有 极限 点 xEB (对 照 引 理 2)， 集 
BCX 则 做 相对 可 数 紧 的 , 如 果 恕 中 的 任何 序列 都 具有 极限 点 xE 
Хх. ВАН, 一 般 说 来 ， 紧 不 能 推出 列 紧 ， 反 之 也 一 样 .如果 集 
合 是 紧 的 ， 则 它 显然 是 可 数 紧 的 、 上 面 引进 的 这 些 概念 之 间 的 关 
系 , 以 后 在 一 些 特殊 的 情形 下 还 要 讨论 . 

2.8. ХОА, ПН 


х= TX. $ 0. 


EA 


在 多 中 引进 拓扑 , 取 形 如 ПО. 的 一 切 集合 作为 点 fEX 的 邻 域 基 


Ж, 其 中 每 个 集合 0。 是 点 f(a) 在 空间 Xe 中 的 邻 域 ,并且 使 Ze 与 
Xe 不 同 的 指标 aE4 最 多 是 有 限 个 ， 留 给 读者 验证 ， 所 引进 的 集 
合 总 体 实际 上 是 基底 .容易 证 崩 ，XX 中 的 有 高 列 (fp} ЕВС 
于 点 长 和 ， 当 且 仅 当 对 于 每 个 & 在 拓扑 空间 入 中 Ла) ја), 


由 此 可 见 , 空间 处 的 元 素 的 有 向 列 {fp} 的 收敛 是 按 坐 标 收敛 , 即 每 
个 “坐标 "fs(m) 在 空间 X。 中 收敛 于 极限 点 了 的 对 应 “坐标 ”， 

其 次 我 们 还 需要 下 面 的 Taxotoa 定理 , 其 证 明 可 在 Kelley 的 
书 中 (第 五 章 定理 13) 找到. 

也 是 紧 的 . | | 

本 节 氢 述 的 内 容 在 Bourbaki-I 及 Kelley 的 书 中 有 更 详细 
的 介绍 . 

最 后 我 们 对 有 关 术 语 作 一 个 注解 。 因 为 有 时 我 们 在 同一 个 空 
间 多 中 同时 研究 几 种 拓扑 , 为 了 避免 混乱 , 我 们 采用 一 种 简化 的 记 
号 .， 如果 是 空间 X 中 的 某 种 拓扑 ， 则 所 谓 *- 闲 包 ，zr- 紧 集 等 等 
将 分 别 表示 按 拓扑 с 的 闭 包 , 按 拓扑 z 的 紧 集 等 等 . 
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$3. 度量 空间 

3.1， 度 量 空间 是 一 类 重要 的 拓扑 空间 .集合 和 叫做 度量 空 
В, 如 果 每 一 对 元 素 x, ySXX 都 对 应 一 个 实数 P(z, у) (жауу 
之 间 的 距离 ), 满足 条 件 : | 

1) р(х, у) 20; У НИХ х=у 时 р(=, у) =0; 

2) р(т, у) =р(у, 2); 

3) У РЕМ 2СХ, р(х, у) <р(т, 2) + р(2, у) (三 角 不 等 
Ж). 

ВТЗ р: ХхХх>В 叫做 度量 .2 维 欧 氏 空 间 R**， 
ВАР, МОЖ БН К НЕЕ ВИН БОВЕ ВО) 5 
可 以 作为 最 简单 的 度量 空间 的 例子 . 

设 X 是 共有 度量 p 的 度量 空间 .集合 

K(x0)— {4ЕХ: р(х,1,)<2} 


叫做 以 点 zs 为 中 心 >0 为 半径 的 开 球 . 
集合 
В,(1,)={5ЕХ: pls, х) <) 


叫做 以 点 ЄХ 为 中 心 e>0 为 半径 的 闲 球 (下 面 通常 简称 为 球 ). 
件 1) 一 3), жахи. 

Н. р = тах (п, т), ЩЕК, (2) К, (т) К, (2). Т, ЖЕ 2) 
成 立 ， 如果 И К, (1) И. Куст), Н УСУ, № 


* 》 我 们 以 В Ж п ЗИ, С п И А], 
ea 22 。 


ма 


外 , В УУ, НУ, = Кис» (0), ШУ,СУ,, 因为 由 三 角形 不 等 
式 ， 对 于 任何 26У, 有 р(2, 2) <р(а, у) +р(4, 2)< И (т) + 


1/(2n) = 1, ага, ЖЕ 3) 成 立 . 


在 定理 2. 1 中 引进 的 构造 ， 用 典型 的 方式 把 度量 空间 X 变 为 
以 开 球 为 基底 的 拓扑 空间 .定理 1 也 指出 , 关中 的 每 个 点 都 具有 
可 数 的 基底 所以， 为 了 描述 X 中 的 拓扑 ， 只 须 限于 收 敏 序列 
( 见 2. 6, 性 质 6)， 我们 指出 ， 在 所 得 的 拓扑 空间 中 wo~>z М НАХ 
当 PCzw z) 一 0. 
其 拓扑 是 由 某 种 度量 生成 的 拓扑 空间 叫做 可 度量 化 的 ( 决 不 
是 所 有 的 拓扑 空间 都 是 可 度量 化 的 ; 这 种 空间 的 例子 我 们 将 在 下 
面 看 到 )， 应 该 指出 , 同一 个 拓扑 可 以 由 不 同 的 度量 生成 . 
定理 2.1) p(x, y) 是 其 变 元 的 连续 函数 ， 即 如 果 ze 一 zo 
0. >00, (ть, Yn)—>p (Lo, о). 
2) 度量 室 间 是 Hausdorff 宏 闻 (因而 收敛 序列 只 能 有 一 个 极 
限 ). 
证 ，1) 由 三 角形 不 等 式 得 关系 式 
PC у’) — р(т, 4) <0(0, у’) + р(а, =). 
交换 2 у 与 ,2 的 位 置 , 得 到 相反 符号 的 不 等 式 , 由 此 
[р(2"', 0") — p(x, у) <р(=х, х) +р(9, 1’). (1) 
利用 此 式 , 得 
[р (2, go 一 P(zo 90) | SP (и, 20) + р (Ч, go) 一 0. 
2) ШЖ 2525, Ш е= р(х, 20) [2>0, НЕЖИН, 
开 球 К,(2) ЫК, (х0) АН. 
下 面 我 们 需要 点 到 集合 CX 的 距离 的 概念 ， 如 同 在 欧 氏 空 
间 中 一 样 , 我 们 把 这 个 量 定义 为 
р(хо, Е) = infp (xo, +). 


一 致 收敛 于 函数 2+). 事实 上 ， 如 果 按 任意 的 e>0 选取 М, 
п> В p(x, то) <е, 则 表示 对 于 这 样 的 
suplzn(1)—zo( t) 1 <, 
从 而 对 于 所 有 的 iEK, 不 等 式 
[z(t)—zo(t)<e (тә) 

成 立 , 由 此 推 得 要 证 明 的 一 致 收 化 性 , 

反之 显然 : 从 连续 函数 列 一 致 收敛 于 连续 函数 推 得 在 空间 
C(K) 中 对 应 元 素 的 收敛 性 ， 如 果 玉 = Га, 5], а Ж Са, Б]. 

2) 空间 s 是 所 有 的 数列 组 成 的 集合 , 其 中 数列 > 一 (8&1,6,…， 
ё," ) у (т, Т, 97) 之 间 的 距离 用 下 式 定 义 : 


— +11 | —7e | 
0 人 人) 之 到 于 后 一 9 让 
人 由 于 基数 
9 (4) = 当 220 时 递增 , 所 以 有 数值 不 等 式 


г 


| 十 有 (“| + |В| 1% | 18| 
Та Тат» 2) 
从 而 推出 条 件 3) 成 立 ， | 
И АЕ Я} (а, = Ёю 2” .““’. р, + .-), в=1, 2, +) СХ 
于 元 素 (Е, 600,6, 0, 0), 则 表示 
im 名 一 有 (2 (3) 


ВР s 中 点 的 序列 的 收 伍 是 按 坐 标 收敛 , 也 就 是 点 z 的 每 个 坐标 都 
сак ТВЕР А ze 的 对 应 的 坐标 . 
事实 上 , 由 不 等 式 


1 ЕР 
2% I [а до р2 (9 хо) (Е = 1, 2, ...) (4) 


* 25 › 


知 ， 如 果 >17, 则 得 ЕЕ (Е = 1, 2, 5), 
反之 , 如 果 条 件 (3) З, 由 于 级 数 


(п) 0 
SL 18 П 51 Т = p (rn, 20) 


р нечто зинаи, В. 
1 


级 数 的 每 一 项 都 趋 于 零 , 所 以 P(z。 х0) 0. | 

由 上 面 的 证 明 推 出 , 空间 s 是 可 数 的 直线 族 的 拓扑 积 . 

我 们 还 指出 空间 Со, 2] (为 了 和 复 空 间 С" 区 别 开 , 这 里 我 
们 对 上 指标 加 上 圆 括号 )， 其 元 素 是 定义 在 [a, 9] 上 且 在 此 区 间 上 
有 直到 ! 阶 连续 导数 的 函数 ，z, yEC 人 [a,5] 之 问 的 距离 可 以 定 
义 为 ; 


1 
p(x, у) = > тах [2%(#)—000(0)] 


(0901) =2(1), 9902) =4(2)). 
Со [а, БВА ЛЕА Н ССС) И АЕ ЕК 
一 致 收敛 . 
我 们 也 可 以 研究 空间 С (р), 它 是 由 在 多 维 空间 的 区 域 D 内 
自身 及 其 直到 Г 阶 的 偏 导数 都 连续 的 函数 所 组 成 ( 见 TV.4. 4). 
我 们 指出 ， 如 果 在 СОК) 中 引进 序 : агу 当 且 仅 当 对 于 任何 
ЕК ж 2(2)220(1), 而 在 з 中 约定 ，z= (Е) 22у (Зы 当 
且 仅 当 对 于 任何 ;EN ж Ель ССК) уз 成 为 有 序 集 (但 不 
ВЮ). 
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$ 4， 完 备 性 和 可 分 性 . 
第 一 纲 集 和 第 二 纲 集 * 


从 度量 空间 的 公理 可 以 推出 距离 和 极限 的 一 系列 其 他 性 质 ， 
类 似 于 众所周知 的 实数 的 性 质 ， 例 如 , 如 果 25 二 之 Xr za это, 则 


有 序列 х0 то, 但是, 关于 极限 的 某 些 重要 命题 , 在 实数 集合 中 
成 立 , 却 不 能 从 度量 空间 的 公理 推出 , 因而 , 一 般 地 说 , 在 任意 的 度 
量 空间 中 并 不 成 立 ， 因 此 自 然 要 从 所 有 的 度量 空间 中 分 出 某 些 类 
空间 , 使 其 中 的 度量 满足 某 些 补充 条 件 , 推广 了 在 实数 空间 中 距离 
和 收敛 性 的 另 一 些 非常 重要 的 性 质 , 

4.1， 完 备 性 是 这 些 性 质 中 最 重要 的 一 个 、 对 于 实数 , 完备 性 
原理 可 以 表示 成 各 种 形式 (Dedekind 原理 ， 有 界 集合 存在 确 界 
等 ), 但 其 中 只 有 一 个 Cauchy 收敛 准则 ， 在 叙述 时 不 必用 到 度量 
以 外 的 概念 ， 我 们 就 采用 广义 Cauchy 准则 成 立 作 为 任意 的 度量 
空间 完备 性 的 定义 ， 这 就 给 出 下 列 定义 . 

度量 空间 XX Ета М ВАКОВ, 如 果 

| р (аз zn) >0 (т, по), 
即 如 时 对 于 任何 2220 可 以 找到 М., (ЕЕ т, п>, ВР 
р (ти, т.) <. 

ХЕХ 叫做 完备 的 , 如 果 每 个 自 收敛 的 序列 {zw} 都 是 收 
敛 的 , 即 存在 点 20EX, 使 得 хато. 

显然 , 在 任何 度量 空间 中 每 个 收敛 序列 都 是 自 收 化 的 . 

由 此 可 见 , 在 完备 的 度量 空间 中 Cauchy 收敛 准则 成 立 : 序列 
{zn} 收敛 的 充 要 条 件 为 它 是 自 收敛 的 . 


~ 


ж) 第 一 岗 集 和 第 二 岗 集 是 Baire 引进 的 . 
жж) 这 样 的 序列 也 常常 叫做 Cauchy 序列 或 基本 序列 . 
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从 空间 X 转 到 它 的 亲子 空间 X。 时 ,完备 的 性 质 仍然 保持 . 事 
实 上 , За Хо 中 自 收敛 的 点 序列 ， 则 由 于 空间 х 的 完备 性 
存在 zo=lim znEX， 因 为 X。 Ж, 应 有 zoEX。， 即 序列 (zw) 在 


Хо 中 收敛 . 

不 难看 出 , 如 果 去 掉 集 合 Хо 闭 性 的 要 求 ， 则 上 述 结论 就 不 正 
МТ. Иж, 只 须 取 全 体 实数 的 空间 作为 和 , 而 以 包含 在 其 中 的 有 
理 数 空间 作为 Xo, 便 能 说 明 这 个 问题 . 

下 面 的 引 理 常常 能 简化 度量 空间 完备 性 的 检验 . 

{xn}, NM я, >. 
证 ， 因 为 {zx} 是 Cauchy 序列 , 所 以 对 于 每 个 e>0 可 以 找到 
М, 使 得 当 z m 之 N 时 p (2, zm) <е, Жа, 2 
р (zn Tn,) <. (1) 
жх, >а, 所 以 , 对 (1) 式 取 极 限 得 p (zw, 2) е, 从 而 证 明了 
22. 

4.2. 93 中 引进 的 一 切 具体 的 度量 空间 都 是 完备 的 . 我 
们 来 验证 这 一 点 ， 

1) 空间 C(E). 设 {zi} 是 CCK) 中 元 素 的 自 收 化 序列 ， 如 
果 =>0, ИЕ Кут т (м, > М.) | 

р (х, xn) = шах [2„(#)— (1 )| <г. 


由 此 可 见 , 对 于 任何 iEK 有 

[zm(t)—z(t)|<e. (2) 
现在 固定 iEK， 我 们 看 到 ， 数 列 {x,(t 站 是 自 收 合 的 ， 因 而 极限 
limzn(t) 存 在 , 把 它 记 为 ro(t). 余下 还 要 证 明 , zo 属于 CC(K) 且 zz 
在 此 空间 度量 的 意义 下 收敛 于 zo， 在 不 等 式 (2) 中 令 т>со 取 极 
限 得 
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Tt) -tt) <. 
由 此 显然 可 知 函 数列 {zs(t)} НИЗА ве), МНЕНИЯ 
数 zo(1) 的 连续 性 及 序列 (zn) 在 空间 С (К 中 收敛 于 со, 

类 似 地 可 以 验证 空间 C9 的 完备 性 . 

2) 空间 s， 证 明 空间 s 的 完备 性 很 简单 如果 z= (5”， 
е е 600, 基站 改作 序列 网 和 用 中 入 和 ае 
易 验证 每 个 数列 ED， Е, )，.… 也 是 自 收敛 的 ， 因 而 极限 存 
在 : 60 = аё 1,2,6), (а, 0, …) ,我 


们 看 到 , 在 s 中 zzo( 因 为 在 s 中 的 收敛 是 按 坐 标 收 伍 )， 

4.3， 如 同 有 理 数 集 包含 于 实数 集中 一 样 , 任意 的 度量 空间 也 
可 以 包含 于 一 个 完备 的 度量 空间 之 中 . 

包含 给 定 空间 XX 的 最 小 的 完备 度量 空间 叫做 空间 和 的 完备 
化 空间 . (术语 “最 小 的 ?理解 为 这 种 意思 , 即 完备 化 空间 包含 于 所 
有 的 其 他 包含 和 的 完备 空间 中 ， 同 时 , 如 在 3. 1 中 所 指出 的 ， 等 
距 的 空间 是 等 同 的 . ) 

定理 1。 每 个 度量 空间 都 有 完备 化 空间 . 

证 *”*， 设 义 是 某 个 度量 空间 ， 我 们 称 自 收敛 序列 {z*} 和 (zx%} 
是 等 价 的 , 如 果 p (zw za) 一 0， 显 然 , 如 果 等 价 的 序列 中 有 一 个 是 
收 伍 的 , 则 另 一 个 也 收敛 , 并 且 收 敏 于 同一 点 ， 事 实 上 ， 如 果 1, > 
2, 则 

р(т», х) <р (oo oo) р (1, 2) 0, 
从 而 zw 一 >z， 

把 所 有 的 自 收 敛 序 列 组 成 的 集合 进行 分 类 ， 使 一 切 彼此 等 价 
的 序列 属于 同一 类 .以 如 表示 所 有 的 这 些 类 组 成 的 集合 ， 显 然 ， 
两 个 都 与 第 三 个 序列 等 价 的 序列 彼此 也 是 等 价 的 , 所 以 , 同一 个 序 


*) 参见 Hausdorff， 这 个 证 明 实 质 上 是 重复 Cantor-Meray .引进 实数 的 
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列 不 可 能 属于 两 个 不 同 的 类 . 
ПЕНИЯ 号 中 的 某 两 个 类 ， 在 类 5 中 任 取 一 个 序列 {zn)， 
在 中 任 取 一 个 序列 {ys}， 利 用 53 中 的 不 等 式 (1 得 
[о (хь, Ут) —p Ln, I | EP (х Ln) + Р (Ут, 9). 
ХЕЛ (а) {у} #0 ВОВК, БЕ ЕАН РЗ Н № 
(о (zn у). 5 
р(&, 1) = іа р (тн, У). 


(5,17) 2 与 ?唯一 确定 ， 事 实 上 , ЖЖ (1, ЖИ, 
(9) ЧЕЙ {у}, 则 对 不 等 式 
[р (zw у) — р(х, Yr) «оС, on 十 PC 9») 
” 取 极 限 得 
limp (zw Ун) = limp (т, У), 

现在 验证 p (2, 力 满足 度量 空间 的 公理 1) —3), 

在 验证 条 件 НГА ЦЕН, ЈА р, п =0 6 517, 保持 
前 面 的 记号 , 我 们 看 到 

limp (т, Yn) =0, 


即 序列 {zn)} ыбо, 于 是 类 上 与 了 重合 。 

条 件 2) 是 显然 的 。 

条 件 3) 由 不 等 式 

PTn Yn) 5 (тн, Ln) + р (Yn, or) 

取 极限 得 到 ， 其 中 {z,}，{g}， (2) 是 分 别 属于 类 5,5 的 序列 . 

由 此 可 见 , 等 价 序列 类 的 集合 号 是 度量 空间 . 

我 们 指出 , 原来 的 空间 X ДЕН. 

对 于 任意 的 xEX 以 6,.E 恕 表示 含有 序列 (z, rz …，z，…) 的 序 
列 类 , 换 句 话说 , 收敛 于 z 的 序列 类 ， 显 然 , АЕ, 等 价 于 
+ 一 y， 其 次 , РЕ) = (1), ХА (а, 2, 6662,56) 500,9, 
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ну, ЗЕ, 与 5 的 距离 定义 中 的 序列 就 很 容易 看 出 ， 

综 上 所 述 , 把 元 素 xEX 和 类 6jE 仿 等同 起 来 ， 我 们 便 把 * 等 
距 地 嵌入 到 度量 空间 名 中 ， 

这 样 , 以 后 可 以 把 入 看 作 空 间 吾 的 子 集 ,而 仍 用 原来 的 记号 z 
表示 元 素 6x, 我 们 还 要 指出 下 列 事实 . В (а) 是 确定 类 < 的 序列 . 
于 是 有 6..=4„>ёО т). 83: Е, М п, т М, 时 p (Е, дп) < 
е, 但 是 这 时 当 п М, 时 p(x, 5) = Па р(т„, 22) <е, 因此 显然 就 
有 zn>&( 在 加 中 ). | 

由 上 面 的 证 明 可 知 ， 对 于 任何 EE 如 可 以 找到 xEX, 使 得 
р(х, 8) 之 e( 当 rn 之 和 ,时 可 以 取 任 何 x 作为 >)， 

现在 证 明 空 间 名 的 完备 性 ， 设 8, Е, 4, ЕО, ла ВПК 
的 序列 类 ， 取 数列 s*~>0. 根据 上 述 证 明 ， 对 于 每 个 可 以 找到 
XEX, 使 得 P(z0 09) <... АЛ 

PTV VD)< р(х®, Е) 十 OECD EW + p(E™, т) 

«е, ен + p(E™, £m) | 
ЕЩЕ (200) Весно. ВЕД, ЕТС 2 А 使 得 
р(х, &)>0, 但 是 

р(Е т, СОСЕ +) + р(#°, Е) <е, -о(х0, 2). 
НИЕ 200-5, 从 而 证 明了 空间 写 的 完备 性 . 

如 果 互 是 另 一 个 包含 X 的 完备 空间 , 则 把 空间 玖 内 是 中 自 
收 伍 点 序列 的 极限 的 元 素 与 等 价 序列 类 等 同 起 来 ， 由 于 玖 的 完备 
性 便 得 到 写 CH. 

空间 Х 的 完备 化 空间 构造 完毕 . 

4.4. 现在 我 们 研究 黎 密 性 和 可 分 性 , 在 2. 4 中 对 于 任意 的 拓 
扑 空间 已 引进 了 这 两 个 概念 . 

设 科 是 度量 空间 ， 显 然 , 集合 CX 在 集合 ХСХ 中 是 稠密 
的 , 如 果 对 于 每 个 zxEX Ме>0 ЕЕ 268, 满足 p(x, 2) <, 或 
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者 完全 一 样 , 对 于 任何 *xEX 存在 序列 {zx} СЕ, 使 得 та>, 
不 难看 出 , 每 个 空间 Х 都 是 它 的 完备 化 空间 的 稠密 集 , 
事实 上 , 如 果 21, 20, 0, … 是 属于 类 ЕСЕЈУ, 则 在 证 
明定 理 工时 已 指出 , iimz。 一 5 由 此 得 到 我 们 的 结论 . 


我 们 知道 , 度量 空间 Х 是 可 分 的 ， 如 果 在 其 中 存在 可 数 的 笛 
密 子 集 . 

如 有 果 度 量 空 间 X, 包含 于 可 分 的 度量 空间 X 中 则 Xo 也 是 可 

设 和 是 空间 X 的 子 集 ,了 = {xi} 是 关中 的 可 数 的 稠密 集 . 取 
数列 e.>0(e, 放 0)， 对 于 每 个 =1，2,… 可 以 找到 关中 的 元 素 
2, 使 得 

р(х, Zan) OTe, Xo) en. 
设 xEX。 № 2220; 可 以 找到 元 素 1,60, 使 得 p(z, ть) <е; 取 
п 充分 大 , 使 得 e。<<e, 于 是 有 
pls, 2.) р(т, ть) Е р(ть, 2.) <е+р(х,, Хь) en 
<е+р(а,, 2) +2„<3Зе,. 
НЕЩЖА О. = {2} 1 Хо Е. 

4.5. 25 К", С[а, 5], С, зн». ЖЕ В" 这 个 
ЕАН. ОЖ ГРИВА я ЖАН НЕ НОЕ 
数 的 稠密 集 . 

ЗЕ С[а, 61, 则 可 以 取 全 体 有 理 系 数 的 代数 多 项 式 作为 其 可 
数 的 稠密 集 ， 事 实 上 , 根据 熟知 的 Weierstrass 定理 ( 见 IV. 4. 1)， 
每 个 连续 国 数 都 能 够 用 多 项 式 一 臻 逼近 ( 即 按 C[a， 幻 中 的 距离 ) 
到 任意 预先 给 定 的 精度 , 其 次 , 该 多 项 式 显然 可 以 用 有 理 系 数 的 多 
项 式 一 致 逼近 到 任意 的 精度 ， 由 此 可 见 , 对 于 每 个 连续 国 数 =, 


ж) 我 们 仅 对 实 空间 情形 进行 证 明 , 复 空 间 铺 形容 易 归 结 为 实 空间 情形 . 
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可 以 找到 有 理 系数 的 多 项 式 按 CLa, БР ЕВЕ РНЕ ЗЕ z(t)， 

在 空间 С[а, 四 中 也 可 以 取 所 有 其 图 形 是 以 有 理 点 为 顶点 的 
折线 的 分 段 线性 函数 的 总 体 作为 可 数 的 稠密 集 . 

空间 Co [o, 总 的 可 分 性 留 给 读者 证 明 . 

在 空间 $ 中 可 以 取 集 合 ro ИЕ ТУ НЕЕ, го 中 的 元 素 是 
所 有 只 有 有 限 项 不 为 零 的 有 理 数列 ， 事 实 上 ， 在 确定 元 素 xs 的 
序列 (5&1 б е. Ёа Sm …) 中 ,从 第 4 十 1 项 开始 都 代 之 以 零 ,我 
们 得 到 序列 (&1, £2,…, Ё, Ё, 0, 56) = [а], 作为 空间 з 的 元 素 ， 
它 与 前 者 的 距离 小 于 1/2"， | 

因为 在 s НУВ ВЕНЕВ, 所 以 上 面 得 到 的 序列 (也 是 
$ 中 的 元 素 ) 显 然 可 以 用 ro 中 的 元 素 这 种 序列 任意 逼近 . 

4.6。 不 是 所 有 的 度量 空间 都 是 可 分 的 ， 为 了 构造 不 可 分 空 
间 的 例子 ， 我 们 研究 任意 的 无 限 集 T 及 所 有 给 定 在 TT 上 的 有 界 实 
函数 组 成 的 集合 1”(T)， 如 果 对 于 xz, gE1”(T) 令 

о(2, 0) =ир|2(2) —9(#) |, 


风 (7) асанова, нона аянаа 
致 收敛 . 

这 些 结论 就 象 对 于 空间 C(K) 一 样 来 验证 ， 我 们 现在 证 明 空 
” 闻 坟 (7) 是 不 可 分 的 .. 

研究 所 有 的 特征 函数 组 成 的 集合 аСТ), 即 它们 是 仅 取 
两 个 值 (0 与 1) 的 函数 .这 个 集合 是 不 可 数 的 ， 设 D 是 1”(7) 
中 的 稠密 集 ， 对 于 每 个 ze Wo 存在 一 个 zED 与 之 对 应 , 使 得 

po =) < 


同时 于。 中 不 同 的 元 素 * 和 x 对 应 于 刀 中 不 同 的 元 素 * 和 2 , 因 


*) Натансон-11, 8—00, 5 4, 定理 8, 
633 * 


为 如 果 有 
в (+, <> 与 pl(z"， <>, 


则 有 . 
р(х, 2') р(х, 2) +о(а', < 
可 是 应 有 
р(1,х’)=1. , 

由 此 可 见 , 不 可 数 集合 Mo 与 集合 万 的 一 部 分 一 一 对 应 , 所 以 
р 是 不 可 数 的 . | 

4.7. КЕШ, 度量 空间 处 的 子 集 加 是 无 处 稠密 的 , 如 果 它 
在 每 个 球 中 都 不 稠密 ， 即 如 果 对 于 任何 球 ,(z) 可 以 找到 另 一 个 
球 玉 ,(z1)CK,(z), 使 得 KK,,(z1) 中 没有 集 召 的 点 ( 见 2. 4). 

在 二 维 欧 氏 空间 中 (平面 上 ) 位 于 直线 上 的 任何 点 集 都 可 以 作 
为 无 处 稠密 集 的 例子 ， 两 个 坐标 都 是 有 理 数 的 点 集 是 第 一 纲 集 的 
例子 , 它 是 可 数 个 单 点 集 的 并 .虽然 这 个 集合 是 第 一 纲 的 , 但 是 它 
在 В? 中 稠密 . 

下 面 的 定理 回答 了 第 二 纲 集 是 否 存在 的 问题 . 

定理 2。 完备 度量 空间 XX 是 (自身 中 的 ) 第 二 纲 集 ， 


证 .假设 不 然 , 即 X 是 第 一 纲 集 , 则 和 = (Је, НЕ, 是 无 
. Б =1 


处 稠密 的 .因为 B 无 处 稠密 , ИВА К. (11), 其 中 不 包含 集 
Ei 的 点 ， 由 于 Е, 无 处 稠密 , 在 球 玉 ,,y,(z1) 内 可 以 找到 球 K,,(z2)， 
其 中 没有 Е, 的 点 。 同 时 可 以 认为 , ea< 委 ei/2: 
继续 这 样 做 下 去 , 构造 了 一 个 球 序列 {K,(z,)), 使 得 
Ke) CCK, (2.1), К, б) ПЕ, = Я, 
en (R=2, 3, ...). 
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由 于 球 ,a(zn) 包 含 了 其 后 所 有 的 球 ， [4 
D(xzntp Ln) <en/2, (3) 
因为 , 显然 e,->0， 所 以 序列 {x,} 自 收敛 ,从 重 由 于 空间 Х 的 完备 
性 存在 lim x = 2, 
对 (3) 式 取 极 限 ( 令 р->со), 得 
р(х, т.) <е,„/2<е», 
А 2СК.(2,), 所 以 对 于 任何 п=1,2, +, 2Е,, 另 一 方面 ， YE 
X = (Ја, 于 是 ,x 应 该 至 少 属于 一 个 到， 这 就 引出 了 矛盾 . 
k=1 
Ж. 证 明 稍 加 改动 就 可 以 得 到 更 强 的 结果 : 在 完备 的 空间 中 
每 个 非 空 开 集 都 是 第 二 纲 集 . 
推论 ， 在 完备 的 空间 中 , 第 二 纲 集 的 佘 集 总 是 第 二 纲 的 
这 类 集合 叫做 剩余 集 ， 我 们 指出 下 列 事实 ， 可 数 个 剩余 集 的 
交 是 剩余 集 ， 事 实 上 , 如 果 А, 都 是 剩余 集 , 则 А, Х\Е,, Ж Е, 


ваяк. н а= х\ Овни (] в, 是 第 一 岗 的 
к=1 к р 


| 所 以 а. Аж. 


同样 明显 , 在 完备 的 度量 空间 中 开 的 稠密 集 是 剩余 集 , 因为 它 
的 余 集 显然 是 无 处 稠密 的 . 

作为 练习 留 给 读者 验证 , 其 * 进 小 数 展开 式 中 从 某 处 开始 以 
后 全 为 零 的 实数 组 成 的 集合 是 实数 空间 中 的 第 一 纲 集 , 由 此 推 得 ， 
存在 这 样 的 数 ， 在 其 & 进 小 数 展 开 式 中 (对 于 所 有 的 ВЕ 
有 无 限 个 (这 种 数组 成 的 集合 是 剩余 集 ). 


8 5， 度 量 空间 中 的 紧 性 
5.1. ЖЕ2. 7 中 我 们 引进 了 紧 和 列 紧 的 概念 , 并 且 指出 这 两 个 
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概念 一 般 来 说 是 有 区 别 的 .然而 把 这 些 概念 重合 的 空间 类 区 分 出 
来 是 重要 的 ， 现 在 我 们 来 证 明 在 度量 空间 中 这 两 个 概念 是 一 臻 
的 但是, 可 度量 的 条 件 对 此 并 不 是 必要 的 (参见 第 八 章 ). 

引 理 1。 度量 空 间 XX 的 点 7 是 序列 (zx) 的 极限 点 的 充 要 条 件 
是 存在 收敛 于 > ГЕЯ}. | 

证 ， 设 > АН, Ва Ч, РО, К, (2). ВЕ 
意 的 点 Tn EU. 设 已 取出 了 2.1, Tngy "**, Фа, Ж лп, «ль 
且 zn.EUVi(i 二 1, 2,…, В), р т 是 极限 点 , 所 以 可 以 找到 та, 
使 得 2360,1, Ап =т, РЕШТ а, эх, 
由 引 理 2. 1 推出 . 

空间 的 紧 性 的 要 求 是 极 强 的 ， 从 而 由 它 区 分 出 比较 狭窄 的 一 
类 空间 ,特别 它 比 完备 的 与 可 分 的 空间 更 狭 窗 . 

定理 1， 紧 的 度量 空间 是 完备 的 . 

证 ， 设 {z} 是 紧 的 度量 空间 X 中 的 Cauchy 序列 ， 根 据 引 理 
2.2 序列 {z%} 有 极限 点 z， 由 引 理 1 可 以 找到 子 序列 xz, 一 xz， 于 
是 根据 引 理 4.1 有 zz ， = 

我 们 引进 下 列 重 要 的 定义 . 

设 e>0 ЕК, ШМ 度量 空间 处 ТЖ. ЖАМ 
叫做 集合 BCX 的 e- 网 ， 如 果 对 于 每 个 点 EB 可 以 在 履 中 找到 点 
2, 使 得 p (x, 2) <е, 

定理 2， 设 X 是 度量 空间 ， 下 列 命题 等 价 ; 

.1) ХЕ; 

2) 又 是 列 紧 的 ; 

3) 义 是 可 数 紧 的 ; 


Cr Аким 


A и Е 


Е" 2) 一 >3) 在 任何 拓扑 空间 中 都 正确 ; 由 引 理 1, 3) => 
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2); ПЕНИИ ЕСМ, $ 28182). 现在 证 
89,2) —>4)—>2)—). 

2) -一 >4)，X 的 完备 性 的 证 明 类 似 于 定理 1， 设 条 件 4) 不 成 
立 ， 即 设 对 于 某 个 г>0 不 存在 有 限 的 e- 网 ， 取 任意 的 点 СХ. 
由 一 个 元 素 z 组 成 的 集合 不 构成 六 的 e- 网 , 因而 可 以 找到 2,ЕХ, 
使 得 p(xs, 721) 宇 e， 集 合 {zx1, +*,} 同 样 不 能 是 处 的 e- 网 , 所以, 可 以 
找到 zaEX, ФЕ p(x;, 79) 之 e(i 二 1,2)， 这 样 继续 讨论 下 去 ,我 们 
得 到 久 中 的 点 列 {z 小 , 使 得 p (zm, то) 222 (туп, т, п =1,2, .**). В 
然 , 从 这 个 序列 中 不 可 能 找 出 任何 收敛 的 子 序列 , 这 与 和 是 列 紧 的 
278. | 

4)=>2). ЖЕ 4) 成 立 ， 取 集合 X 中 元 素 的 任意 序列 
《za}， 我 们 来 证 明 从 其 中 可 以 取出 收敛 的 子 序列 . 为 此 给 出 数列 
en 一 0(eu>>0) 并 研究 根据 条 件 存在 的 81- 网 .如果 以 et 网 的 点 为 
Не, 为 半径 作 球 ， 则 集合 X 中 的 每 个 点 都 至 少 落 在 一 个 球 中 . 
因为 球 是 有 限 个 ， 所 以 其 中 之 一 包含 有 序 列 {x。} 的 无 限 项 ， 以 
К.а) Фот Е, И e:- 网 并 且 研 究 以 e- 网 的 点 为 中 心 ez 
为 半径 的 球 ， 和 上 面 的 讨论 一 样 ， 其 中 之 一 包含 序列 {zs} 落 在 
不 ,,(z1) 中 的 无 限 多 个 元 素 。 设 这 个 球 是 玉 .,(z,)， 这 样 继续 做 下 
去 , 我 们 得 到 球 序列 下,,(z1), 下,,(z2),…, 太 ,,(zn),… 使 得 其 中 任 
何 有 限 个 球 的 交集 中 包含 给 定 序列 的 无 限 多 个 点 ， 因 此 我 们 可 以 
取 ， 
ї.ЄК,,(21), 1„,ЕК.,(2,) ПК, (2) (>), 
一 般 地 取 


Ek 
zuE | К..(2,) (при). 
$=1 


因为 两 个 元 素 zw Та, А РВК, (2, (#0), 所 以 
РС Za EPEn, tt) 十 PCzni Ze) <2еь, 
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这 涪 明 序 列 {zw} 自 收敛 , 由 于 空间 处 是 完备 的 ， 它 收敛 于 某 个 元 
素 zoEX.， 由 此 可 见 , X 的 列 紧 性 证 毕 . 

这 样 , 我 们 证 明了 2) <=>4)， 现 在 由 2) 及 4) 推 出 1), 从 而 结 
束 定 理 2 的 证 明 . 

首先 指出 , 具有 性 质 4) 的 空间 是 可 分 的 . 事实 上 ， 如 果 er-> 


0, M,(kEN) 是 有 限 的 at- 网 , 则 М = 【| M; 显 然 就 是 恋 空 间 中 可 
k=1 . 


数 的 稠密 集 ”. 
引 理 2， 设 义 是 任意 的 可 分 的 度量 空间 ， 取 覆盖 空间 X 的 开 
集 系 {Gt} (5С), ША Ж (92) 中 可 以 选 出 空间 X 的 可 数 覆 盖 . 


A 


证 .以 也 表示 外 中 可 数 的 移 密 集 并 研究 以 DD 内 的 点 为 中 心 有 

理 数 为 半径 的 所 有 可 能 的 球 . 显然 ， 这 些 球 的 集合 是 可 数 的 . 将 

这 些 球 编号 : 51, 5,,…, 5S,,…, 对 于 每 个 xEX 及 适合 zxEG 的 ЕЕ 
号 ,显然 可 以 找到 球 бы. 使 得 

268, 6061. (1) 

МОВА Х, ШЕВАЛЬЕ, 指标 n(z， 5) НИ 

的 集合 ao ль, 0, пье. ТАР 3。 So Ба, "ВЕН Х. 

对 于 每 个 =1, 2, М ЕВ ВЕЕР Л СХ Я в(аь, 8) = 

п. НОА 


U Gs, > U Баъ = U 8,,=Х.. 
в =1 k=1 кл 


现在 我 们 来 完成 定理 2 的 证 明 ， 再 设 和 是 列 紧 的 ， 研 究 履 盖 
空间 XX 的 开 集 系 {Gt}， 因 为 已 证 义 是 可 分 的 ， 所 以 根据 引 理 2 可 


+) 联系 所 进行 的 讨论 , 希望 大 家 注意 紧 空 间 与 可 分 空间 概念 的 区 别 。 在 可 分 空 
间 的 情况 下 , 保证 存在 可 数 的 集合 ， 其 元 素 可 以 无 限 地 接近 空间 的 任何 元 素 ， 在 紧 空 
间 的 条 件 下 我 们 也 有 这 种 可 能 , 只 要 做 se- 网 的 并 集 于 就行 了 。 但 是 ， 这 里 利用 s- 了 网 
(元素 是 有 限 的 ), 我 们 可 以 同时 有 各 近 空 间 的 每 个 元 素 , 而 在 可 分 空间 中 , 一般 说 来 ， 这 
是 不 成 立 的 。 | 
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以 认为 覆盖 {Ge} 是 可 数 的 ， 即 持 取 遍 自 然 数 集合 ， 假 设 对 于 任何 
"Єл, 集合 


,二 办 с 
Ne 
-都 是 非 空 的 .在 集合 Р, 中 取 点 ze。 从 序列 人 zs 中 可 以 找 出 收敛 
的 子 序列 {2.,). 例如 设 Te > 人 因为 对 于 722 2 入 有 1, Ёь, 而 集 
合 Е, 是 闭 的 , 所 以 *EPaCEN )， 换 名 话说 
ef F,=X | [2 
= 2.-х\ в 


п= і 


但 是 ,这 是 不 可 能 的 , 因为 [j 6,=Х. 


由 此 可 见 , Е п Хх = [9G， 所 以 空间 X 是 紧 的 . 定 


理 2 完全 证 毕 . 

从 证 明 的 过 程 我 们 得 到 

推论 1， 紧 的 度量 空间 是 可 分 的 . 

推论 2， 设 万 是 度量 空间 X 的 子 集 ， 下 列 命 是 等 价 

1) РАНА; 

2) 万 是 相对 列 紧 的 ; 

3) Е 是 相对 可 数 紧 的 . 

Е, 1) 一 >2) 根 据 定 理 2; 2) 一 >3) 显 然 ， 我 们 证 明 3) => 
1)。 为 此 根据 定理 2 只 要 证 明 闭 包 豆 是 可 数 紧 的 ， 设 (zw} 是 豆 中 
的 序列 ， 对 于 每 个 % 取 y,ER， 使 得 P(zw 0.) <1/п, 因为 如 是 相 
对 可 数 紧 的 ， 所 以 序列 {ys} 有 极限 点 xEB， 显 然 ,z 也 是 {x,} 的 极 
限 点 . 

引 理 3， 设 如 是 度量 空间 X 的 子 集 ， 如 果 在 XX 中 存在 如 的 有 
限 e- 网 ， 则 在 召 中 存在 有 限 (2e)- 网 . 
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ЗЕ. 设 MCX 是 媚 的 有 限 e- 网 。 对 于 每 个 СМЕ уЕЕ 
使 得 p(z, gs)<e (如 果 它 可 以 找到 )， 则 集合 Л, (94s:xEM}C . 
五 是 有 了 有限 (22)- 网 . 

从 定理 2 及 引 理 3 我 们 得 到 重要 的 Hausdorff 紧 性 判别 准 
МИ. 

定理 3 (Hausdorff)， 度 量 空间 X 的 子 集 恕 为 相对 紧 的 必要 
条 件 是 对 于 每 个 :0, 在 X 中 存在 的 有 限 e- 网 ， 而 如 果 XX 是 完 
备 空间 , 则 条 件 也 是 充分 的 . 

注 ， 对 于 任何 e>0, 存在 相对 紧 的 。- 网 出 是 集合 相对 紧 的 充 
分 条 件 (在 空间 XX 完备 的 情形 下 ). 

事实 上 , 对 于 这 个 相对 紧 的 -网 将 存在 有 限 的 е1, 
也 是 原来 集合 的 (2e)- 网 , 从 而 证 明了 其 相对 紧 性 . 

5. 2. 现在 转 到 研究 具体 空间 中 紧 性 的 条 件 . 经 典 的 Bolzano- 
Weierstrass 定理 断定 ，7 维 空间 R"( 或 C") 中 的 子 集 是 紧 集 的 充 
要 条 件 为 它 是 有 界 闭 集 . 

现在 来 指出 空间 s 中 集合 的 紧 性 的 条 件 ， 不 难看 出 , 集 BCs 
在 s 中 是 相对 紧 的 , 当 且 仅 当 , 对 于 任何 РЄ, 集 加 的 点 的 第 个 
坐标 的 数 集 是 有 界 的 , 即 

EE 对 于 = (Ё, Ё, +, ё, )ЄЕ. 
换 句 话说 , 集 丸 位 于 空间 s 的 某 个 无 限 维 平行 体 之 中 ， 

这 个 条 件 的 必要 性 是 显然 的 , 因为 如 果 我 们 取 一 个 元 素 序列 ， 
比如 它 的 第 一 个 坐标 是 无 限 增 大 的 ， 则 显然 从 其 中 就 不 能 取出 收 
ЗРЯ ССВ). 

ТЕ, ТРЕЕ О е. ЖАК, а 
1/2°<е, + НРА, = (Е, 5,6, 60, ВЫ ВН, 
其 中 к= (Е, 8 5, Бар ЕЕ, ЖАННА КИ Е 
空间 中 的 有 界 集 )， 同 时 如 是 至 的 se- 网 ， 因 为 , 显然 
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~ 1 |é€,| 
p(x, 21) = 57 = 
и тн 


1 
= 5; Р к<. 


п= +1 

这 里 [zj]; 与 前 面 一 样 表示 序列 (&1, Е», ^^^, 6,0, 6), 

正如 前 面 已 指出 的 , 存在 相对 紧 e- 网 是 召 相 对 紧 的 充分 条 件 . 

Ж. 从 空间 s 中 平行 体 的 紧 性 可 以 推出 下 述 事实 .如 果 有 以 
同一 个 数 为 界 的 序列 总 体 ， 则 从 其 中 总 可 以 取出 按 坐标 收敛 的 序 
Я, 即 这 样 的 序列 {zw), ди = {6} в.а, 使 得 同时 存在 极限 

Ншё =” (CEN). 
这 个 事实 以 后 我 们 将 不 止 一 次 地 用 到 它 . 
现在 给 出 空间 C(K) 中 集合 紧 性 的 条 件 ， 其中 下 是 具有 度量 г 

的 紧 度量 空间 ， 

定理 4 (Аггеја-Аѕсон). ЕЖЕ ЕЛЕ С(К) 中 
根 对 紧 的 充 要 条 件 为: 

0 ЖЕНЯ, НИЕМ, 使 得 

[#(1)|<М (ЕЕ, 4 EK); 

2) 集 已 的 函数 等 度 连 续 , 即 对 王 任何 е0 可 以 找到 8>0, 
使 得 当 га, 07) 6 时 ,对 于 所 有 的 zEB, ЖЖ 1201) 200) <, 

证 .必要 性 . 设 加 是 C(K) 中 的 相对 紧 集 ， 根 据 定理 2, 对 于 
集 召 存在 有 限 的 e- 网 , 设 z1, т, е xz。 是 构成 这 个 网 的 连续 函数 . 
因为 函数 х, 中 的 每 一 个 都 是 有 界 的 , 而 对 于 任意 的 元 素 ?EB 可 以 
找到 ze 使 得 P(z, 2) <е, 所 以 

[z(t)) ав +1262) — 2,029] 

«тах |а:( t+ р(а, 2) Стах [а (В), 


АТЕВ С) (61, п; 5EK) 的 公共 上 界 加 上 。 作 
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ЖЖМ, 则 条 件 1) ЗУ. 
其 次 ， 对 于 每 一 个 国 数 me 可 以 找到 д, т, р <0, 
时 | 
[z(t) 2,00) | <. | 
记 = тіп(д,, 8, +, д,). ЖАА ФИНКА АЖ х. Шт, Ж 
使 得 р(=, х.) <е 的 元 素 ， 于 是 
|z(#')—zx(t)| 
zt) 0,6) 12,029) — z(t)| + z(t)— z(t)) 
«реба, 2) + [zat )—zt)| + p(y, xr) 
. <2et [2,02) 2,0). 
З 02,07) 0, 那么 这 里 的 第 二 项 小 于 e, 从 而 在 此 情形 下 
| 15(87)—=(#)|<3е. 
由 此 可 见 , 集 刀 的 函数 是 等 度 连 续 的 . 
ЖЯ. НУСКА НЕК ЕВ Ж Ў В Ж РТ А] 
1 五) 中 的 闭 子 空间 , 所 以 只 要 证 明 , 吾 在 (K) 中 是 相对 紧 的 . 因 
ЖСК, 所 以 根据 定理 З 的 注 只 要 证 明 ， 对 于 任何 => 
0 集 召 有 相对 紧 的 e- 网 ， 由 加 等 度 连 续 的 条 件 按 e>>0 取 65>0. 
因为 天 是 紧 度 量 空间 ， 所 以 根据 Hausdorff 定理 存在 妆 的 有 限 
5/3- 网 人 2 令 


в-1 
С. =К,з(,), С. = К,лљ(2.)\С., ..,, с, Кл, \ Ш с. 
> b=1 


ЖЖ К = [|] к,а), ВН К = (ЈС, ЗН вт С, П 
k=1 &=1 


C=2, 以 及 对 于 任何 加 和 如果， ГС, т, <28/3, 于是， 
根据 5 的 选取 ， 如 果 t，t"EC,， 则 对 于 所 有 的 zE 都 有 [z(t) 一 
2007) 1<е, Ва, 是 集合 0， 的 特征 函数 ， 即 如 果 (ЄС, Ш а,(0) 
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=1, 而 如 果 夫 04, 则 2 (р) =0. БЕН > 12,2,01) 的 函数 组 
此 一 了 


成 的 集合 Н, ЖА Л, а ЖИ, ЗМ(=Ь2, 5, п), ИХ 
Н РАО о С ВС БУ ВОС л, ЕСЕ, БАНЕ 
1 (五 ) 中 是 紧 的 . 

如 果 我 们 证 明了 五 是 如 的 (2e)- 网 , 那么， 我 们 的 证 明 便 告 结 
束 . 设 xEB， 在 每 个 集合 О, 中 指定 任意 的 点 去。 ОВ О, = 0, 
则 我 们 不 取 它 . ) 因 为 根据 条 件 1) 120,)1< М, ВЕ 9) = 


Jz(6i)zs(t) 属 于 及 ， 取 任意 的 点 iEK， 因 为 及 = (cu 所 以 
к=1 Е =1 


АТАТ ЖА С». РД, 由 С, 的 构造 有 7(t, tm) 过 26/3<<6, 再 
根据 条 件 27 有 
[202) 0) | = [4(#)—–2(,) [<е. 
由 于 上 的 任意 性 , 我们 得 到 
р(х, у) =зир|=()—9(#)[5е<2е, 


МИННОЕ Е (2) - 8. 
下 面 用 几 个 例子 来 说 明 这 个 定理 . 
研究 在 区 间 [0, 2r] 上 定义 的 函数 集 忆 = {sinnt} (п=1, 2, 6). 


有 界 性 条 件 对 于 恕 成 立 。 但 是 , 因为 sinn 六 二 1， 所 以 第 二 个 条 件 


(等 度 连 续 性 ) 不 成 立 ， 集 召 在 C[0, 2x] 中 不 是 紧 的 ， 
现在 研究 函数 集 8, 它 满足 Hilder 条 件 
|22") —2(2)1<М10'—2|* (ЕЕ, а, 0], 0<а< 1)». 


ж) ща=1 5119 Lipschitz 条 件 
роже ир и. 
满足 Hilder 条 件 的 函数 常常 叫 散 满足 具有 指数 a 的 Lipschitz ЖИ. ЖЖ 
构成 的 类 记 为 ра. 
5: 


г \!* а. 
如 果 集 刀 的 函数 总 体 有 界 , 则 瑟 是 紧 的 ， 率 实 上 ,6( 备 ) ”保证 


了 集 妃 的 函数 的 等 度 连续 性 ， 因 而 Arzela-Ascoli 定理 的 两 个 条 
件 成 立 . 
更 一 般 地 , 设 且 是 连续 函数 的 有 界 集合 , 并 设 存在 函数 o(6)， 
使 得 当 6->0 时 w(6) >0, 并 且 任何 函数 СЕ 的 连续 模 w(x; 6)* 
满足 不 等 式 o(z; 6) 志 6(6); 于 是 在 空间 C[a, 8] 中 是 紧 的 . 
我 们 留 给 读者 建立 空间 С Га, 5 中 集合 紧 性 的 判别 准则 , 


56. 测度 空间 


6.1，Riemann 的 经 典 定义 只 使 比 区 间 上 的 连续 函数 稍微 广 
一些 的 函数 类 能 够 定义 积分 ， 分 析 ( 首 先是 三 角 级 数论 ) 的 要 求 导 
致 法 国 数学 家 Н. Lebesgue 在 1902 年 引进 测度 概念 和 区 间 上 函 
数 的 积分 概念 ， 它 比 Riemann 积分 更 一 般 НЕ. Radon,，M. 
Fréchet, К. Carathéodory 所 作 的 进一步 推广 建立 了 任 音 集合 上 
的 测度 论 并 按 这 个 测度 构造 了 积分 ， 抽 象 的 测度 空间 在 分 析 、 方 
程 论 及 概率 论 中 显得 特别 富有 成 效 ， 在 概率 论 中 ， 它 促使 A. H. 
Колмогоров 发 展 了 现代 的 公理 系统 (1932 46), 
在 本 节 中 我 们 不 加 证 明 地 引进 测度 与 积分 的 理论 的 基本 事 
实 ， 要 求 读 者 不 过 是 掌握 区 间 上 的 Lebesgue 积分 (参见 Натан- 
сон-П). 对 于 在 第 二 部 分 叙述 的 泛 函 分 析 的 基本 应 用 有 兴趣 的 读 
者 ， 可 以 把 抽象 的 测度 空间 看 成 R" 中 的 区 域 误 者 具有 Lebesgue 
测度 的 直线 上 的 区 闻 。 本 节 所 引进 的 材料 ， 其 详细 叙述 可 以 在 下 
列 书 中 找到 : Акилов, Макаров 和 XaBHH; Bourbaki-IV; Вулих 


ж ) 函数 zxEC[a, 0 的 连续 模 就 是 


о(2;8) = шах |2(#)-2()| (0<8<ь-а), 
НР у 
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-П1; Dunford 和 Schwartz-l; Хаапеп-П; Колмогоров 和 Фо- 
мин; Halmos; Шилов #1 Гуревич. 我 们 的 叙述 更 接近 Вулих-Ш 
的 著作 。 

6. 2， 设 多 是 任意 的 集合 ， 它 的 某 些 子 集 的 非 空 系 王 叫做 代 
数 , 如 果 满 足下 列 两 个 条 件 ; | 

1) 如 果 А, ВЕХ, Ш AU BEE; 

2) ИЖ АЕХ, ШЕ Ж Т\АЄУ, 

由 定义 容易 推出 ， 代 数 如 果 包 含 任何 两 个 集 4 与 8B 必 包含 它 
们 的 交 АПВ 252 4A\B8， 由 归纳 法 得 知 ， 代 数 关 于 有 限 个 集合 的 
并 与 交 的 运算 是 封闭 的 ， 还 要 指出 , 总 有 CE 了 及 ТЕХ, 

集合 了 的 非 空 子 集 系 亿 叫 做 og- 代数 ,如 果 三 是 代数 ， 它 不 仅 
关于 有 限 并 运算 是 封闭 的 , 而 且 关 于 可 数 并 的 运算 也 是 封闭 的 , 即 
如 果 


3) 由 4.ЕХ (EN) 推 出 4- [| 4.6. 
b=1 


显然 , c- 代 数 关于 集合 的 可 数 交 运算 也 是 封闭 的 . 
ВВ = (一 oo, +оо], Х 是 集合 7 的 子 集 的 某 个 代数 ， 范 数 


A ~ 


的 任何 有 限 系 都 成 立 等 式 
“у 4) - 2045. | GD 


此 外 , 总 是 假设 p(2) =0、 如 果 对 于 任何 АЕХ ж ф(4) 220, 
我 们 就 说 p 是 非 负 的 , 并 记 为 py>0， | 
给 定 在 0- 代 数 于 上 的 可 加 集合 函数 9: 区 下 下 叫做 可 数 可 加 
的 , 如 果 等 式 (1) 对 于 两 两 不 相交 的 集合 4,E 王 的 任何 可 数 系 也 成 
立 . 
在 5- 代数 三 上 给 定 的 非 负 的 可 数 可 加 集合 函数 六 叫做 了 上 
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的 测度 . 

测度 4 叫做 有 限 的 , 如 果 АС) < оо; 叫做 gc- 有 限 的 ， 如 果 集 
ВТ ЖА А,ЕХ 的 并 ， 并 且 АСА.) «оо, 测度 4 ， 
则 做 完全 的 ,如果 从 АСВЕХ, (В) =0 推出 АЕ СМЖ, (А) 
=0)， 可 以 把 任意 的 测度 wk 完全 化 >、 就 是 ,以 ЖЖ АЦ 
W 的 集合 总 体 , К АЕХ, ШМИСВЕХ, џ(В) =0, 4 5* 是 w- 
代数 , 并 且 , 如 果 把 上 的 定义 域 扩张 到 Z* 上 , 令 и(АЦМ)= (А), 
则 延 拓 的 函数 是 2* 上 的 测度 . 

上 述 情况 表明 , 通常 可 以 认为 测度 4 是 完全 的 . | 

ЗИП (Т, >, де, 如 果 了 是 集合 ,是 其 子 集 的 
ЖЛ 0- 代 数 , и 是 上 的 完全 测度 , 并 且 满 足下 列 条 件 : 

1) 如 果 集合 АСТ 使 得 对 于 任何 集合 ВЕХ, и(В)<оо, АП 
BEZ Зу, 则 АЕХ. 

2) 测度 4 是 局 部 有 限 的 , 即 对 于 任何 4E Н. (4) >0, 存在 
ВЕХ, 使 得 ВСА Н 0< и(В)<оо. 

所 加 的 条 件 并 不 是 很 苛刻 的 .事实 上 ， 扩 张 0-К У, 把 满 
是 切 的 集合 4 都 包含 进去 , 就 得 到 条 件 1) 的 满足 ， 如 果 对 于 集合 
АЯ АСА) = 十 co 使 条 件 2) 不 成 立 , 则 重新 定义 集合 4 的 测 В, 令 
AHA(4) = 0, 

我 们 指出 , 对 于 -有 限 的 测度 ,条件 1)、2) 自动 成 立 . Си) 
表示 中 具有 有 限 测 度 的 所 有 集合 的 总 体 ， 从 1) 和 2) 我 们 得 到 
- СТ, 5, 41) 的 下 列 性 质 : 

如 果 和 集合 4CT 使 得 对 于 任 ВЕ (и) 有 АПВЕХ 及 
и(АПВ)=0, 则 АЕХ Н и(А)=0. 

6.3. ШУ ЕЖАТЮ ЖАК ,р: -> 有 R 是 可 加 的 集合 函 

* ) 通常 在 测度 空间 的 定义 中 对 和 4 不 加 任何 限制 , 但 是 这 常常 会 引起 不 正常 
现象 (特别 在 非 rc- 有 限 测 度 的 情况 )。 
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数 ， 根 据 函 数 @ 利用 公式 
yp:(A)= SUP „ФР(В), ф_(А) = ,SUP {—9(B)}, 
ФА) =ф. (А) +Фф_ (А) (4ЕЗ), 
构造 的 函数 分 别 叫 敌 函 数 mp 的 正 变 差 、 负 变 差 和 全 变 差 、 所 有 这 
三 个 函数 +、92-、{9| 都 是 非 负 的 可 加 集合 图 数 ， 纹 数 p 的 全 变 
差 也 可 以 用 公式 
121(4) =sup 之 12(4;)| 


来 定义 ， 其 中 上 确 界 是 针对 集合 4 分 为 有 限 个 两 两 不 相交 的 集合 
А,СХ 的 所 有 可 能 的 分 划 来 取 的 、 如 果 对 于 4EZ，92(4) 是 有 限 
的 , 则 | 

|Р1СА) = sup (p(B)— p(B)}. 


定理 1。 对 于 给 害 在 代数 上 的 任何 有 限 的 可 加 集 食 函 数 9， 
Jordan 分 解 
ф= Ф. —Ф- 
我 们 指出 , 如 果 是 o- 代 数 且 函 数 g 是 可 数 可 加 的 ， 则 它 的 
变 差 p.、%- 和 19| 也 是 可 数 可 加 的 ， 对 于 可 数 可 加 的 函数 有 更 强 
的 事实 成 立 , 
定理 2(Hahn ЭЖ). Бодо Ки 上 的 可 数 可 加 集合 函 
数 ， 于 是 可 以 找到 4%, 使 得 当 4E 4C 4 时, РСА) 20; 而 当 
АЕХ, АСТ\ А, 时, p( 4)<0. р 
我 们 注意 ， 在 定理 2 的 条 件 下 ， 对 于 任何 АЕХ 8 Фф. (А) = 
pANA0), 9_(A)=—p(ANT\A0)). 
6.4， 设 是 集合 ，Z 是 其 子 集 的 某 个 o- 人 代数， 三 中 的 集合 
我 们 将 称 为 可 测 的 ， 给 定 在 TT 上 的 实 函 数 x(t) 叫做 关于 o- 代 数 
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之 是 可 测 的 , 如 果 对 于 任何 数 aER, 它 的 Lebesgue 集合 
{{ЕТ:2($)>а}, ЕТ: Кр)<а}, (2) 
{ЕТ:=+()>2а}, ЄТ:2(1)<а} 

都 是 可 测 的 . 

形 如 


y(t)= > MX (В) 


НН, 其 中 СЕ, дез: = 
…, В), ЕНЖА 4,(#=1,2, 5, ЮЖН. 

我 们 说 在 下 ЕВ (а С) Саа 1), ЗАЩ тов 时 
za(t)<zn(t)(CtE2)、 如 果 序 列 {z} 递 增 并 且 对 于 任何 32 有 
2,01)2(1), 我 们 就 记 作 x。 人 x. 

定理 3， 对 于 任何 关于 0- 代数 三 的 有 界 可 测 函 数 ,存在 可 
测 的 有 限 个 值 的 函数 序列 (x,}， 在 TP 上 一 致 收 化 于 x， 如果 z(t) 
之 0(tET), 则 还 可 以 认为 zn 个 4 ,(+)>0(4ЕТ, nEN). 

\Е. 假设 2029200167), Ф М =ѕира(1). Я п=2* 
(ЄМ) М 1-0,1, --.,т--1 4 

А? = (ЕТ: М/п<а2(1)<( +1) М/а). 
显然 , А65, ЖАК 


2(#)= >, 


定义 有 限 个 值 的 函数 x. | 
容易 看 出 , *, 个 ， 事 实 上 , 如 果 和 m МЕТ, И (= 

0, РЕ 2,01) = 2.61) 0, Е ЖРЕТ АТ, 于 是 因为 名 和 

п 都 是 2 Пу, АР 包含 于 某 个 43 Ф, 所 以 22). ВП, 2.0) = 

iM /mjM /n= zn(t), : 
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Му (г) 


НАХ, дн ЗЕ АР, 则 
|201) —2,() [= |#(Р)—-8М [т] < М/а, 

由 此 对 于 任何 ЕТ 有 
: [4( 5) — zn tN М/п. 

因此 ， 序 列 {z。) ЗТ г. ЖЖ ах 是 任意 的 ， 则 令 
2.(1) = тах (2(ї), 0) 和 2-0) = тах(—2(1), 0), 19 2, Ж х. 
是 非 负 的 有 界 可 测 函 数 ， 并 且 z==z; 一 zx.， 把 所 证 明 的 结果 用 到 
z+ 和 zx- 上 就 完成 了 定理 的 证 明 . 

ЖК. ЕВ Xx， 存在 可 测 的 有 限 个 值 的 函数 的 


~ 


А 


ЄМ), 

и ВРЗ Сг)“ "127, (п), 它 按 公式 

о ас 
ао ЕЯ |= 

ЖЕ. 

函数 [z], 可 测 且 有 界 , 因此 , 如 果 26) >04ЕТ), 则 根据 定理 
З, 对 于 每 个 nEN 可 以 找到 可 测 的 有 限 个 值 的 函数 j(i)， 使 得 对 
于 所 有 的 teET 有 |[z]a(t) 一 gst)| оС. 
显然 , 函数 列 


za(t)=max y(t) 
. 此 一 1 


就 是 所 要 求 的 ， 在 一 般 情 况 下 ， 如 同 定理 3 的 证 明 ， 把 x 表示 为 

t= Xz.. 如 果 Осал А z+ 及 0 多 的 个 z-, 其 中 改色 是 有 限 个 值 
的 函数 , 则 序列 к) а) УР. 

积分 概念 是 可 测 函 数理 论 中 最 重要 的 概念 ， 设 给 定 集合 卫 的 

子 集 的 o- 代 数 三 及 三 上 的 有 限 的 可 数 可 加 函数 pp， 于 是 从 所 有 
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的 可 测 函 数 的 总 体 中 可 以 分 出 一 类 函数 ， 叫 做 (关于 函数 9) 可 积 
的 , 它 对 应 某 个 有 限 数 ， 叫 做 (Radon) 积分 2， 函 数 zx(t)( 关 于 集 
合 T) 的 积分 表示 为 下 列 形式 之 一 : 


jape), (асар, | аар. 


关于 任意 的 集合 46; 的 积分 可 以 用 类 似 方式 考虑 ， 
我 们 指出 积分 的 最 重要 的 性 质 . 
1) 线性 *”: 


| .Gstunap=2| zap+ | абе (А, ЄВ) 
2) | zap = [ зар, — | аар, |] зар |1181. 
3) е ЕВ #20 (1E4), 则 | #4920. 如 果 9 是 
测度 , 22920 В | 24250, И ФСШЕА:2(#)>0})=0. 
4) а 是 有 界 可 测 函 数 , 则 存在 | zip (АСЗ). 


5) 集合 函数 »(4) = | Е ію. 


还 有 很 多 其 他 的 重要 性 质 , 后 面 将 介绍 其 中 一 部 分 . 
当 9 是 测度 的 情形 , 我 们 扩充 积分 的 概念, 允许 它 取 无 限 值 ， 
ШОТ, У, 1) 是 具有 有 限 测度 的 空间 ， 如 果 可 测 函 数 z(t) 之 0 


(iE4) 在 集合 AE 上 不 可 积 , ДА | sap= оо, 
ЗЕРЕН ТТИ В аг), ЖЕ Ш, Ж Ха, (= 
тах(2(+),0),=_(1) = тах (—2($), 0), # НЯ МЛЯ 


ж) 我们 不 引进 积分 的 定义 , 可 以 去 看 本 节 开 始 时 指出 的 文献 ， 
жож) 根据 定义 (Az 二 49) СЕ) = АС) А шус), 
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| zsdp, | ави 中 至 少 有 一 个 是 有 限 的 , 则 令 


| > du=| ааб 一 (а-а. (3) 


如 果 上 述 两 个 积分 都 是 无 限 的 , 则 函数 z(t) 没 有 积分 . 
| 设 (ZT, У, 4) 是 具有 无 限 测度 的 空间 , 3(w) 是 所 有 测度 有 限 的 
集合 的 总 体 ， 利 用 6.2 的 条 件 1), 我 们 得 到 函数 z(t) 可 测 的 充 要 
条 件 是 对 于 任何 АЄУ (д) 2х (РИ, 
对 于 集合 4 (无 限 测度 ) 和 可 测 隙 数 z(t) 宇 0(tE4), 令 


1 | xc н 一 Sup 中 | zeax:Bsz(w， ВСА | (465) 


(如 果 АЄ5 (и), 这 个 公式 显然 正确 ). 
对 于 任意 的 可 测 函 数 +, 我们 按 公式 (3) 定 义 积分 ， 和 前 面 一 
样 规定 它 的 存在 性 ， 所 构造 的 积分 具有 性 质 Г, 3), 5). 和 上 面 


一 样 ,积分 | = au 有 限 的 函数 叫做 在 4E 三 上 是 И, йб 如果 


А=Т, 则 简称 可 积 的 . 

我 们 现在 考虑 关于 把 所 述 理论 转 到 复 值 函 数 情 形 的 问题 ， 设 
х:Т->С 是 复 函 数 ， 令 001) = Кезі), 202) = 201), 函数 z(t) 
叫做 可 测 的 (可 积 的 )， 如 果 两 个 实 函 数 y(t 和 z(t) 是 可 测 的 (可 
积 的 )、 如 果 y(t) 和 z(t) 可 积 , 则 令 


| | x t)ayp = [x t)agp+ {х р)аф. 


有 时 也 取 无 限 值 的 函数 来 研究 是 方便 的 。 和 前 面 一 样 ， 函 数 
#:Т>[—05, +0] 叫做 关于 o- 代 数 三 是 可 测 的 ， 如 果 其 所 有 
Lebesgue 集合 (2) 都 是 可 测 的 ， | 

设 (T, У, p) 是 测度 空间 ， 如 果 对 于 可 测 函 数 z: 7 — оо, 


十 co] 记 
5= ЄТ: z(t)=+0%), 
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Аз = ЄТ: #(Р)=— со}, А. = А5 Ах, 
则 当 СА.) =0 Ну айн 有 定义 的 时 候 ， 令 | айн = 


|, абду и (АБО, АС45) =0, 令 | z dy 二 十 cc， 最 后 , 如 
果 pn(4z)>0, (Ар 0, | ,zd4 一 一 co， 其 余 情况 积分 无 定义 . 
和 前 面 一 样 , 函数 z(t) 叫做 可 积 的 , 如 果 | зби 有 限 ， 即 当 4(4.) 


=0 及 函数 =%w а, ИИ. В | zd 用 类 似 方式 定义 . 
设 前 数 x(t 只 给 定 在 集合 YN\4 上， 其 中 pC4)=0, 如 果 它 在 
т\а 上 可 测 , 则 它 叫做 可 测 的 (在 史上 )， 如 果 | аби 有 定义 , 则 


令 | zap =| zdu. ` 


Т?У А 


在 本 节 下 面 的 所 有 定义 和 定理 中 , 我 们 假设 , 函数 在 扩张 的 实 
轴 或 复数 域内 取 值 , 如 果 对 函数 用 不 等 导 加 以 限制 , 则 这 种 函数 在 
[一 oo， ое. 

.5. 3807, Х, и) 是 测度 空间 . ВАН 
а а. е. ), 如 果 涂 零 测度 集合 外 它 到 处 成 立 ， 例 如 , А 2 ВТУ 
是 可 测 函 数 , 则 x(t) 之 y(t) а. е. 就 表示 p(t: z(t)<y(1)))=0. 
可 测 函 数 x БУ 叫做 等 价 的 ,如 果 z(t)= y(t) а.е. 根据 6. 2. 的 条 
件 2) 这 就 相当 于 对 于 任何 AEZ(p) 及 几乎 所 有 的 tA4 有 z(t)= 
sy(t)， 积 分 对 于 几乎 处 处 成 立 和 处 处 成 立 的 性 质 “ 不 加 区 别 "， 例 
如 , 如果 200) 0С) ae М яды = иви. 

其 次 ， 在 本 节 中 ， 如 果 没 有 相反 的 约定 ， 我 们 总 假定 所 有 的 
函数 都 是 可 测 的 ， 几 乎 处 处 有 限 的 ， 即 и МЄТ: z(t)= 十 oo 或 
#(т)= — оо} = 0. 

652 * 


不 仪 在 研究 函数 时 , 而且 在 久 究 之 中 的 可 测 集合 时 也 可 以 忽 
赂 零 测度 集合 ， 因 此 我 们 引进 下 面 的 记号 ， 对 于 4，BEZ 记号 
АС В(тоди) я: иСАВ)=0; А=В(тоди) Е дз АСВОтоди) 
_ ЖВСА(тови). ЖАА УВ (и) ВТ, 如 果 САП) = 
0. ЖАЖ (АЛЕН), ДАС 叫做 集合 也 的 (4)- 分 划 ， 如 果 集 合 


А, 两 两 (1)- 离 析 并 且 T= 【) 4.(modn). 
Е А 


称 可 测 函 数 序列 {zn(t))} 几 乎 处 处 收 钙 于 函数 z(t)， 如 果 
H(t rt) )=0. 《我 们 指出 ， 如 果 一 开始 其 至 没有 假设 
极限 水 数 z(t) 的 可 测 性 , 则 它 的 可 测 性 容易 证 明 . ) 对 于 几乎 处 处 
收敛 , 我 们 使 用 记号 аас а. е. 

СЕМ КН, АЕ, и(А) оо, 称 序列 
{za(t)) 在 集合 4 上 按 测 度 收 敛 于 函数 z(t), 如 果 对 于 任何 e>0 

H(tEA: | rtd) (2) | ) 0. 

当 k(4) 为 任意 的 测度 时 ， 如 果 在 任何 集合 ВХ Б, ВСА, 
и(Ву<оо, {z(t1)) 按 测度 收 人 证 于 z(t), 则 称 序列 {x,(t 办 在 集合 4 
上 按 测 度 收 敛 于 z(1)”， 利 用 记号 о элн АЕТ БМ 
度 收 敛 ， 用 类 似 的 方式 定 М 可 测 函 数 有 向 列 {zs СР) 按 测度 收敛 
Ея МАХ 202) (ze —>2(и)). ЛОРА НСО ЗИ 
下 的 联系 . 

定理 4 1) йз, әт a.e., 则 zs>2(4). 

2) ЯН СТ, РАН о- -有 限 测 度 的 空间 且 д„—>2( р), 则 


и и дл 


eT 


出 定理 4 推出 ， 两 个 于 数 的 加 法 和 胰 法 运算 关于 接 测度 收 全 
来 说 是 连续 的 . 

ж) 在 无 限 测 庭 时 所 述 定义 与 通常 是 不 同 的 ， 这 是 因为 在 此 情形 下 通常 的 按 测 
麻 收 剑 具 有 病态 性 质 ， 
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设 (T, 2,4) 是 测度 空间 ， 集 合 4E5 ШОТ, ЗАЯ A(4) 关 


0, 并且 由 ВЕХ, BC4 推出 ,或 者 4(4) 二 p(B), 或 者 4(B)=0. 现 、 


在 可 以 这 样 表述 6.2 的 条 件 2): 4 没有 测度 无 限 的 原子 ， 如 果 7 
= От. ом, Ж Т, (асл), йй СОМ) =0, ШКС, 2, и) 


是 具有 离散 测度 的 空间 ， 称 (7, У, 1) 为 具有 连续 测度 的 空间 ， 如 
果 其 中 无 原子 ， 可 以 指出 ， 在 具有 连续 测度 的 空间 中 总 存在 可 测 
背 数 序列 {2。}, ВЕ та >2(и), Ш хх а. е. 

关于 几乎 处 处 收敛 和 的 种 种 事实 列 为 下 述 定理 . 

定理 5 设 (7, >, py) 是 具有 0- 有 限 测度 的 空间 . 

1) (关于 收敛 的 稳定 性 定理 ) 如 果 序 列 ;>0 a.e. ， 则 存在 
正 数 的 递增 序列 Л, > + со, 使 得 А, 1.(#)—>0 а. е. 

2) (关于 正则 收敛 定理 ) 如 果 序 列 2,20 a.e., 则 存在 可 测 
的 ,几乎 处 处 有 限 的 在 全 上 非 负 的 国 数 y(t) 和 正 数 序列 es->0, 使 
得 [z(t)|<eny(t) а.е. | 

3) (关于 对 角 线 序列 定理 ) 如 果 对 于 任何 ЄМ 有 =, 


х, а.е. 和 Yi а.е. ' 则 存在 序列 MN ni ， 使 得 


бэс 


< 对 角 线 ? 序 列 25—522 а. 6. 


Кәс 


4) (Егоров 定理 ) 如 果 и(Т) <оо Н ЖЯ] Yn а. е. , 则 对 
于 任何 e>0 存 在 4E 了 ， 使 得 4(4)<e 且 在 集合 T\A 上 一 致 有 
rnt)>2(t). 

6. 6， 在 这 一 段 中 我 们 列举 出 关于 积分 号 下 取 极 限 的 各 种 定 
Я. ШС, У, 4) 是 测度 空间 . 

定理 6(Lebesgue)， 设 {z(t))} 是 可 积 函 数 序列 且 xz, 一 x (pp). 
如 果 存 在 非 负 可 积 函 数 9(t)， 使 得 jw(t)| 生 多 ti)a.e. (пЄМ№), ЙІ 
ВАК асг) ле нун. 
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im| zdp—| х4и. (4) 
Т т 


定理 了 (Levi). 如 果 2,($)220 а.е. Н, т, | а.е., 则 (4) 式 
ГТА 

我 们 指出 ， 如 果 函 数 z 不 是 几乎 处 处 有 限 的 ， 定 理 ? 仍然 
正确 . 


推论 ， 如 果 函 数 y(t!) 之 0a.e. ат, НУ, пбн 
k=1 


TE TTT атаач 


=1 


|, 24и = Dyan 


ж, 52,00) = У (О. 于 是 x 和 xa.e., 并 且 函 数 z 在 
k=1 
一 正 测度 集合 上 可 以 预先 看 作 是 无 限 的 ， 根 据 对 定理 7 所 作 的 注 
有 | zap = lim| zn 一 iim | | у.4#<05. 所以， 
~ - k=1* 7 k=1 Т 


阔 数 是 可 积 的 , 从 而 是 几乎 处 处 有 限 的 . 
定理 8(Fatou). 如 果 xn( 1) >0а. е. В. їа-22(и), 则 


| їди sup| х,4и. 
т в т 


我 们 指出 , ЕПА сос), ЗБЕН ЗЕЛЕ 6 和 
8 的 结果 . 

6. 7， 在 这 一 段 里 我 们 将 叙述 把 测度 论 应 用 于 泛 函 分 析 上 起 
著 美 基 作 用 的 Radon-Nikodym 定理 . І 

ВЕСТ, У, м) ИР А], Ф: БГ. Я 
4(4) =0 推 得 9(4) =0, ФЕТ: р 8 АЗЕ Ы. МОЕ 
在 集合 АЕХ, 8 
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AKC4o) =0, ФСА) =Ф(АП А», АЕХ, 
则 9 叫做 关于 4 是 奇异 的 . 
定理 9， 如 果 p 在 上 是 有 限 的 可 数 可 加 函数 ， 则 ?唯一 地 
表示 为 和 9(4) = + ЧЕХ) 的 形式 ,其 中 "和 4 是 了 上 上 
的 可 数 可 加 图 数 , 并 且 ”是 绝对 连续 的 , 而 关于 4 是 奇异 的 . 
表达 式 gp=? 二 4 叫做 Lebesgue 意义 下 的 分 解 ， 显 然 ， 如 果 
z 是 可 积 函数 ， 则 集合 函数 *(4) = | аиле) Зе и Е 


续 的 .Radon-Nikodym 定理 指出 ， 所 有 绝对 连续 函数 都 可 以 用 
这 种 方法 得 到 . | 

定理 10(Radon-Nikodym). (7, Х, р) -有 限 测度 空 
闻 ，» 是 定义 在 上 的 有 限 的 关于 4 为 绝对 连续 的 集合 函数 ， 则 
存在 (精确 到 零 测 度 集合 是 唯一 的 ) 按 测 认可 积 的 了 上 的 函数 


x(t), 使 得 | 
7 (ЧЕХ). 


РЕКАХ у ЕАУ В.Б #(#) >20 а. е. 

6. 8 这 一 段 的 目的 是 定义 测度 空间 的 乘积 空间 ,在 研究 积 
分 算 子 时 这 个 概念 起 着 重要 的 作用 . 

设 (S, У, УЯТ, Хи) 是 两 个 rc- 有 限 测度 空间 ， 以 王 》 
表示 集合 R= x7 的 子 集 的 最 小 的 -代数 , 它 包 含 形 如 В х 4 的 
所 有 集合, 其 中 BE s, А65, ТИШН, 在 -代数 . 工 %& 上 存在 
唯一 的 测度 Л, 使 得 对 于 任何 ВСУ, ,, ЛЕХ, 有 

АВ х А) =»У(В) (А). 
《我 们 认为 ,如果 250, а: (+оо) = +оо, Н 0: (+оо) =0, ) 如 同 在 
6.2 中 那样 使 测度 Лезе АЕ” ЭНН КВН У, 而 测度 
仍 记 为 1， 所 构造 的 具有 完全 的 о О СВ, ХХ ЛИЦ 
#08, У о у) СР, У В, 而 测度 4 岂 做 测度 2 和 д 
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ЗЕ НН Лерх д, 

如 果 我 们 取 具 有 Lebesgue 测度 的 区 间 [50, 1108-7, Я 
到 测度 乘积 的 最 熟悉 的 例子 .这 些 测 度 的 习 积 就 是 单位 正方 形 上 
的 Lebesgue #1 8, 

为 简单 起 见 ， 关于 本 s，Zz 或 世 : 可 测 的 函数 分 别 叫做 2- 可 
测 , jp- 可 测 或 4- 可 测 ， 

我 们 引入 利用 关于 每 个 测度 因子 的 两 次 积分 来 计算 关于 测度 
乘积 的 积分 的 两 个 定理 . . 

定理 11(Fubini). рай К($, #) (sES, #ЄТ) 关于 测度 
А = әхи 可 积 ， 则 关于 ”几乎 对 于 所 有 的 点 *ES 8 К, (0) = 


Кол) и Я. ДИН) -| К, Оби, 
МЕ, ТВЕН 
кс, 6)44(3, 1) =| кс, рана»). 


对 于 非 负 函 数 Fubini 定理 可 以 更 加 强 . 


ть мч о мели тет 


ке, #744 (8, ок, даис вз) 


与 这 个 积分 取 有 限 值 还 是 无 限 值 无 闫 
我 们 还 要 指出 测度 空间 乘积 的 茶 些 性 质 : 
1) 如 果 测 度 4 和 » 是 有 限 的 , 则 对 于 任何 集合 CE 及 每 个 


n 


数 г>0 可 以 找到 集合 С, = |] (В, хА,), 其 中 В.Е Х в, А.Х т, 


k=1 
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使 得 | | Хо(8, #) — Хо, (st)1d4(s， <. 
2) ШЖ % К (5, 1) 1-21 ЖН ТОЕ АС Си), 
BE 之 s(2) 有 
| „Ко, бал, 0, 


ИТ К($, #)>0 14-а. е. 
6.9. 测度 论 一 开始 就 是 与 拓扑 密切 相关 的 , 并 且 长 期 以 来 测 
度 只 是 建立 在 某 些 类 拓扑 空间 上 .后 来 很 多 数学 家 (首先 是 Cara- 
théodory) 致 力 于 建立 具有 测度 的 抽象 空间 理论 , 在 前 面 几 段 里 我 
_ 们 简要 地 汇总 了 这 些 结果 ， 在 这 一 段 里 我 们 引入 与 拓扑 相 联 系 的 
某 些 测度 论 的 事实 . 
设 玉 是 紧 空 间 ， 包 含 K 中 爹 部 闭 集 的 最 小 的 -代数 Я 叫做 
在 紧 空间 KK 的 子 集 的 某 个 包含 其 全 部 闭 集 的 оК У 上 定 
义 的 有 限 的 可 数 可 加 集合 函数 gp 叫做 正则 的 , 如 果 对 于 任何 ЛЕХ 
及 任何 数 e?>0 存 在 闭 集 忆 与 开 集 G, 使 得 FPC4CG, 并 且 12p|(GCNP) 
<<s， 如 果 史 是 正则 的 , 则 其 变 差 p,, 9-, 19| 也 都 是 正则 的 . 
ВЕ по 是 给 定 在 Borel zx- 代数 鹏 上 的 正则 的 测度 . 如 同 在 6.2 
中 那样 使 其 完全 化 .所 得 到 的 更 广 一 点 的 о Кіа, 而 延 拓 
了 的 测度 记 为 x。 例 如 , 用 这 样 的 方法 在 В" 中 的 紧 集 上 由 Borel 
测度 得 到 了 Lebesgue 测度 ，R" 中 的 紧 集 4 的 Lebesgue 测度 
我 们 记 为 mes(4)， 这 样 , 设 A У КН. 函数 在 下 上 的 可 测 
性 理解 为 是 关于 оК АУ, Ж а. е. 是 关于 测度 4 的 ， 显 
然 , 任何 连续 函数 可 测 ， 下面 的 Лузин 定理 表明 ， 在 与 紧 空 间 乓 
关于 测度 4 逼近 的 集合 上 任何 可 测 函 数 是 连续 的 . 
定理 13(Jlysny#)， 对 于 在 崇 空 间 K 上 的 a.e。 有 限 的 消 数 
z(t), 下 列 命题 等 价 : 


一 


1) «(1 ; 
2) 对 于 每 个 e>0 存在 闭 集 FCK, 使 得 4(K\F)<e НА 


(ОЗЕР ЕЕ. 


人 


3) 对 于 每 个 >0 ПЕЙ РСК 和 К БЖ 
s(t), 使 得 n(K\P)<e, 当 1EP 时 z(t)=y(t), 并 县 suplz(t)|= 


suply(t)}, 
由 Лузин 定理 容易 得 到 Fréchet 定理 ; 任何 在 到 上 可 测 的 a. 
е. 有 限 的 函数 x( 芭 是 连续 国 数 序列 a, е. ЗН. | 
ВЕК ВЕБЕ, КЕ НИЯ 
的 集合 函数 .和 实数 的 情况 完全 一 样 , 对 于 它们 可 以 定义 可 加 性 ， 
可 数 可 加 性 , 全 变 差 ， 以 及 正则 性 的 概念 ， 如 果 ф:х->С 是 可 数 
可 加 的 ， 则 我 们 研究 实 的 可 数 可 加 函数 p:(4) 王 了 e ф(А), ф.(А) 


=Im $(4). 于 是 积分 可 以 按 公 式 | z(t)ap =| (оар, 


+ 让 х1) 0р, 来 引进 . 由 于 我 们 不 太 需 要 复 集合 函数 , 因此 ,如 无 
相反 的 约定 , 所 有 的 集合 函数 都 假定 为 实 的 . 

6.10. 各 种 可 测 函 数 空间 在 本 书 中 起 着 基本 的 作用 ， 这 里 我 
们 研究 所 有 可 测 函 数 所 成 空间 的 性 质 . 

ВЕСТ, ХРЕН. 907, У, ДЖЕТ Е 
且 几 乎 处 处 有 限 的 所 有 可 测 函 数 的 总 体 ， 同 时 我 们 将 彼此 等 价 的 
函数 等 同 起 来 ， 即 把 它们 看 成 空间 SCT, У, k) 的 同一 个 元 素 . 由 
此 可 见 ， 以 后 空间 SCT, У, je) 的 元 素 就 是 彼此 等 价 的 函数 类 ， 并 
且 如 果 xES(T, У, и) 是 等 价 函数 类 ， 则 以 z(t) 表示 这 个 类 中 的 
任何 可 测 函 数 (同时 总 可 以 认为 , 函数 z(z) 只 取 有 限 值 ). 

如 果 测度 4 是 0- 有 限 的 ， 则 ЗСТ, Х, 4) 可 以 成 为 度量 空间 ， 
其 中 关于 度量 的 收敛 与 按 测 度 收 敛 是 一 致 的 . 

这 样 , 如果 没有 相反 的 约定 ， 总 假定 4 是 o- 有 限 的 ， 我 们 在 
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07, 三 , д) 中 建立 度量 ， 为 此 取 在 史上 可 测 的 函数 f(t)， 满 足 
条 件 : 


f(t)>0 对 于 任何 eT; | fdp(t)=1. = (5) 

这 样 的 函数 ft) 是 存在 的 . 事实 上 , 因为 测度 4 是 0- 有限 的 ， 

所 以 T= U Т, 其 中 集合 7, 两 两 离 析 且 0<p(T,) 之 oo(nEN). 

А Е 
0) = Sr, opr) 


于 是 函数 fi) 满足 条 件 (5)， 如 果 p(T) оо, ТД АСР) 

= Ив(РУЧЕТ). ЖЕНА 2, 1800, Х, 4), 我 们 按 公式 
рар [НС раро) (6) 

定义 它们 之 问 的 距离 . 

公式 (6) 中 的 积分 是 有 限 的 ,因为 函数 了 是 可 积 的 , 而 第 一 个 
因子 取 值 在 0 与 1 之 闻 ， 显然 р, 不 依赖 于 相应 类 中 等 价 的 
函数 z(t) 与 y(t) 的 选取 ， 我 们 来 验证 度量 空间 的 公理 成 立 ( 见 
3.1). 

因为 (6) 中 被 积 函数 是 非 负 的 ， 所 以 pCz, 990. НИШ, 
plz, 2)=0. 


设 p(w) =0， 于 是 几乎 处 处 有 | 全 人 了 于 о, шр 


zt) 一 8(t)a.e， 而 这 样 的 函数 在 空间 S(T, У, д) 中 是 等 同 的 . 
所 以 ， 度 量 空 间 定义 中 的 条 件 1 成立， 条件 2) 显 然 成 立 ， 从 $3 
的 不 等 式 (2) 推 得 ， 对 于 任何 zw у, zES(T, Х, и) 及 几乎 所 有 的 
tt 有 : 
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ОУ а, 1902) 261) 
1+ 1266) фу) 1+ == 14060) 2С). 


(7) 
为 了 得 到 三 角形 不 等 式 ， 只 要 对 不 等 式 (7) 乘 以 КР 并 且 积 
分 所 得 的 不 等 式 ， 1 
ВЕ ft) 和 9(t) 是 满足 条 件 (5) 的 两 个 藤 数 , pf 和 ps 是 根据 它 
们 构造 的 度量 (6)， 如 果 国 数 了 和 9 不 是 等 价 的 ， 则 р-р. 18 
是 , 正如 下 述 定理 所 表明 , 这 些 度量 生成 的 拓扑 是 一 致 的 . 


A 


当 且 仅 当 >= (и), 
ЩЕ. р, 2) 20, ЖЕ #>04 А.е) = ЄТ: |а, (0) 
(Ре. ЯА ФС) = 2/(1 十 为 是 递增 函数 , 有 


ра.) —202)] 
Pp (xs, 2 | Ty ХС) абі) 


[2,02) —2(#)]| 
ОНО 
г 
2504601. 


因而 , и[А„(2)]->0, Н 1,121). М РС)>200ЄТ), М 
Д = (а) / Сар) ==). 
反之 , 如 果 2->=(р), 则 显然 


[z(t)— z(t)| > 
T+ loa TI) 


因为 函数 了 可 积 ， 所 以 按 Lebesgue 定理 准许 在 积分 号 下 取 
极限 : | 


Со ар 
pz 2) =] ви —>0. 


Ж. 对 于 有 向 列 类 似 定理 14 的 命题 成 立 ， 
如 果 р (2, 7) 悦 0， 则 zo>z(4) 的 证 明 与 上 述 定理 是 一 样 的 ， 


e G1 。 


设 zo。>z(4)， 但 是 p(x。, x)->0， 于 是 可 以 找到 520 及 有 辣子 列 
{ys}， 使 得 对 于 任何 有 P(go 2) 20, ИЛА 可 积 ， 所 以 可 


以 找到 集合 ЧЕХ (п), 使 得 |、,f44<6/2， 由 于 yr>2(p), 对 于 


每 个 neEN 存 在 р, 使 得 и (ЕСА: ув, (#) -=С0[>1И/п})< Ца, 
于 是 , 显然 ,在 4 上 人 14 


| ya, — [yan—?| РР 

Р(9ғ. 2) = | ТНУ», 和 fd s+ я Ў й 
lyst| $ 6 
<] тев рін > 


55 р(ув,, 2) 262>0(в6№) #8, 

ЖЗ 15. 507, 5, п) 是 完备 的 度量 空间 . 

证 ， 取 空间 507, 5, п) ос АСКЛ (а). 

设 л, 924 ив, 时 有 оС, ха,) 27“, ЈЕЛА) тп» 
«пье, 因而 ww->co、 级 数 | 


> < [zn Ct) 2,00) 
270064 ты) >], р Си 


显然 收 但 ， 然 而 如 果 正 函数 的 积分 的 级 数 收 敛 ， 则 根据 定理 7 的 
推论 函数 本 身 的 级 数 就 几乎 处 处 收 伍 , ВИ > га, (г) 几乎 处 处 
k=1 | 


收敛 ,其 中 


РОО 
а руа (оГ 


如 果 对 于 某 个 上述 级 数 收 敛 ， 则 对 于 充分 大 的 有 |xs,,《t) 一 
2„,(#) 51. ЭНА, Р & Аа, „(Р) вы) 2аь (р) 


成 立 ， 由 此 可 见 , 级 数 za,(t) 十 в.а — 2.) ) ЛАРАК 


и. Е 2002) ЕЖЕ. кельи. АНЖУ 
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几乎 处 处 к, (> (В, 所 以 更 有 按 测 度 收敛 ， 而 这 就 表示 在 空 
闻 507, У, п) Ие, Ж р (xo, во) 0, | 

ЭАТ ГАЯ. 但 是 因为 当 гоо 时 п, оо, 
所 以 由 不 等 式 р (ть, о) р (ть х.) рб, 20) 推出 p(xi, 20) > 
0, 即 在 5(Т, 5, д) 2.220, 

如 果 我 们 取 具 有 Lebesgue 测度 的 区 间 [a, 作为 (T, У, и), 
便 得 到 了 一 个 重要 的 特殊 情形 ， 这 时 我 们 把 SCT, 三 , 1) 记 为 
5(а, 5), 或 者 ， 当 集 T=N, o- 代 数 王 是 自然 数列 的 所 有 子 集 的 总 _ 
Ж, 而 外 中 每 个 点 的 测度 都 等 于 1, 这 时 我 们 得 到 在 $3 中 引进 的 
空间 $. 

现在 研究 度量 空间 S(T, У, д) 的 可 分 性 问题 我 们 首先 指 

出 , 根据 定理 3 的 推论 , 取 有 限 个 值 的 可 测 函 数 的 集合 在 S(T, У, 
Ap) 中 是 稠密 的 . 

ЕЖА ВАХ 

р,(А, В) = р(Х а, Хь); А, ВЕХ 


定义 度量 р, ПИЕХ ЧЕ = B(mod л) вА УВ] 
起 来 。 | 
测度 天 叫做 可 分 的 ， 如 果 它 是 -有 限 的 且 度 量 空间 ( 瑟 ，p,) 
是 可 分 的 . | 
定理 16。 设 测度 /是 rc- 有限 的 ， 度 量 空间 507, У, p) 是 可 
分 的 当 且 仅 当 测度 是 可 分 的 . 

证 ， 设 空间 5СТ, У, и) 是 可 分 的 ， 研究 可 以 与 王 等 同 起 来 
的 集合 互 = (04: АУ). ЕЕ ойр, Е ВН 
在 度量 空间 中 可 分 性 是 继承 的 ( 见 4. 4), 所 以 集合 吾 可 分 ， 从 而 也 
也 是 可 分 的 . 

反之 , 设 测度 4 是 可 分 的 ， 以 互 s 表 示 在 瑟 中 可 数 的 处 处 稠密 
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же. ваа м |5: ЄХ, тем), 其 中 mm 
КЕ 


ЕР уе. КАМПАНИЮ. ЭЕ ШЕВЯ, МАЕ 
507, 5, w) 中 稠密 2， 已 经 指出 过 ， 取 有 限 个 值 的 函数 的 集合 在 
507, 5, 1) 中 稠密 ， 从 而 具有 有 理 系数 的 取 有 限 个 值 的 函数 的 集 
合 也 在 S(T， 三 ，p) 中 稠密 ， 这样， 只 须 用 用 中 的 函数 返 近 


形 如 y(t)= и, „СОЖ, Кот, АНИ, АХ. Н 
k=1 


为 工 , 在 三 中 稠密 ， 所 以 可 以 在 三。 中 找到 序列 {А}, (=, 
2, …, mm) ,使 得 р,САт, 41) 一 >0， 于 是 P(Xir,%4) 一 > 0， 从 而 


пә о п у о 


п>> 


мэ У м, sn(t) 一 >y(t)(p1), 这 就 是 所 要 证 明 的 ， 
b=1 


我 们 指出 ，R* 中 任意 的 可 测 子 集 上 的 Lebesgue 测度 是 可 分 
的 ， 事 实 上 , 如 果 DD 是 В" 中 具有 Lebesgue 测度 的 任意 的 可 测 子 
Ж, ШЕ S(D) 表 示 对 应 的 可 测 函 数 空间 ， 我 们 来 证 明 SC(D) 是 可 
分 的 ， 

首先 设 D 是 R" Ат ЖЖ В, 于 是 Bs 是} 
度量 空间 ， 后面 要 证 明 ( 见 定理 ТУ. 4. 3), 连续 国 数 空间 ССВ») ж 
可 分 的 。 因 为 从 5(В„) 9] ССВ) 上 的 诱导 拓 盾 显然 弱 于 C(B,) 
的 通常 拓 捉 ， 所 以 C(B) 在 话 导 拓扑 中 更 是 可 分 的 ， 但 是 ， 由 定 
理 13 后 面 的 注 , 连续 函数 在 S(B,) 中 稠密 ， 从 而 证 明 SCB，) 的 可 
分 性 ， 如 果 zxSS(R")， 则 对 于 任何 4ER „(== (2) 


200), В, [] СВЕ SCR9 中 稠密 ， 于 是 按 mEN 了 到 的 


* } витая = | Обь ежа лье, М, ЗЕ ть 
ё] 


与 sy: 是 所 有 可 能 的 有 理 数 。 
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5 (Ви) Ао пр У ЗЕЕ $ СВ") Я, 从 而 证 得 SCR") 
的 可 分 性 ， 如 果 集 合 了 D 是 任意 的 ， 则 S(D) 可 分 ， 因 为 它 可 以 与 
S(R") 的 子 空间 等 辐 起 来 . | 
在 结束 这 一 节 之 前 ， 我 们 来 研究 实 空间 S(7, 5, п) 的 序 的 
性 质 . 
在 实 空间 СТ, 5, 4) 中 引进 序 , 令 ссу (1, yES(T, 5, и)), 
如 果 2(71)<5(7)а. е. 
ЖМ (Т, 5, д) н ЕНН Ж, 即 存在 元 素 УС8(7, 5, 
A) 使 得 对 于 任何 хм 2<у. ЕАМ чр, ША 
在 有 序 空间 S(T, 5, p) 中 存在 zo 二 sup М, + Но Еж, 
Ка | 
~ тбр=зир{=(Р):4ЕМ} (ЕТ). (8) 
НСП РА Е МРАК (7), 供 是 ， 因 
ЖМЖ, АКА (8) ИВ ГЕИ НО РН. 
如 果 必 是 不 可 数 的, 则 这 样 定义 зирМ 一 般 来 讲 是 不 可 能 的 , 因为 
这 时 按 公式 (8) 定义 的 函数 可 能 是 不 可 测 的 ， 或 者 对 于 代表 z(t) 
(«Є 及) 的 不 同 选择 ， 按 公式 (8) 可 能 得 到 两 个 可 测 的 但 不 等 价 
的 函数 ， 例 如 ， 如 果 4 是 区 间 [0,1] 中 Lebesgue 不 可 测 的 子 
集 , 而 履 由 所 有 和 集 和 4 的 单 点 和子 集 的 特征 函数 组 成 ， 则 zo( 引 = 
sup 《x(t):xEMM}) 是 集 4 的 特征 函数 , 因而 不 可 测 , ЧН зарМ 2 
是 几乎 处 处 等 于 零 的 函数 类 ， 
В (8) (Уу) (1)=max (z(t), 9(7)), «Л @)= 
тіп(2(2), y(t)). 
定理 17， 设 测 朗 4 о, МАЕ 507, Х, и) 的 任意 的 
韭 室 上 有 有 名 的 子 集 ， 则 
а) 存在 г =зирМЕБ(Т, 5, и); 
b) ЗЕ Г 02,9 СМ, Я зар 1, =0РМ. 
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证 ， 取 任何 函数 хе М 并 研究 由 形 如 zVzx 的 所 有 函数 组 成 
ЖЕМ, Ж тем, 显然 РМ зармМ' 应 该 同时 存在 并 且 
相等 、 其 次 考虑 由 形 如 x 一 x' ВОВКА И", 其 中 zyE 
M'， 这 个 集合 由 非 负 的 函数 构成 并 且 上 有 界 . 如 果 我 们 证 明 存在 
yo 二 SUPM", 则 sup 好 = 十 yo。 由 此 可 见 ,不 失 一 般 性 , 一 开始 就 
可 以 认为 : 集合 用 由 非 负 的 函数 构成 并 且 当 它 包含 每 个 函数 zu 
ха, =", zs 时 同时 也 包含 函数 z1V zeV… Vz 

对 于 任何 zES(T, У, и) 5 m(z)= (1,0). НР (4) 
二 (1+ 力 在 [0, +co) 上 是 递增 的 ， 从 Оаа, ВН та). 
т(=.). 

令 mo=sup{m(z):zEM}<1 并 且 找 出 序列 {zw} CM， 使 得 
т(х,) то, АЗИ 2, VzaV…Vazn 代 夫 每 个 za， 立即 可 以 认 
为 (z,} 是 递增 的 . 

设 2,07) =5пр а, (#)= Ни 2,(#). ИЖ тоу, 所 以 zoES(T,， 
>, и). 8 Lebesgue 定理 т(т,)>т(хо), 由 此 (х0) = т. Я 
果 我 们 验证 了 хо=зарМ, 则 定理 17 便 得 到 证 明 . 

显然 , 如 果 9 是 集合 用 的 上 界 , 则 y 宇 zo， 我 们 尚 需 证 明 , zo 是 
MM 的 上 界 ， 取 任何 元 素 zeEMH 并 且 令 и а, Уз, ини. 因为 
zs 个 x0， 所 以 2 个 2， 因 此 mw(z4)->m(z4)， 根 据 集 必 的 性 质 有 
EM, В тат, ЯМ, 252220, НИ т (25) т (о) 
= то, 所 以 т (а) = ти, 


ИС +25 и 24 


因为 被 积 函数 非 负 , 所 以 (7) =2(7) a.e. ,从 而 证 明了 = 
зар М =зѕирх,, | 
推论 1 Е он, М S(T, У, и) 的 任 总 的 非 


Co ААРА 


а’) 在 在 2 一 inf МИЄЅ(Т, Ў, и); 

为 了 证 明 推论 , 只 需 研 究 集 合 一 MM= (一 z:xE2}. 

由 定理 17 的 证 明 不 难 推出 下 列 更 一 般 的 命题 . 

推论 2. ШАМА 5СТ, У, п) НЯ sup (z(t):xEM}<o% 
а. е. 的 子 集 , 则 存在 о =50рМЄ8(7, У, п). ЖУК, ЖИМ 
ВО, 则 可 以 选取 序列 (zw) СМ, О з, тоа. е. 

定理 17 的 命题 b) 对 于 任何 上 有 界 的 集合 MM 是 正确 的 当 且 仅 
З и Е o- 有 限 的 命题 a) 在 更 为 广泛 的 一 类 测度 空间 中 是 
正确 的 . 7 

我 们 说 测度 空间 (Т, У, и) 具有 直 和 性 质 ， 如 果 下 列 条 件 
成 立 : . 

存在 一 族 两 两 离 析 的 集合 ТЕХ, 0<и(Т,) <оо( СЕ), 
对 于 任何 4E 王 ，w(4)< 十 co， 都 可 以 找到 可 数 的 指标 集 号 "CS 
与 测度 为 零 的 集合 У, 使 得 4= |] (4nze) UN. 


_ ВЕС 
2%, |] T.EE 并 有 p(TN (7) =0. не 17 容易 得 到 ， 
дез {СЕ А 


ЗП (2, У, 4) 具 有 直 和 性 质 , 则 在 空间 ЗСТ, >, wp) 中 定理 17 
的 命题 9) 成 立 , 

注 ， 如 果 在 每 个 集合 T,(&ES) 上 有 疝 列 xz 一 xzC4)， 则 х.-> 
C4). 


事实 上 , 如 果 АЄХ (и), 则 根据 (2 人 的 定义 有 4= (Ап) | 


《ES 


UN, 其 中 ACV)=0, 而 号 "是 可 数 的 ， 因 为 
| (А) = УТи(АПТ,) <, 


<=. 
所 以 对 于 任何 6>0 АН Ся, 使 得 
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>! (АПТ) <. 


265, 
取 任 意 的 2220. 于是, Жи Я, 中 元 素 的 个 数 , 则 当 «> 
ao 时 有 
ACtEEZe |.) 201) |222) <9/п (СЕ ,). 
所 以 
иСЧЕА: |а.(2) 20) | 22е)) 


«У и(ЧЕТе: Irs(t)—z(t)|>e)) 


фе, 


+ У (АПТ) <пд/а4-0= 28. 


65,45; 
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第 二 章 向 量 空 间 


$. 基本 定义 


1 1， 实 数 或 复数 域 上 的 向 量 空间 是 一 般 三 维 欧 氏 空间 的 自 
然 拓 广 .在 其 中 定义 了 两 种 代数 运算 : 向 量 加 法 和 向 量 与 标量 ( 数 ) 
的 乘法 , 服从 某 些 条 件 ， 

设 及 是 实数 或 复数 域 ( 标 量 域 )， 如 果 在 集 关 中 定义 了 两 种 运 
算 : 对 于 其 中 每 两 个 元 素 z 与 # 定义 了 它们 的 和 x* 十 y 也 是 此 集 的 
元 素 , 对 于 任何 元 素 zxSX БШ ЛЕК 定义 了 乘积 4z， 也 是 集 Хр 
的 元 素 , 并 且 这 些 运 算 满足 下 列 公 理 ， 

1) (2+)+2=#+(4+2) 《加 法 结合 律 ); 

2) =+у=у т (МЕЖ); 

3) 在 关中 存在 这 样 的 元 素 90， 使 得 对 于 任何 zEX 都 有 0% 
一 0; 

4) (2+ д) = Ак рх, , 

5) Абеу) = Ае ду | (分 配 律 ) 

6) (4u)g= Xpz) ” 《乘法 结合 律 ); 

7) 1.2=4, 
则 称 集 合 X 为 及 上 的 向 量 空间 (或 线性 空间 ). 

如 果 在 集 六 中 引进 了 加 法 和 数 乘 运 算 使 之 变 成 向 量 空间 ， 则 
称 和 赋予 了 向 量 空间 的 结构 。 尼 上 的 向 量 空间 称 为 实 向 量 空间 , 
而 CC 上 的 向 量 空间 称 为 复 向 量 空间 ， 我 们 使 用 向 量 空 间 这 个 术语 
时 ， 通 常 并 不 特别 指出 它 在 什么 数 域 上 或 者 由 上 下 文 可 以 看 出 是 
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什么 数 域 . 

在 第 一 章 中 引进 的 空间 ССК), С[а,6], ЗСТ, 5, и), 5, 
1”(T) 都 是 向 量 空间 , 如 果 其 中 两 个 元 素 的 和 定义 为 对 应 图 数 的 和 
ИЖ, 并 且 用 类 似 方式 定义 元 素 与 数 的 乘积 ， 在 所 有 这 些 集合 中 ， 
ш гараа ЕН. 

另 一 个 向 量 空间 的 例子 是 %* 维 向 量 ( 华 标 为 及 中 的 数 ) 例 体 构 
成 的 集合 К”, 其 中 向 量 的 运算 是 按 举 标 相 加 与 乘 以 及 中 的 数 ， 这 
个 向 量 空间 是 线性 代数 研究 的 主要 对 象 . 

1. 2， 由 公理 1) 一 7) 得 出 下 列 简单 的 推论 (这 里 x, у, 2 表示 
同一 个 向 量 空间 Х 中 的 元 素 , 而 А, ЕК). 

а) z+0=z. 

о ЖЕ, zx 十 0 二 1:x 十 0.:5 二 (1 十 0)z 二 1.x 二 x (公理 3)，44)， 
7)). | 

b) 每 一 个 + 对 应 唯一 的 元 素 %*， ж 8242-0. 8 2 = 
С—1) 52, 通常 用 一 z 表示 元 素 > 并 称 它 为 (关于 % 的 ) 反 元 素 . 

如 上 所 述 , 取 z=( 一 1).x。 再 根据 公理 3), 4), 7) 有 ?十 2' = 
1.2+(-0:==а+(-0):1=0:1=0. 如 果 还 有 元 素 也 使 
得 +z 二 ==0, 则 由 于 加 法 的 结合 律 和 交换 律 , 利用 а), 

2' = 02 + (1-2) == (т) + 
二 (3 十 2 ) +#=0-15=210=х, 

с) 一 (az) 一 (一 az 一 (一 0)， 

事实 上 , 根据 6) 和 7) 有 

— (а2) = (—1): (ат) = (о) :а=а((—1):2) =: (2). 

9) 对 于 任意 的 z 与 9, ПЕНЕВ а, 使 得 2 十 y= 二 zx; 我 
们 称 2 为 元 素 2 БУ, НЕЕ z=z 一 y. 

令 а==+(—4). 利用 上 述 证 明 得 xz 二 y= (x 十 (一 力 ) 十 gy 二 
Zz 十 (y 十 (一 四 )= 二 7z 十 0=z。 如 果 还 存在 一 个 元 素 满 足 所 述 条 
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件 , 则 . 
各 一 3 十 0 一 3 十 (8 十 (一 力 ) = (2+9) + (0) 
| =#- (—4) = 2. 
в) 2=у 等 价 于 > 一 9 一 0. 
事实 上 , 如 果 гу, 则 显然 
2—g=2+(—) =y+(—y)=0. 
Ж 2 —у=0, ИНу=у+ (2—9) = [9+ (0) += 
一 和 十 0 一 z. 
Г) Абу = Аз Ау (А— н) = Ах nr. 
НТН ус А-у) = А2 (—9)] 
= Ах -А(-- у) = Ағ (Лу) =2Ат-—- Ду № (А—– н) х= Лк (р) 
= А2 (— дих) = Ат —– их. 
8) 4-0-0. 
事实 上 , 40=4(0-2) = (2:0)2=0::=0. 
В) 如 果 4z=0 Н 4-0, Й х= 0. 


ажа аа (1) а-аа 


0) Ш лт Лу Н 4520, Ш х= у, 
вхо 显然 能 够 推出 . 
р 如果 д2=0Н2-20, 则 4=0. 
事实 上 , 如 果 4-20, 则 根据 В) 2—0. 
К) ЖТЖ л2= рт Н 则 1 一 4 
显然 . 
最 后 指出 , 由 于 加 法 的 结合 律 , 可 以 用 z+# 十 z 来 代替 和 (z 十 
9) +2 或 + 十 (y 十 z), 类 似 地 , 有 更 多 的 被 加 项 时 , 也 可 省 略 括号 . 
1.3. 与 度量 空间 中 的 情形 一 样 ， 如 果 在 向 量 空间 БУМ 
元 素 之 间 建 立 了 线性 同 构 , 即 建立 了 这 样 的 一 一 对 应 ze 一 >y 使 得 
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由 21—29, № 22—20, 可 以 推出 Ла Рик ду, + ру, 则 我 们 
将 不 区 别 它们 . 

例如 , 从 这 个 观点 来 看 , 实数 集合 与 直线 上 点 的 集合 应 该 看 作 
为 同一 个 向 量 空间 , 大 家 知道 , 在 分 析 中 就 是 这 样 做 的 . 

1. 4. 设 和 是 包含 在 向 量 空间 X 中 的 集合 , 并 且 如 果 z, yEX。， 
划 其 线性 组 合 1z-LUyEX， 这 样 ， 在 Xo 中 定义 了 元 素 的 加 法 和 
元 素 乘 以 数 的 运算 , 其 结果 仍 包含 在 X。 之 中 .同时 , Xe 满足 向 量 
空间 的 公理 3) (0=0-2). 其 余 的 公理 对 Xo 也 保持 成 立 ， 因 为 它 
们 在 和 中 成 立 ， 于 是 , Xo 以 自然 方式 成 为 向 量 空间 , 我 们 把 它 叫 作 
X 中 的 线性 子 集 ( 或 线性 集 ). 

显然 , 在 X 中 任意 一 组 线性 集 的 交 仍 是 线性 集 ， 所 以 ， 如 果 
ЕХ 中 的 某 个 集合 ， 则 存在 包含 互 的 最 小 线性 集 双 ( 配 .这 是 
所 有 包含 已 的 线性 集 的 交集 集 (ЮЩИЖЕНЕНЫ. 

容易 验证 , (Е) 与 所 有 形式 为 z= Аа, Аз Аа 的 元 
素 z 组 成 的 集 卫 重合 , 其 中 zu zz,…, zw 是 如 中 任意 一 组 元 素 ， 而 
Адз, …, А» 是 任意 一 组 数 ， 这 些 元 素 了 叫做 元 素 > …，z 的 线 
性 组 合 . | 

事实 上 ,了 显然 是 线性 集 且 包含 已 ， 另 一 方面 , 所 有 包含 加 的 
线性 集 应 该 包含 盏 中 元 素 的 所 有 可 能 的 线性 组 合 , 即 应 该 包含 也. 
ЩИ; (Е) = 工 | 


如 果 关 系 式 > hzs=0 只 可 能 在 А = А =. =А„=0 时 才 成 
b=1 


立 , 则 称 元 素 z1, 2，…，z 是 线性 独立 的 ， 否 则 就 称 元 素 ch zs， 
…, zn 线性 相关 . 例如 , 元 素 < 与 一 x 线性 相关 , 因为 1.z 十 1. Са) 
=0， 如 果 在 元 素 2, 6, 之 间 有 等 于 堆 的 元 素 ， 则 它们 线性 
相关 。 

如 果 元 素 的 无 限 组 中 任意 一 有 限 组 是 线性 独立 的 ， 则 称 此 无 
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限 组 是 线性 独立 的 ， 
如 果 元 素 (а 构成 线性 独立 组 , 则 显然 由 等 式 


п ` ъ 
> "Ява, = Уд, 
b= 大 一 1 


> 


可 以 推出 等 式 
А, = дь (k= 1, 2, +, п). 

在 空间 Сга, 5] 中 元 素 组 {zw} (2,00) 1°) 是 线性 独立 组 的 一 个 
例子 。 

设 tz 是 向 量 空 间 的 线性 独立 组 , 如 果 2 (20) = Х, 则 称 
它 是 XX 的 代数 基 ， 这 样 ， 每 一 个 元 素 zEX 都 可 以 表示 为 代数 基 
中 元 素 的 线性 组 合 形式 , 并 由 以 上 讨论 推出 , 这 表示 式 是 唯一 的 . 
_ 按 此 观点 , 在 所 有 向 量 空间 中 最 简单 的 是 具有 有 限 的 代数 基 ， 
这 样 的 空间 叫做 有 限 维 空间 ， 而 构成 基 的 元 素 个 数 叫做 该 向 量 空 
间 的 维 数 ， 不 难看 出 , 向 量 空间 的 维 数 是 它 的 不 变量 , 即 它 不 依赖 
于 代数 基 的 各 种 选 法 . 

设 义 是 有 限 维 向 量 空间 ( 维 数 为 4)， 我 们 已 经 指出 ， 每 一 个 
元 素 zEX 都 可 以 唯一 地 表示 为 z= 入 51 十 … 十 hn 的 形式 ， 其 中 
д, … za 是 代数 基 ， 把 元 素 2 与 坐标 分 量 为 (1, Л …, 和 ) 的 向 量 
ЕК" 相对 应 , 我 们 在 Х 与 KK" 之 闻 建 立 了 一 一 对 应 ， 它 是 线性 同 
构 , НЗ 2—22 А уў, 则 Az 十 hy< 一 >Az 十 9， 根据 前 
面 所 作 的 注解 ， 我 们 把 集 X 与 K* 看 成 是 一 致 的 ， 于 是 把 看 成 
是 % 维 向 量 的 集合 . | 

由 于 这 个 原因 ， 我 们 常 把 (任意 一 个 ) 向 量 空间 的 元 素 叫做 
向 量 . 

1.5. 现在 引进 一 些 符号 , 我 们 在 以 后 有 用 ， 
”对 于 任意 的 xzE № СХ | 
х+Е = (1 +1: Е}. 
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对 于 任意 的 BCX 及 BCX 
E+E,={(r+y: ЕЁ, yEE,}, 
对 于 任意 的 АСК 及 ECX 
AB= (Ат: 42}. 

我 们 指出 , УЖ, ЕТЕ--2Е 而 只 有 2ЕСЕ+ВЕ. 

1.6. 下面 定义 几 种 运算 , 用 这 些 运算 可 以 由 一 些 空间 建立 另 
一 些 空间 . 

ЖЖ Х, 5 Х, 是 向 量 空间 中 中 的 两 个 线性 子 集 , 并 县 每 一 个 
xcS 避 都 可 以 唯一 地 表示 为 z= zi 十 za 的 形式 , 其 中 аЕХ,, zy:EX。， 
ШКХ 是 向 量 空间 和 Xi ЫХ, 的 代数 直 和 . 

БХ, ЫХ, 是 向 量 空间 (在 域 К 上) 如 果 在 直 积 X=- X， хх, 
中 定义 运算 

(1, 2) + (ув, 92) = (я, Ну, 2, + Ys), 
А(21, 2.) = (Дж, Ах), 
ДИ Х 成 为 向 量 空间 . 

设 入 是 向 量 空 间 , Хо 是 它 的 线性 子 集 ， 

我 们 把 和 X 中 的 元 至 合并 成 类 , 如 果 24 一 % EXo 则 把 这 两 个 元 
ж 与 x” 归 人 一 类 .显然 , 不 同 的 类 不 包含 公共 元 素 ,并 且 每 一 
个 元 素 xEX 必 属 于 一 个 (从 而 只 属于 一 个 ) 类 。 设 天 是 一 个 类 且 
gEz， 由 定义 本 身 推出 ,z=z 二 和。。 反 之 , 形 如 2 十 Xo 的 集 就 是 包 
含 元 素 z 的 类 . 

在 所 有 的 类 组 成 的 集合 ХУХ 中 可 以 弹 进 代数 运算 , 令 

到 十 区 一 % 十 9 十 和 0， Ат= А-Х, 
(2, 8EX/Xo хс, усу). 

容易 验证 , 这 些 定义 与 类 2, 9 中 代表 元 素 +, 9 的 选择 无 关 , 由 
ВНАЕМ, Х/Хо 成 为 向 量 空间 , 我 们 把 它 岂 做 高 空间 , 并 且 , 包 
含 空间 X 中 零 元 类 的 类 ， 期 子 空间 X。， чана 间 中 零 元 素 的 
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作用 ， 


§ 2， 线 性 算 子 与 线性 泛 函 
2.1. УХЬУЖК 上 的 两 个 问 量 空间 . 0: Х>УЖ 
有 
О(Ах + ду) = А0 (х) + ИИ (Ч). 
ИНН Х Я] У 内 的 线性 映射 组 成 的 集 , 记 为 L(X, У), ЖН 
直列 方 式 定义 了 代数 运算 , 就 成 为 向 量 空间 . 
” 设 本 ，V,EL(X，Y)。 定义 U0=UV,+U0, 是 由 X 到 YY 内 的 算 
子 : И 
0(2)=0(2) +0,(х) (ЄХ). (1) 
显然 ,UEL(X, У). Ж ОЄГ(Х, У), ДЕК, Шб=ЛИ 定义 
为 : | | 
0(2)= М(х) (rEX). (2) 
显然 ,VEL(X, YY)， 我 们 留 给 读者 验证 , 在 这 样 定义 代数 运算 
下 ，L(X,Y) 是 及 上 的 向 量 空间 ， 我 们 只 指出 ， 伍 等于零 的 上 映射 
0,0; 
Uz)=0 (ЄХ), 
ЖЕ СХ, YY) 中 起 零 元 素 的 作用 . 

我 们 指出 ， 对 于 任何 7EZ(X, Y) 都 有 U(0)=0 及 U( 一 x)= 
—0(2) («ЕХ). 集合 KerU 二 0-1(0) 则 做 映射 DEL(X,Y) 的 核 
它 显 然 是 X 中 的 线性 子 集 ， 容 易 看 出 ， 当 且 仅 当 KerU = {0} 时 ， 
ВЯ 07 д: — р — А. 

ХҮ ЕН ЮО: ХҮ НХ 到 Y 上 的 线 
性 同 构 , 而 空间 Х 与 立 本 身 在 此 情形 叫做 线性 同 构 的 〈 这 个 定义 
显然 与 1. 3 段 中 的 一 致 )， 
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向 量 空 间 Х 到 标量 域 К 内 的 线 性 映射 了 叫做 线性 泛 函 : 
2.2. 思 今 为 止 所 有 的 叙述 无 论 对 实 空间 或 复 空间 都 是 一 样 
的， 但 在 以 下 我 们 要 证 明 的 Hahn-Banach 定理 以 及 后 面 讨论 的 . 
算 子 理论 , 对 于 复数 情形 却 要 求 某 些 辅助 的 工具 ， 
_ 设 XX 是 任意 的 向 量 空间 ， 公 式 (1) 与 (2) 把 线性 泛 函 的 集合 
变 为 向 量 空间 СХ, К). 但 是 在 复 空间 XX 的 情形 , 线性 泛 函 了 В 
以 复数 4, 我 们 是 用 公式 
ЯРа)ЕАК Ех» — (3) 
来 定义 的 。 = 
如 果 ЛЕВ, 则 我 们 得 到 公式 (2)， 容 易 看 出 ， 在 这 样 定义 代数 
ар, 1(Х, К) 是 向 量 空间 ， 我 们 称 它 为 的 代数 共 轿 并 记 
ЖХ*. 
注 ， 在 算 子 的 情形 而 不 是 泛 函 时 , 通常 的 公式 (2) 在 复数 情形 
仍 保持 。 | 
设 和 是 复 向 量 空间 . 如 果 我 们 仍 象 以 前 那样 在 X 中 定义 加 法 
运算 , 而 乘 以 标量 的 运算 认为 只 在 实 标量 情形 有 定义 , 则 我 们 得 到 
与 X 相 联系 的 实 向 量 空间 Xe， 在 XR 上 的 线性 泛 函 叫做 在 X 上 
的 实 线性 泛 函 . 
设 了 是 在 X 上 的 线性 泛 函 ， 研 究 用 下 列 方式 在 XR 上 给 定 
的 泛 函 Ф: | 
| ф(г)=ВеК1) (ЄХ). (4) 
”容易 验证 , p 是 实 线性 泛 函 .事实 上 , 如 果 zh зах; 4 ЄВ, 
则 
(Ат. иза) = Кеў (д2, + из.) = ReLAf (а) + pf (zs)] 
=—ARef (2.) +uRef (x,)=A9(7) + PY,). 


* ) 这 里 及 以 后 外 表示 的 共 轿 复数 ， 
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我 们 来 证 明 , 对 于 任何 xEX 
Кх) = ф(ї) —іф(іх), (5) 

其 中 ;是 虚数 单位 ， 事 实 上 , (г) = Кејт) тў (г) = Кејт) 
—iReif(z)=Ref(z)—iRef(iz)=— ф(х) —іф(іт). 

于 是 , ПЗА ТТХ Ему 的 表示 式 (5)， 反之, 如 
果 gp 是 和 上 某 个 实 线性 泛 函 , 则 用 公式 (5) 定 义 的 了 是 和 上 的 线性 
泛 阻 ,并且 关 系 式 (4) 成 立 ( 留 给 读者 验证 ).。 

2.3. ЖХ ЕНЕҢ, НЕХ 中 的 线性 集 , НУХ, Н 
存在 xz0EXX 18 Х= 5 (Н, zo)， 则 称 Н 是 超 子 空间 ， 

2181, ХАН, НЕХ 中 的 起 子 宏 间 县 аЄх\н. | 


~ 


ВЕН, ТЕ 
证 根据 超 子 空间 的 定义 可 以 找到 xzoEX, #8 Х= (Н, го). 
Уж, п 二 加 wo А. №, е РА,Ё,, ЖФ А,ЄН(1< <). 如 


Жь- Ул, һен = Ао в, 并 且 加 天 0( 因 为 2,68). 
对 于 任意 的 zEX 可 以 找到 EK 与 лен, #8 


а= рау В AL 一 ањ б. ва (к-а), 


因为 (4/40)hEH， 所 以 这 就 是 所 求 的 表示 式 ， 现 在 来 证 
有 明 这 个 表示 式 是 唯一 的 . 设 z=hz1+h=pzitg(h， gEH)， 则 
(А— п)х1=9 —ВЄН, 但 2.6 Н, МИ А= и, 从 而 h=g. 
-由 引 理工 推出 , ВНЖ ХСХ 包含 五 , ШХ,= НХ, 
设 zxEX 且 吾 是 超 子 空间 ， 则 > 十 吾 叫做 向 量 空间 Х 中 的 超 
平面 : 下 面 的 定理 指出 , 超 平面 与 线性 泛 函 有 密切 联系 . 
定理 1 设 了 是 在 向 量 空间 X 上 不 恒 等 于 零 的 线性 泛 函 ， 则 
1) Н= у (0) Т0); 
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2) РЕЯ АЛЕК Н Г") =н, ЗН 50) 4, 
Ш. 1) 取 zoEX 使 得 f(z0) = 4070, ГРЕЕ =ЕХ Н 
=), +(-К =, ). 


жи Сен, ще, Г) = Уа) уа) 


о 


-0 Нл В =, +В, НЕ. 


2) ПЖ, = Аль 则 а) А, 即 这 样 的 x, 存在 . № 2 ЖЕ 


意 的 满足 f(z,) 一 4 的 元 素 . 如 果 УГ (А), ШС) =А Н.у=а.+ 
(0—2,). ЕЖ, У—2ЕН, Ну Н. 反之， 如 果 2а, Н, 
ДИ г=з, в (ВЕН), В { (2) = А, 2} (4). ВИД, РО) ==, 
十 五 . 

定理 2. 设 刀 是 向 量 空间 X 中 的 超 子 空间 ， аан, 450. Ш 
ЕХ ЕЕЕ ау, 使 得 

1) #'(0) =н; 

2) f(z0) =. 


证 ， 因 为 万 是 超 子 空间 , 所 以 由 引 理 1 对 于 任何 zEX 都 有 形 


式 为 z= hzo 十 h (hE 五 ) 的 唯一 的 表示 式 . 令 У) = дл, 我 们 来 验证 
了 是 线性 泛 函 . у= и’ +В’ (2EH), 则 z 十 yg 二 (4 十 所 )zo 十 (有 
+), 由 此 f(z 十 办 二 (4 十 4)4 二 了 (Zz) 十 J(9)， 如 果 aEK, 则 az 
= аних, | ов, 由 此 (ax) 一 wu4 二 af (zx). 

因为 хо = 1-2 0, ВТЕ 1) =А. ЖЕ ЕН Ж 2020-2, 
由 此 301) = 0, 从 而 00) ән, Н 4520, 所 以 在 ХЕ 0. Е 
是 根据 定理 1 广 '(0) 是 超 子 空间 .因此 由 引 理 1 证 明 后 的 注 推出 
(0) =н. 

我 们 来 证 明 泛 函 } ВЕ. 26 ЕТЕ ОТЕ 1), 2). Я 
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于 任何 z= по (ВЕН) 
4(2)= 9 (ито) = пд (20) +9 (№) = иА= К). 

推论 ， 如 果 了 与 9 是 向 量 空间 X 上 的 线性 泛 函 且 广 ! (0)= 
gC0), 则 可 以 找到 aEK 使 得 9 一 xf 

ЧЕ. ЖЖ (0) =97'00) =Х, А} =9=0. 1 7100) = 07100) 
=Н 是 超 子 空间 ， 取 wo 了. 于 是 Ка) = 4560, 9 (x0) = 950. 
如 果 &==4/4, 则 gC(0)=H, (а) (0) = Н, (х) = и, (а) (ть) 
= 4， 由 于 定理 2 中 所 述 的 唯一 性 得 到 g=af. 

定理 1, 2 与 定理 2 的 推论 可 以 合并 为 下 列 命 题 . 

定理 3. ТЖ MCX 是 超 平面 的 充 要 条 件 为 对 于 某 个 ЕК 
和 茶 个 在 XX 上 的 非 零 线性 泛 函 f 有 用 ={zEX: Кг)=1}. В. 
Г ЗАЗ НИВУ и, ЕК, изо. 

最 后 建立 实数 情形 与 复数 情形 之 间 的 联系 . 

设 X 是 复 向 量 空间 ，X& 是 与 XX 相 联系 的 实数 向 量 空间 .在 
X 中 的 实 超 平面 是 Xa 中 的 超 平面 ， 容 易 看 出 ， 超 平面 以 是 实 超 
平面 的 充 要 条 件 为 W = (ЄХ: (т) = А), 其 中 4ER, Ў ЕХ Б 
ханин. 


A ^^ A 


НУ НЕНЫ а АЕ РУ РА 


确定 的 实 超 平面 之 交 ， > 

Ш. ДАМ ЕАН, ШМ {z: g(z)=0}， 其 中 9 是 
实 线性 泛 函 ,对 于 f(z)=g(7) 一 ig(iz) 有 MN (iM)= {x: f(z) 
=0), 因此 Mn(iaz) 是 超 子 空间 . 

ЗОЖ Н ЖЕ, И Н (а: f(z)=4 十 ip), 其 中 ER, ў 
是 线性 泛 函 ， 如 果 g(z)= Кел), ЦН = {2:9(2)= 1) П {1:92 
=— д}. 


$3. ЖБИ 

3.1， 设 和 是 向 量 空间 ， 集 合 BCX 叫做 出 的 , 如 果 对 于 任何 
一 对 1, УСЕ, 所 有 形 为 4z 二 (1 一 人 )8 (0<c4<1) 的 元 素 也 属于 Е. 
这 个 概念 在 平面 情形 的 几何 意义 是 ， 与 任何 两 点 r, ЕЕ 一 起 , 集 
合 吾 包含 整个 连接 与 y 的 线段 (4x 十 (1 一 人 )y: ОФАТ), ЖЕС 
X 叫做 平衡 的 , 如 果 对 于 任何 26 及 ЛЄК, |41<1, 有 hzcB， 集 
ECX 叫做 绝对 是 的 , 如 果 对 于 任何 一 对 z，yEE ВЕЛ, ие 
К, [А1 151<1, 有 л руЕЕ. 

由 上 述 定义 , 我 们 给 出 几 个 简单 的 推论 . 

а) 集 召 是 绝对 凸 集 的 充 要 条 件 为 它 同时 是 凸 的 和 平衡 的 . 

事实 上 , 绝对 同 集 显然 是 山 的 和 平衡 和 的， 反之, 设 媚 是 凸 平衡 
集 , 又 设 x,yEB 及 14{ 十 [4[<<1， 如 果 4=0 或 4=0, 则 显然 41% 十 
JyEB， 如 果 4520 与 4 天 0, 则 


А н ЛА 
ТА Тат Е В ЖЕНИ 
所 以 ， 

А+ шу 
14] [д| 
Чит НТ ег. 


b) ШЖ Е, Е, ХИТ, ЛЕК, 则 集合 Е, Е, М ЛЕ, 也 
是 是 的 ， 如 果 以 绝对 凸 代替 凸 , 这 个 命题 同样 成 立 ， 

с) ШЕ ЕЧЕН, ОСЕ, п ж1л1< 10|, 
ДЕС НЕ, 

命题 b) 与 5) 的 证 明 很 简单 , 留 给 读者 自己 完成 . 

如 果 召 是 每 中 任意 的 非 空子 集 ， 则 所 有 可 能 的 有 限 线 性 组 合 
Зла, 构成 的 集 叫 做 集 已 ру о Е соб), Ж 4,220, ХА, = 1 
Н-9180 2.СЕ. Ш, co( 如 ) 是 包含 五 的 最 小 山 集 ， 所 有 可 能 的 
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有 限 线 性 组 合 4,x,, 其 中 ХЛ, | <1 且 一 切 的 x.:EB, ВМТ 
ШЕ И И Е Е abs со(Е). 2%, абѕ co(E) 是 包含 加 
Нол. 

ааз ПХ В ИННЫ, 如 果 对 于 任何 xEX 存在 这 
样 的 А20, 使 得 对 于 所 有 的 д, [д| 24,9 хСдЕ, 这 个 性 质 的 几何 
意义 表示 , 由 从 零点 发 出 的 任 一 射线 上 , 有 一 以 零点 为 一 端的 线段 
зыб Е. що), Я Е д АУН, ШЕ ЕКС Ну А 
件 为 , 对 于 任何 СХ 存在 这 样 的 4 二 0, 使 得 =ЕЛЕ, НГ Х = Џ лв, 


甚至 (又 由 于 oc))X= (Јав. 


3.2， 设 XX 是 向 量 空间 ,yp 是 定义 在 X 上 的 实 函数 ， 如 果 对 于 
任何 一 对 元 素 zx вЕХ 
(и 1,) SPL) + р(+,), 
则 称 р 是 次 可 加 的 ; 如 果 对 于 120 
_ Ра) =АРСР), 
则 称 РНЕ; 如 果 对 于 任何 4 
2?(4z) 一 1417(z) 
则 称 2 是 齐 次 的 . 
次 可 加 正 齐 次 函数 叫做 度 规 函数 ， 齐 次 度 规 函 数 了 叫做 半 范 
数 ， 下 面 给 出 这 些 函 数 的 几 个 性 质 . 
а) ХЕРНЯ р, р00) =0. 
b) 如 果 了 是 半 范 数 , ИЕР 26Х, рх)>0, 
这 可 由 下 列 关系 式 推 出 : 
0= 2(0) =р(=-+(—2)) (2) +р(—=)=2р(т). 
с) 如 果 卫 是 半 范 数 , 则 
[рС2) —р<у) 2(z 一 执 ， 


事实 上 ， НР РЕЖ ра) = р(2—у +0) <р(2— 5) 
+р09). 改变 z 与 的 位 置 并 利用 P(x 一 9) 二 p(y 一 x), 即 得 证 明 . 

с) 如 果 卫 是 度 规 函数 ， 则 类 似 地 可 得 12(z) 一 ?( 纪 | < 
max(p(z—y), р(у—2)). 

由 于 a), 对 于 任何 半 范 数 2(0) 二 0， 但 可 能 发 生 对 于 50 有 
р(х)=0. № р(х) =0 可 以 推出 z=0 的 半 范 数 叫 做 范 数 ， 

下 面 的 引 理 叙述 了 上 面 引 进 的 这 些 国 数 类 与 映 集 之 间 的 
关系 . 

引 理 1 1) 设 p 是非 负 度 规 函 数 ， 则 对 于 会 何 4>>0， 集 {x: 
РА}: рт) Л) Я ВО. Ж Р ЕРЕ, 则 这 
些 集合 是 绝对 西 的 . 


NN 


~ 


poz)=inf {A: А>0, ЕЛИ}, 
这 个 函数 叫做 ( 集 U 上 的 )Minkowski 泛 函 ,并且 
{z:pp(Z)<1 СОС 41: р,(ї)<1). (1) 

此 外 ,如 果 口 是 绝对 凸 的 , 则 ро 是 半 范 数 . 

证 ，1) 我 们 只 证 明 集 妃 == {x:p(7)<< 人 是 吸收 的 ， 其 余 的 命 
题 留 给 读者 自行 验证 ， 如 果 т тах (р(х), р(—2)), М9 и| 2 
(m 十 1)/4 时 有 

P(x/1)=(1/|41) p(signnu: 2) 
| <“ /(т +1) р(ѕівпи т) <А, 
由 此 2 дЕ,. 所以, Е, 是 吸收 集 ， 
2) 因为 集 吕 是 吸收 集 , ВД рух) +оо, Ш, р(0) = 0, 


* ) 如 果 AEC， 则 signp = и Гоар 
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пишит. 


于 是 在 验证 正 齐 次 性 时 可 以 认为 4>0， 利 用 MzEAC 的 充 要 条 件 
为 xzE(AUJ/A)P, 得 到 
Ри (Лх) = ШЁ{и>0: АЄШ) 
= Аа ((и/А): и>0, (АЈА 
=Аро(т). 
Ж О Зе, 则 由 于 忌 的 平衡 性 , 4zEAZ 的 充 要 条 件 为 
хЕ(в ПАО, 由 此 
po(A2)=inf {y=>0:AzEnU)Y 
= |Alinf {Cg/141) :4>0,7E (и ДАЛИ} = 14)po(z). 
现在 来 验证 ро 的 次 可 加 性 . 设 xz,yEX; г>0. ШАГА, 
A 之 0, 使 得 
| РиСт) <А< руб) е, рь) <и<ри(у) +е. 
Н 2/1, УрО. ЖЕЖ 0 НЕ 


Аи Ата А ии 0, 


因此 
Po(z +0) <А <р (2) + ро (у) +2e. 
所 以 , 由 于 e 的 任意 性 , 得 ро (2-9) <ри(х) 十 po(y)，(1) 式 
显然 成 立 ， 引 理 1 完全 证 毕 . 


$4. Hahn-Banach 定理 
“4.1， 在 这 一 节 中 ， 我 们 叙述 关于 连续 泛 函 延 拓 * 的 所 谓 
Hahn-Banach 定理 的 解析 形式 ， 在 拓 站 向 量 空 间 与 赋 范 空间 以 
及 它们 的 应 用 中 经 常 要 用 到 这 个 定理 . 


* ) ЖЖ, 如 果 Х.Х В. fo 是 名 o 上 的 大 个 函数 ,于 是 定义 在 X 上 的 函数 县 对 任何 
weXo 5 ЈС) 0а), ИЖЕ а 的 延 拓 ( 或 扩张 )。 


е $5; 


хайт. 
И нежната, навд 


Ў(х)<р(2) (=ЄХ,). (1) 
于 是 存在 定义 在 整个 X ьан, 在 X 上 与 万 重合 

县 在 XX 上 满足 条 件 | 
KKz)<zz) (ЄХ). (2) 


证 ， 我 们 利用 Zorn 9 ЕЖЕ 7 КЕ. ЖИ, 
我 们 考察 由 所 有 的 对 (二 9) 组 成 的 集合 观 , 满足 下 列 条 件 : 

1) 工 是 X 中 的 线性 集 , ОХ 

2) 9 是 在 上 给 定 的 线性 泛 函 , 它 是 fo 的 延 拓 ; 

3) 对 于 任 仙 26, g(2)<p(2). | 

жае, ЖМЖ (Х, РЕМ. ХЕ 中 引进 序 ， 如 果 Г. 
Гл Н 9: ж 9, ЖЕ, 则 认为 (Z 9) < (Е, 9). 

我 们 来 证 明 有 序 集 对 满足 Zorn 引 理 的 条 件 ， 从 而 297 中 
存在 极 大 元 ИЕШУ, = 4:4, де 
902). ЗАПИЕВЯ Го 是 线性 集 ， 如 果 x,yELo， 则 由 Го 的 定义 可 以 
找到 集合 Po Г, 使 得 *ED yEL, Н. (л, 91), (Гы, 9)... 因为 
ЖЕ 4, ИЛ (9) ЫС. д.) РА. 为 确定 
жа СГ, 91) >(Т,,9.). РЖ Г 2Ё,, М =, yEL1!， 因 此 对 于 
ВА л, АСЕ 有 Ат нус... ЖСЖ 21, 落 在 某 个 集合 
Ыф, $48 (Г, 9)Є%,, 4 9(1)=9(2). ЖЖ догу ЕЕ 
261. 有 定义 , 类 似 上 面 所 述 推 得 , 这 个 定义 是 适当 的 且 go 是 Lo. 上 
ВЈЕРЕ ВА. 094, (Д, 99) Е, 且 (Zo 95) 是 ЖӘ ЕЯ. 根 
据 Zorn 引 理 在 中 中 存在 极 大 元 (Гах, fmax)E 驶 . 如果 我 们 证 
В Г. = Х, ИНО РА fmsx 显然 就 是 所 要 求 的 ， 

假设 不 然 的 话 , 即 Lmsx 关 和， 如 果 我 们 证 明 ， 对 于 任意 的 (ZL 
ЕЯ, 对 于 某 个 ао, 存在 (DZ д), Жр ЖЕ 
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的 线性 包 , 则 显然 导致 与 上 wm。x 是 级 大 元 相 了 矛盾 , 从 而 定理 证 完 .所 
以 , 可 以 认为 和 是 集 飞 的 初等 扩张 ， 即 认为 每 一 全 元 至 可 以 表示 
为 
х= Аха! (х'ЕХо) (3) 
如 果 2", 2 ЄХ, 则 利用 (1) 求 得 
Дов’) + рб) = р (г) 
<р ((ж +’) +(-щ-#’)) 
р (о я) 十 也 一 20 十 2 》 
由 此 
Роба) раа) С) рат, 
于 是 , 因为 这 里 的 > 和 zx” 是 任意 的 , 所 以 
А= Sup ое) —рС—2+2")) 
Е 67) + р(® +2’) | = В, 
设 АЗЬЗВ. Х Ей РНЕ | 
f(7)=Ato+ р (г) (х= 427,+2', 'ЄХ,) 
来 定义 . 
显然 ， 是 可 加 齐 次 兴 函 ， 并 且 了 是 访 的 延 拓 。 我们 来 证 明 
(2) 式 成 立 ， 可 以 认为 在 表示 式 (3) 中 4570. № А20, Д] 
А) =Аи р (ЛВ р, (8) 


Г т’ р! , 
<-—^ (5) + 29] +tfo (= ) 
== — (27) р”) р’) = р(х). 
对 于 4<0 Ву ВЕНЕВ ОЖ М 20224). 定理 
证 些 . 


ра 


1(2) < р(#), te, (4) 
ГЛ, НЕХ, = {0} 上 研究 泛 函 用 
(7. (0) = 0), 然后 再 对 它 应 用 定理 ， 
我 们 指出 ,了 满足 关系 式 
—р(—2) <](1)<р(=). (5) 
事实 上 , 由 (4) 得 
Ка) Сту -р(— а). 
初等 扩张 的 构造 利用 了 泛 函 了 的 实数 性 ， 但 是 对 于 复 空 间 ， 
Hahn-Banach 定理 也 成 立 , 虽然 有 些 比 较 不 那么 一 般 的 形式 ， 
定理 2. 设 了 是 任意 的 向 量 空间 X 中 的 半 范 数 ， 设 f。 是 给 定 
在 线性 集 X, СХ БЕ, 并 满足 条 件 


ГС) Sp(z) (rEX,). (6) 


NN 


且 在 X 上 满足 条 件 


[f(r)|<<p(z) (2ЄХ). (7). 
证 ， 如 果 义 是 实 向 量 空间 , 则 从 定理 1 的 推论 及 不 等 式 (5) 推 


出 定理 成 立 ， | 
设 X 是 复 向 量 空间 ， 如 果 Xx 是 与 X 相 联系 的 实 向 量 空间 ， 


则 (Xo) в Хр 中 的 线性 集合 ， 令 po(z) 一 Refo(z)(CzEXo) 我 们 


得 到 在 (Xo)# 上 的 实 线性 泛 函 po 并 且 , 由 于 $ 2 的 公式 (5), 对 于 
任何 zcSXo 有 — | 
| № (2) = фо(2) — а (4т). (8) 

Н (6) ЯР 2СХ, Ж | фи(2) | = | Ҝеј Са) |17 Са) |ба). 
БЕ, 存在 X 上 的 实 泛 函 Ф, 它 是 ФЕ, 使 得 


|ф(2) | <р(а) (2х). (9). 


对 任何 СХ, $ 1 (2) =ф(1) — ір(іт), ЧЕ $2 中 已 经 指出 , 7 
АХ ЕН НЕЕ, ЗЕН. Ве (+) =Ф(1) (xEX)， 因 此 由 (8) 式 
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<! 


得 知 了 是 刀 的 延 拓 ， 余 下 验证 不 等 式 (7)。， 
对 于 任何 xEX, 可 以 找到 0ER, 使 得 
| ех) = | (=) [>>0. 
所 以 , Ре‘) 二 ef(z) 是 实 的 , 由 此 (ед) = ф(е‘т), Ж 
由 (9) 式 得 
|02) | =е*% (2х) = } Се‘) = ф(е‘%) 
< (ех) = |е‘ р(х) = р(х). 
即 (7) 式 得 证 . | 
4.2. 定理 1 在 积分 论 与 测度 论 中 有 很 精彩 的 应 用 *， 
我 们 提出 下 列 问 题 : 对 于 每 一 个 有 界 的 局 期 实 函数 z(t) (周期 为 1 ), 构 
造 在 区 间 [0 1] 上 的 “积分 ”| z(t)dt, 使 其 满足 条 件 : 


1 : 1 
1) [Саа 0) +С) а [асова (а, Вв); 
2) 如 果 在 [0, 1] 上 z(t) 之 0, 则 (2 00)40220, 
з) | (zt 十 二 一 | s(t)dz (to 是 任意 实数 )3 
1 1 
4) [га-ра- аса, 


5) 如 果 д [р =]. 


定理 3， 上 而 提出 的 问题 至 少 有 一 个 解 . 
证 .以 M 表 示 所 有 有 界 周期 函数 (周期 为 1) 组 成 的 集合 。 显 然 ，M 是 
向 量 空 间 . | 
8 =6М Н а, а,, … an 是 任意 的 一 组 实数 ， 记 


. я 
(па, а,“ а.) = sup Уеа +аь) 


| м со $ фсе к=} 
县 令 
BO 一 inf w(x a, а, , Gn), 


+) 参看 Banach., 
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其 中 下 确 界 是 对 所 有 可 能 的 有 限 数组 cu а,, =", а, 来 取 的 ， 我 们 证 明 2 满 
是 定理 工 的 条 件 . 显然 , 只 需要 证 明 2 的 次 可 加 性 . 

设 cb а,, …， am 与 Bi, B;，…, Bs 是 这 样 的 两 组 数 , 使 得 r(zu ai，ca， 
02) < р(21) е № л(х,; Bu Вь, *-*, В.) <р(а)+е. в уа В. 
于 是 , 一 方面 ， 1 
ри.) лб +933 Ут» Ру 7 Ти). (10) 


(таз Ти ?Da “*, Ра, в) 
=— Sup 22 (ар) на у» 


ТИВ -о<і<ә 


ѕар 之 х. Тур 


< <> 


<— ых ++ 


тп 50р <> 


<> sup Унаа) +2. 二 эз ааа, Вю 


j=1 
=л(и GT а», -**, а») + л(х,; Bi, Ва, ***, РА 
< р(21) | р(а. ) +26. 


把 它 与 (10) 式 相对 照 并 考虑 到 е 的 任意 性 , 得 
рб) Ep) + раз). 

Б Р ВА, 它 的 存在 性 由 定理 1 的 推论 来 保证 ， 如果 -z(t) 宇 0， 则 
Р(#)>0, р(—-5)<0, НИЖЕ) [ (4) >20. ЖК, 如 果 令 х 0 = 
(Е) аср), Ш а, = (0—1), (6-1,2, 1+0, 得 

PD) <л(я за, а, +, а) 


= sup Та 0) 6) 0009—20. 


于 是 , P(x”) <0, 并 且 同样 可 证 p( 一 2) <0, НИ 再 根 据 (5), 762770. 
最 后 , 如 果 0,02) =1, 则 显然 2 (zo) 二 13p( 一 20) = 一 1， 所 以 f(z0) =1. 
为 了 完成 定 再 的 证 明 只 要 令 
[аса Теда (020—9. (11) 


注 ， 不 难 证 明 , 当 Riemann 积分 存在 上 时， 上 面 构造 的 积分 与 Riemann 
积分 总 是 相同 的 ， 对 于 Lebesgue 积分 , 一 般 来 说 还 不 能 这 样 讲 . 但 是 泛 函 f 
可 以 这 样 选取 , 使 得 对 于 所 有 可 测 国 数 , 积分 (11) 与 Lebesgue 积分 相同 . 
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利用 广义 积分 (10D)， 可 对 区 间 В, =[0, Пе АВЕ ХВ. 即 下 
面 的 定理 成 立 . 
定理 4， 对 于 每 一 个 集合 ес вь-— (0, 11, 都 有 数 и(0) — 8 的 测 


~ 


A we 


1) 如 果 ei Пе, = Ф, Ши(е, Ue,) le) Биба), 

2) и(е) >20; 

3) 如 果 e， 和 es ИФ, № и(е,) = (е) 

4) и(Еь) =1. І 

й. ВХ.) ес, 的 特征 函数 ， 如 果 令 
ple)=| хи, 


则 由 广义 积分 的 性 质 不 难得 到 性 质 1)—4). 

注 ， 对 于 正方 形 [0, 1; 0,1] 的 一 切 子 集 也 可 以 定义 满足 条 件 1) 一 4 的 
广义 测度 ， 但 是 , 应 该 指出 ， 这 个 问题 对 于 三 维 的 立方 体 来 说 ， 已 经 没有 解 
Т, 

4 3， 类 似 于 广义 积分 ,可 以 对 于 任何 有 界 序列 定义 广义 极限 . 

我 们 研究 由 有 界 实 序列 组 成 的 向 量 空 间 1°, м а= (6,61, "6, 15 

яп, п, ,%) = йт: ry > 


2(2) = ШЁл (23 па, ть, 59, п), 

其 中 下 确 界 是 对 所 有 可 能 的 自然 数组 в. п, , 5-6, п, 来 取 的 ， 

与 定理 3 的 证 明 一 样 ， 可 以 确定 p 是 次 可 加 与 正 齐 次 的 泛 函 . 所 以 存 
在 满足 条 件 (5) 的 线性 泛 函 ， 如 果 令 

Limé, =f(%), 

则 和 证 明定 理 3 时 一 - 样 讨论 ， 可 以 证 明 这 个 泛 函 具有 下 列 性 质 : 

1) Lim[aé, +825] =а т, + ALimés; 

2) Гітё,20, 如 果 2,20 (п=1, 2, "3; 

3) Ійт2,,,=14тё,; 


4) Limér 一 1, 如果? 二] (一 1 2, 6); 


* )》 证 明 参 看 Натансон 著 < 实 Бю». 
ә 89 А 


5) limé,<Limé,< limé,. 
由 最 后 一 个 关系 式 可 以 断定 , 如 果 im&, 存在 ， 则 应 有 Lim& іта, 


此 外 ， 注 意 到 数 im&, 的 其 余 四 个 性 质 , 自然 就 把 这 个 数 叫做 序列 {Eo} Г. 
ХИ (Вапасћ 极限 ). 
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第 三 章 ”拓扑 向 量 空间 


在 研究 具体 的 向 量 空间 时 , 大 多 数 已 经 在 其 中 具有 某 种 “自然 
的 "收敛, 这 种 收敛 确定 了 Х 中 的 拓扑 ， 并且， 这 个 拓扑 与 代数 运 
算 以 合理 的 方式 协调 ， 本 书 首先 对 可 以 用 范 数 给 定 的 拓扑 有 兴 
趣 ， 即 外 是 图 范 空间 .然而 我 们 从 研究 更 一 般 的 拓扑 向 量 空间 开 
始 ， 这 样 做 的 理由 是 : 一 方面 赋 范 空间 中 的 许多 问题 , 已 经 在 这 
一 般 的 阶段 自然 地 解决 了 ; 另 一 方面 , 赋 范 空间 的 研究 本 身 需要 引 
_ 进 所 谓 弱 拓扑 ， 而 这 在 无 限 维 情形 是 不 能 赋 范 的 ， 下 面 只 是 遵循 
上 面 所 讲 的 目的 来 叙述 拓扑 向 量 空间 初等 理论 的 导 引 ， 因 此 不 追 
求 完备 和 全 面 (我 们 其 至 不 讲 到 一 些 重要 概念 , 如 桶 形 空间 、 ин 
空间 ,、 核 空间 ), 拓扑 向 量 空间 理论 的 详细 和 叙述 , 可 参见 : Bourbaki- 
Ш; Dunford 与 Schwartz- 1; Yosida; A. Robertson 与 №. 
Robertson， M. Schiffer; Edwards. | 


$1. 一般 定 义 


1.1， 设 义 是 向 量 空间 ， 同 时 也 是 拓扑 空间 ， 如 果 集 合 Хр 
代数 运算 按 其 中 拓扑 连续 ， 则 称 入 是 拓扑 向 量 空间 , 即 儿 具有 下 
列 性 质 : 

1) 对 于 每 一 对 元 素 x?，yEX 及 元 素 x 十 y 的 邻 域 V,,， 可 以 
找到 元 素 z 的 邻 域 7 及 元素 的 邻 域 Pw 使 得 
И. НИ, И ини 

2) 对 于 任何 元 素 xEX, 数 4 及 元 素 jz 的 邻 域 as， 可 以 找到 

元 素 z АВА У, 及 数 8220, 使 得 对 于 任意 x, Ад Ао, 
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有 
ACT 

不 难看 出 ， 如 果 把 拓扑 向 量 空间 Х 中 的 拓扑 与 代数 运算 诱导 到 其 
中 的 线性 子 集 上 ;所 得 到 的 也 是 个 拓扑 向 量 空间 , 这 个 拓扑 向 量 空 
间 叫 做 拓扑 向 量 空间 Х 的 子 空间 ， 

从 拓扑 向 量 空 间 的 定义 可 以 得 到 几 个 简单 的 推论 . 

І. ШЖ GCX 是 开 集 , 则 wm 十 G 也 是 开 集 . | 

事实 上 , № rzEzeo 十 G， 于 是 zx 一 zo 十 z， 其 中 zrEG. ШУ, 是 
包含 在 G 中 的 点 > 的 邻 域 , 因为 =z 十 (一 4o) ,根据 条 件 卫 可 以 
求 出 点 z ВЕ Г, 及 点 (一 2 的 邻 域 ИВ: У „ВИСУ, 
Ч. 26У... Д з, РУ. СУ, Са, НП И, Со +6, Вх 是 
Ж wo 十 G 的 内 点 . 

类 似 地 可 证 | 

П. ЕС АЛЖ, Н 4-0, 则 49 也 是 开 集 . 

类 似 的 命题 对 于 闭 集 也 成 立 . 

由 命题 1 得到: 

Ш. ка 的 每 一 个 邻 域 具 有 形式 z 十 FF， 其 中 下 是 空 н Хх 中 
零 元 素 的 邻 域 ， 间 时 , 如 果 产 取 遍 零 的 基本 邻 域 系 ， 则 2 НУ ЗО 
点 2 的 基本 邻 域 系 . - 

这 个 命题 使 我 们 能 够 限 子 只 须 考 罕 过 元素 的 邻 起 

定理 1， 存 在 拓扑 向 基 室 间 X 的 零 元 素 的 基本 邻 域 系 下， 县 
有 下 列 性 质 : = | 

(1) 对 于 任意 的 у, 7,23, 存在 Г.Е, 使 得 УСТ, ПУ 

(2) 每 一 个 СЗ 是 平衡 集 ; 

(3) 每 一 个 VEW 是 吸收 集 ; — 

(4) 对 于 任何 FE&, 存在 UEW, 使 得 V+UCT. 

友之 , 如 果 XX 是 线性 集 ， 其 中 引进 了 满足 条 件 1) 一 4) ВТ 
• 92 • 


4 3, 则 对 于 xzEX, 把 形式 为 z+V(VEW) 的 集合 作为 И, 
就 使 X 成 为 拓扑 向 量 空间 , 其 中 族 外 是 零 元 素 的 基本 邻 域 系 . 

证 ， 如 果品 是 拓 扩 向 量 空间 XX 零 元 素 的 基本 邻 域 系 ， 则 条 件 
1) 显 然 成 立 ， 因 为 9+0= 0, 所 以 条 件 4) 也 成 立 ， 我 们 来 证 明 任 
何 零 邻 域 了 是 吸收 集 . 

事实 上 , 因为 0.z= 0, 根据 拓扑 向 量 空间 的 定义 可 以 求 出 点 


Ау. № 5220, № М |А] о ВАУ, СУ, ня |25. 
Ве. 


为 了 完成 定理 第 一 部 分 的 证 明 ， 只 需 证 实 平衡 邻 域 组 成 零 元 
素 的 基本 邻 域 系 ， 设 了 上 是 任意 的 零 邻 域 ， 由 于 0:0= 0， 可 以 找到 
零 邻 域 у, 及 数 9>0, 使 得 当 141 委 0 时 ЛУСУ, 记 V = U АУ, 


А ЕУ 
因为 Po 二 67，, 而 根据 性 质 了 知 , ДУ, 是 零 邻 域 ,所 以 集 Fo 也 是 零 邻 
域 . д 1а[<1, Яра, = [] ca7iCyo В.У, В. ВЕ 


124188 

指出 , УСУ, 

现在 来 证 明定 理 的 第 二 部 分 ， 

首先 来 验证 ， 用 定理 所 述 方法 定义 集 X 中 的 邻 域 使 X 成 为 
一 个 拓扑 空间 (参见 定理 工 2.1). 
_ О 点 z 的 每 一 个 邻 域 包含 点 zx， 事 实 上 ， 任 何 集合 Fe 针 是 
平衡 的 , 它 包含 零 元 素 , 所 以 zEz 十 V. | 

2) 点 的 两 个 邻 域 的 交 包 含 了 这 同一 个 点 的 第 三 个 邻 域 . 这 
可 从 定理 的 条 件 1) 立即 推出 , | 

3) 对 于 点 z ЕЙ У, ТЕА Вр У 邻 域 
Р., ВУ, 包含 了 任 一 点 yEV' 的 邻 域 ， 我 们 只 研究 z=0 的 情 
№. КЕ 是 任意 的 零 邻 域 , 而 VE 办 是 由 定理 的 条 件 4) 保证 其 
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存在 的 一 个 零 邻 域 、 可 以 取 Fe =И. #35 Е, 如 果 9ED, Ш у+0 
是 点 ! 的 邻 域 , НУ+0с О +0СТУ. | | 
于 是 , ХЕ. ЗШЕ Х 中 代数 运算 连续 ， 由 
条 件 4) 容易 得 出 加 法 运算 的 连续 性 ， 在 证 明 乘 法 运算 连续 性 之 
В, 我 们 指出 条 件 2) У 4) 的 一 个 推论 ， 对 于 任何 集合 BCX， 有 
2ЕСЕ+Е, 所 以 , 根据 条 件 人 人， 对 于 每 一 个 邻 域 FE 寻 可 以 找到 
ТЕЗ, 使 得 27 СУ; 类 似 地 , 对 于 任何 自然 数 w% 存在 了 ee 好 ， 使 得 
2"V CV 设 4 是 任意 的 数 ， 用 二 表示 这 样 大 的 自然 数 ， 使 得 
14| 所 2"。 因 为 VY" 是 平衡 集 , 则 2*V 中 也 是 平衡 集 , 所 以 
= 


现在 已 不 难 证 明 乘 法 运算 是 连续 的 ， 设 *EX, 4 是 数 因子 , 我 
们 有 | 
пу Ак = (и — 4) (1—2) (п А)= Ау ж) 
由 此 关系 式 并 注意 条 件 4) , 余下 就 只 要 证 明 三 个 事实 : 
1) 对 于 任何 VEB, 可 以 求 出 VE 加 及 数 5>0， 使 得 <F:CP 
(lo| <0); 
2) 对 于 任何 РЄ, 可 以 求 出 6>0, 使 得 当 |a| < 时 azEV; 
3) 对 于 任何 Є, "ТЖ У.Е, 使 得 АУ, СУ, 
由 于 集 了 是 平衡 集 ， 即 可 推出 第 一 个 命题 成 立 ， 所 以 可 取 У, 
=, 9=1. 
第 二 个 结论 也 成 立 ， 事 实 上 , 『 是 平衡 吸收 集 , 因此 可 以 求 出 
А20, 使 得 zEXF。 如 果 令 6= ИЛ, ШЕ || 58, 有 
&(ДИ) = («А)РСУ, = 


因为 |a4 1 和 1 由 此 推出 wzEF (|«|<8). 
最 后 ， 经 指出 第 二 个 结 ЗЕ хаціне. 


ТЕРНИИ 
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实际 上 ， 只 要 证 明 零 元 素 具 有 这 样 的 邻 域 系 ， 零 元 素 的 任意 
的 平衡 基本 邻 域 系 员 中 的 邻 域 的 闭 包 构成 这 样 的 邻 域 系 ， 事实 
上 , 如果 Ус, 且 邻 域 口 满 足 条 件 ОРУСУ, ОСУ, 因为 如 果 
zo&V, 则 点 то 的 邻 域 zo 十 U 与 集合 口 不 相交 ， 为 了 完成 证 明 只 须 
指出 在 取 闭 包 的 过 程 中 保持 平衡 性 . 


EO ола 


Hausdorff 空间 的 充 要 条 件 为 
Пу= 0. (2) 


事实 上 , ХВЕ 2770, 则 存在 不 包含 的 VEW， 
由 此 得 出 0), 反之， 如 果 (1) 成 立 且 x 隆 9， 则 存在 不 包含 2 一 y 
В ИСЗ, ЩІ зр РР р О, 使 得 UUCV。 这 时 
2+0 ВУИ 是 点 z 和 点 乡 的 不 相交 邻 域 ， 因 为 从 2602-0) П 
(0-0) Н = (2—9) — (2—5)Є0-0=0+0СУ, МИХ 
是 可 分 离 的 。 
今后 , 我 们 总 假设 拓扑 向量 空间 是 Hausdorff 空间 . 
1. 2， 再 叙述 拓扑 向 量 空间 中 成 立 的 几 个 命题 . 
I. 空间 多 中 线性 集 Xo 的 闭 包 仍 是 线性 集 . 
事实 上 ， 设 zyE XX, 且 a, 有 是 任意 的 数值 因子 , 9 У, 
是 点 z=az+ Ву 的 邻 域 ， 可 以 求 出 点 z 的 邻 域 Ps Б и 
У, 使 得 aF -ДУ,СУ.. ЕЖУ, 中 有 集 Xo 中 的 点 , Н гт 
其 中 之 一 ， 类 似 地 设 y'EV, 门 Xo， 因 为 “=ax' 十 By'EXo， 同 时 
2'ЕаУ,-РУ,СУ., В У, П Хо ЗЕ, НЕ У, 是 任意 取 
的 , ИХ 2Е Хо. 
用 类 似 方式 可 以 证 明 : 
П. ую йо, ар Т в ХНА. 
设 刀 是 拓扑 向 量 空间 和 中 任意 的 非 空 子 集 ， 集 辟 的 线性 包 的 
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И ЕАН, На СЕ). 由 I 知 , ЯРУ Ха 
ЕТЕЛ ЕО, 绝对 凸 ) 包 的 闭 包 叫做 集 
的 闵 凸 (对 应 地 , Ади, 记 为 C0LB) (对 应 地 ,abs со (B)). 
由 Шр, 567B)( 对 应 地 ，abs co(B)) 是 义 中 包含 的 最 小 凸 (对 
应 地 , 绝对 屿 ) 闲 子 集 . Е 

从 上 一 段 的 命题 II 容易 得 到 : 

Ш. 有 向 列 (8) (aE4) 收 合 于 zeEX 的 充 要 条 件 为 2 一 z 
АО. 

下 列 命 题 的 证 明 略 为 复杂 一 些 . 

ТУ. 设 Ki 与 K, 是 拓 扑 向 量 空间 X 中 的 紧 集 , 则 集 41K， 
+А.К, 也 是 紧 的 . 

事实 上 , НЕ 1.2.8, ЖАК Кх К, НЯ ХХХ ен 
是 紧 的 , МИ ХХ ХЫ 9: 

ф(т, у) = +1. (=, у6Х) 

是 连续 的 .根据 工 3. 5， 集 合 Ф(Ю=АК, + А.К, 在 空间 XX 中 是 
紫 的 . 

设 X 和 YY 是 拓 提 向 量 空 间 ， 如 果 映 射 :处 >Y 同时 是 向 量 空 
间 X 到 了 的 同 构 又 是 拓扑 空间 到 了 的 同 且 ， 则 称 它 为 拓扑 向 量 
空间 与 立 的 同 构 ， 而 拓扑 向 量 空间 X 与 立 本 身 叫 做 是 同 构 的 . 
沿用 以 前 的 观点 , 我 们 把 同 构 的 拓扑 向量 空间 看 成 是 无 区 别 的 . 

如 果 在 拓扑 向 量 空间 X 中 可 以 用 度量 来 给 定 拓扑 , ПИК Х 是 
可 度量 化 的 . 

1 3， 下 面 给 出 几 个 拓扑 向 量 空间 的 例子 ， 

1) ЯЗ $ СТ, Х, д). 

”对 于 每 一 个 测度 有 限 的 集 4E 瑟 及 任何 数 e>0, 令 
V(A,e)= {26$ (Т, У, и): |, губа). 
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容易 证 明 , 所 有 形式 为 F(4, e) 的 集 系 构成 了 S(2 之, п) Е 
个 拓扑 的 基本 零 邻 域 系 ， 从 定理 工 6. 14 推出 , 在 这 个 空间 中 有 疝 
Я] ze~>z 的 充 要 条 件 为 z. 一 xz(U)。 因 为 在 按 测度 收敛 的 拓扑 下 代 
数 送 算 连续 , 所 以 我 们 把 5 СТ, У, и) арР а]. Е 1. 6. 10 
中 已 指出 , 这 个 拓扑 向 量 空间 当 测 度 4 是 0- 有 限时 它 是 可 度量 化 
№. 

ПИЕ и № Е о- ЋЕ Ну, 则 S(T, >, м ЕВЕН. ж 
实 上 , 所 有 测度 有 限 的 集合 的 全 体 按照 包含 关系 赋 序 构成 有 向 列 ， 
产生 了 这 些 集合 的 特征 函数 {2。}， 显 然 zs.-~>1(U)， 其 中 1 是 在 了 
上 恒 等 于 工 的 国 数 。 507, У, 4) 是 可 度量 化 的 ， 则 可 求 出 序 


列 1.„—>1( и). а, ЖФ 4 的 特征 函数 , 令 В= | ЈА, В 


放 4 不 是 0- 有 限 的 , 则 wkw(ZNB) 天 0， 又 因为 测度 上 没有 测度 无 限 
的 原子 , 所 以 可 以 找到 ЛЕХ 4 АСТ\В, 0<pU(C4)<oo， 在 集 4 
上 国 数 x6 二 0, 这 与 z。~>1(p) 了 矛盾 . - 

作为 空间 s 的 拓 广 可 以 研究 空间 s(T), 其 中 元 素 是 定义 在 抽 
象 集合 外 上 的 实 函 数 全 体 、 空 间 s(T) 中 的 基本 零 邻 域 系 由 集合 
И, ае 的 全 体 构 成 ,其 中 6,62，…, 1; 是 下 中 任意 选 出 的 一 组 
元素 ,e 是 任意 的 正 数 , 2, 意味 着 

lx) | Se (621,2, +, п). 

读者 自行 验证 , 这 个 邻 域 系 满足 定理 1 的 条 件 ， 于 是 s(T) 是 可 分 
离 的 拓扑 向 量 空间 , 如 果 了 T 是 可 数 集 , 它 和 s 一 致 

ЗАГИЕ 1.6.10 中 已 指出 ， 空 间 s 是 S(T, У, ) 的 特殊 情形 . 
同样 ， 空 间 s(7T) 也 是 S(T, У, p) 的 特殊 情形 ， 读 者 自行 验证 , 对 
应 的 向 量 空间 作为 拓扑 向 量 空间 是 同 构 的 ， 由 此 证 明 ，s(Z) 是 可 
度量 化 的 拓扑 向 量 空间 的 充 要 条 件 为 集合 卫 可 数 , 即 СТ) = 5. 

如 果 了 = { 2 +. п), 则 s《T) 可 以 与 % 维 空间 区 "一致, 从 而 
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可 把 К" 看 成 是 拓扑 向 量 空间 ， 然 而 ， 我 们 到 下 面 几 章 再 来 考察 


有 限 维 拓扑 向 量 空间 . | 

2) 作为 另 一 个 例子 我 们 研究 空间 C(RD， 共 中 的 元 素 是 定义 在 整个 数 
轴 上 的 连续 函数 全 体 ， 在 СВОЯ У 是 自然 数 ，e>0) 组 成 基 
本 零 邻 域 系 来 给 出 拓扑 ， 并 且 , zEYw ,表示 

2) [< (< 
读者 自行 验证 定理 1 的 条 件 成 立 , 而 空间 СОК 也 是 可 分 离 的 . 

3) 在 广义 函数 理论 中 空间 Га, 中 起 很 大 的 作用 , 其 中 的 元 素 是 在 区 间 
Га, 5] 外 等 于 零 的 无 限 次 可 微 销 数 全 体 ， 这 个 空间 中 的 基本 稚 邻 域 系 为 集 
Fw 其 中 心 是 任意 的 自然 数 , e 是 任意 的 正 数 ， 邻 域 V,;。 是 由 满足 下 列 条 
件 

lem (0) | е — (0,1, в; 0а, 61) ^ 
АН 2 28 8. 

4) Н ИЛАТ 7З АЕ Я, 表示 给 定 在 [0，1] 上 的 可 
济 函 数 全 体 , 并 且 它 的 任意 次 等 是 可 积 的 。 工 。 中 的 零 邻 成 Pm , 由 对 任意 数 
р>1 及 任意 的 >0 所 确定 ， 即 姐 果 

[Пари | <。 
则 26 。， | 
下 面 我 们 还 要 证 明 , 空间 C(R'), Юга, 515 т, 是 可 度量 化 的 拓扑 向 量 
空间 ， | | | 
4。， 设 召 是 拓扑 向 量 空间 买 -中 的 一 个 子 集 ， 如 果 对 于 和 中 
的 任何 零 邻 域 F, 存在 数 4 В СЛУ, ЖЕНЯ, Ш, 
为 了 验证 集合 至 有 界 , 只 要 考察 某 个 基本 零 邻 域 系 中 的 邻 域 . 
设 G 是 拓 宁 向 量 空间 处 中 的 子 集 ， 如 果 对 于 区 中 的 任何 零 邻 


域 7, 存在 有 限 子 集 {z。} ?1 СО, 使 得 GC |] (z+V)， 则 称 G 是 
к | 


а. 
ТАННЯ р ЛИЧ А НЕЯ: 
I 设 刀 与 是 拓扑 向 量 空间 XX 中 的 有 界 ( 或 完全 有 界 ) 子 
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集 , 则 下 列 集合 
BUE, Е, Е, АЛЕ, (4 是 数 ) 。 

是 和 中 的 有 界 ( 或 完全 有 界 ) 集 . 

ЗЕЕ В ОЕ, № ЛЕ, 结论 显然 成 立 ; НЕ Тя, ЧУ 
取 遍 零 邻 域 基 时 , 形式 为 十 V 的 集合 构成 零 邻 域 基 ; 从 而 得 知 对 
Е.Е 的 结论 成 立 , ' 

从 工 得 出 , 有 限 集合 是 (完全 ) 有 界 的 ， 

II。 竹 何 完全 有 界 集 是 有 界 的 . 

| ЗВ Е ВЕН МН, 则 对 于 任何 邻 域 六 (我 们 可 认为 它 是 平 


衡 的 ), 可 以 找到 ЕЕ, 使 得 ЕС (L(x +V)， 我 们 已 指出 ， 有 限 
b=1 


ЖЕН АГН Лат, СЛУ,  ЕСАУ+ 
УСтах (11|, DC 十). 由 定理 工 形式 为 了 -+F ЖА, МР 
遍 零 邻 域 基 时 构成 零 邻 域 基 . 

因为 基本 零 邻 域 系 可 以 由 闭 邻 域 组 成 (定理 1 推论 1), 所以， 

III， 有 界 (或 完全 有 界 ) 集 的 闲 包 是 有 界 的 (或 完全 有 界 的 ). 

定理 2， 拓 站 向量 空间 XX 的 子 集 妃 为 有 界 集 的 充 要 条 件 是 对 
于 任何 序列 {zx} СР 及 实数 序列 {1}, 加 >0， 可 得 rs->0. 

证， 必要 性 ， 设 {en) 与 hu} 是 满足 上 述 条 件 的 序列， 是 任 
意 的 平衡 零 邻 域 , 存在 1>>0 使 得 БОЛИ, 特别 znENV (= 1,2, …)， 
因此 , Ао о З ВЕНА, СОЈА, И Аа А, АУСУ, ВА hum 
0 | о 
充分 性 ， 如 果 在 定理 条 件 下 忆 不 是 有 界 集 ， 则 可 以 找到 零 邻 
№ У, 使 得 对 于 任何 4>0, 集合 ЕЛИ 非 空 . 依次 取 4=1, 2 …. 我 
们 得 元 素 序列 | 

| т.СЕ\һУ (п=1, 2, ...). . 

278 а.ЕЕ (а= 1,2, <), 而 另 一 方面 二 wu, 所 以 这 与 定 
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ЖИ. . 

下 面 我 们 介绍 将 要 用 到 的 下 述 关于 5(Т, У, дея ЖИ 
< В. 

5138 1. 如 果实 函数 序列 {z, } 在 拓扑 向 量 空 间 8(7, 5, п) 
НЭ, ЗВ, «(раку (аи, 则 
可 以 找到 函数 xES(T, Х, п), 使 得 z.(1)>7(t) а.е. 


~ 


证 ， 只 要 验证 , 对 于 几乎 所 有 的 iE7, ох, (г) ВА. Е 


集合 АЕХ(и), и(4)>0, 并 对 于 任何 Е, =.) > 二 co， 因为 集 
Аа, НЭ ОСА, 6/2) Сф е САУ АВА), Н 
可 以 求 出 数 4 二 0, 使 得 


[4zn(£)| | 
ута Таа: (0746) <е/2 (аЄ№). (2) 


7 СА х, Е) ^ оо, 所 以 


z(t)| 1 
iTzwiT ' 


根据 Lebesgue 定理 (定理 11. 6. 6) 得 


а [140001 _ - 
lim T= | аибрь 


пәс 


这 与 不 等 式 (2) 矛 盾 ， 于 是 , 对 于 几乎 所 有 的 4EY, 我 们 有 5001 
(< +оо, 

1. 5， 我 们 来 建立 拓扑 向 量 空间 完备 的 概念 ， 研究 有 向 列 
{ze} (aE4)， 用 和 4 表示 所 有 的 对 (a', a') 全 体 ， 其 中 ,a''E4. 
如 果 我 们 在 生 中 引进 序 : (и, о, а) НЩ и 及 
аїаб 同时 成 立 , 则 4° 按 递增 成 为 有 向 集 . 

在 拓扑 向 量 空间 和 中 的 有 向 列 {zu} 称 为 自 收敛 的 (或 Cauchy 
有 向 列 》, 如 果 有 向 列 {zcoe (а А°), НР Фа = ди 2 
ВСЕХ 27095, 即 对 于 任何 零 邻 域 0, 可 以 找到 ое А, ца", 
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а">а, фт, —2„Е0, ЗВАНИЕ: МХ у ЖЕН 
素 的 任何 Cauchy 有 向 列 收敛 于 其 中 的 某 个 元 素 ， 则 称 妃 是 完备 
的 ， 与 此 对 应 ， 如 果 拓 盾 向 量 空 间 X 中 任意 的 Cauchy 有 向 列 在 
其 中 收敛 , 则 称 XX 是 完备 的 ， 如 果 只 研究 有 界 有 向 列 , 则 称 拓扑 向 
量 空间 为 拟 完备 的 ; 如 果 只 针对 一 般 的 序列 , 则 拓扑 向 量 空间 叫做 
序列 完备 的 ， 我 们 指出 , 完备 空间 中 的 闵 子 集 是 完备 的 . 

因为 Cauchy 有 向 列 的 元 素 集合 不 一 定 有 界 ， 所 以 完备 性 要 
求 比拟 完备 性 要 求 强 (下 面 我 们 可 看 到 这 种 例子 )、 另 一 方面 ， 不 
难 证 明 Cauchy 序列 是 有 界 的 , 所 以 拟 完 备 性 可 推出 序列 完备 性 . 
下 面 定理 指出 ， 在 可 度量 化 的 拓扑 向 量 空间 中 这 三 个 完备 性 是 一 
致 的 ， | 

定理 3。 具有 可 数 基 本 零 邻 域 系 ” 的 序列 完备 的 拓扑 向 最 空 
间 X 是 完备 的 . 

证 . В (cs4) 是 空间 X 中 元 素 的 Cauchy 有 向 列 , НУ.) 
(n 二 1, 2, …) 表 示 可 数 的 基本 零 邻 域 系 ， 对 于 每 一 个 2= 1 2 …， 
可 以 求 出 这 样 的 对 (cs, о) 4°, 使 得 

a та" EV а") > (а, an))， (3) 
На, 表示 4 中 的 元 素 , МЕ аа, а.о, 可 以 认为 qa 
«ооо, ВЯ}, 因为 它 显然 是 自 收敛 的 , 所 以 根据 
条 件 存在 *EX， 使 得 x。,->z， 我 们 来 证 明 x。->z， 任 取 一 个 邻 域 
Vm ЗЕНА У, У, У, СУ. 可 以 指出 这 样 的 指标 п> 
к, 使 得 - 
Za 一 2 Ci. 
另 一 方面 , 由 (3) 对 于 аа, 有 
fa— Ta, EV iE, 


+ 事实 上 这 个 条 件 与 拓扑 向 量 空 间 的 可 度量 化 是 等 价 的 (参看 Schiffer Г. 
6.1). 
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所 以 
Za 一 X 一 (za 一 Zu) + (zu 一 DEF РС И» 

定理 证 毕 . | 

在 可 度量 化 的 拓扑 向 量 空间 和 中 有 两 种 完备 性 概念 : 作为 拓 
扑 向 量 空间 的 完备 性 与 作为 度量 空间 的 完备 性 . 在 一 般 情 
形 ， 这 是 不 同 的 概念 ， 但 是 ， 如 果 在 处 中 给 出 拓扑 的 度量 p 满足 
ЗЕ: 对 于 所 有 的 z yEX, p(z, 引 二 p(x 一 y,0)， 则 显然 两 个 完备 
性 概念 是 一 致 的 ， 在 本 书 考 察 的 所 有 具体 的 拓扑 向 量 空间 中 的 度 
量 都 有 这 种 性 质 ， 完 备 性 概念 的 详细 讨论 可 参见 Bourbaki-IV 
№ КеНеу. | 
Д 每 一 个 拓扑 向 量 空间 X 可 以 完备 化 , 换 句 话说， 存在 完备 拓扑 向 量 空 间 
外 ,使 得 入 是 ХТА, НХ ХНА. ЕАР Т. 4.1 的 方式 可 证 
明 相 应 的 定理 ， 只 要 把 等 价 Cauchy 序列 类 换 成 有 向 列 类 (类 似 于 工 4.1 可 
验证 天 同时 还 是 向 量 空间 )。 空间 买 叫做 拓扑 向 量 空间 买 的 完备 化 室 间 。 以 
后 我 们 不 需要 拓扑 向 量 空间 的 完备 化 . 

利用 定理 3 容易 证 明 , 拓扑 向 量 空间 C( 及 D) 和 Dr[a， 妇 是 完备 的 ， 在 讨 
论 了 空间 L? 的 完备 性 后 (第 ТГ) 容易 证 明 可 度量 化 拓扑 向 量 空 间 工 。 的 
完备 性 ， 在 定理 IT. 6.15. 中 已 经 证 明 ， 可 度量 化 拓 挤 向量 空间 S(T, 5, в) 
o- 有 限 测 度 情形 的 完备 性 ， 从 这 个 结论 不 难得 到 , ДИ МСТ, 5, 具有 
直 和 性 质 (参见 I. 6. 10), 则 拓扑 向 量 空间 人 S(T, >, и) ЕЕ. 

现在 转 到 研究 完全 有 界 集 与 紧 集 之 间 的 关系 ， 下 面 的 定理 可 
看 作 类 似 于 度量 空间 中 紧 集 的 Hausdorff 定理 (参见 I 5.1)， 事 
实 上 ， 这 两 个 定理 都 是 在 所 谓 一 致 空间 中 的 更 一 般 定理 的 推论 
(参见 Bourbaki-II)， 

定理 4， 拓 不 向 其 空间 和 的 子 集 是 紧 集 的 充 要 条 件 为 它 是 完 
念 有 界 和 完备 的 ， 

证 ， 设 天 是 紧 集 。 我 们 先 来 证 明 它 是 完全 有 界 的 ， 为 此 ， 任 
ЛЕЖАТ, ПАЛО} аск) К На, Ш 
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Ж, 利用 紧 性 定义 可 知 政 是 完 爹 有 界 的 ， 

现在 来 证 明太 是 完备 的 .。 设 {x。} (cE4) 是 天 中 元 素 的 Cauchy 
有 向 列 ， 由 定理 I. 2. ЗАЛЕ «ЕК № Я у} (ЄВ). 
我 们 来 证 明 zx~>z， 任 取 一 个 零 邻 域 了 7、 这 时 可 以 求 出 零 邻 域 U， 
ЕЕ ОИСИ. 因为 {ze} 是 Cauchy 有 向 列 ， 所 以 存在 aoE4 使 
得 当 а, о’ 20% 时 2 一 X01EVU.。 男 一 方面 ， 因为 ys 一 x*， 所 以 存在 
PoEB, 使 得 当 之 B, 时 7z 一 ysEVU， 由 有 向 子 列 的 定义 ， 对 于 о, 可 
以 求 出 指标 (а) ЄВ 使 得 对 于 任意 的 PEB,. P' 宇 B(go)， 可 以 求 
出 指标 we4, «2га, 满足 条 件 ze' у». 0 2809), Во 及 对 应 
的 指标 .于 是 , 当 a 之 ao 时 ， 

га = (1.2. ) ize КОСУ 

故 za->z， 

反之 ， 设 集 KK 是 完全 有 界 和 完备 的 .为 了 验证 ВНЕ, 再 
”利用 定理 I2.3， 设 {zs} (aE4) 是 集 玉 中 元 素 的 任意 的 有 向 列 ， 用 
Ф жт ИНЖЕ 的 子 集 吾 构成 的 有 心 集 系 宫 所 成 的 集 ， 使 得 
有 向 列 {tzo} 与 每 一 个 В65 8 ИН (=. 1.2.7). Ж МЕ, 
因为 由 一 个 K 构成 的 系 属 于 0 107 中 按 包含 关系 赋 序 .根据 
Zorn ЕЖ 中 存在 极 大 集 系 Wo(Zorn 引 理 的 用 法 类 似 于 定 


理 开 .4.1 的 证 明 )。 从 i 的 极 大 性 推出 : 
| 1) КЕ; - 


2) 如 果 集 А, А», …， Ав ee 则 对 

ЖЛ, А.Є, 
结论 1) 显然 成 立 ， 假 设 结论 2) А. ЛЕК Ж 80 中 
添加 某 个 集 4， 后 得 到 的 集 系 是 有 心 的 ， ИН ЖЖ, Е 
与 бо 相 重合 ， 由 此 4:Sgo， 刚 才 我 们 已 假设 2) 不 成 立 , 所 以 ,对 
于 每 一 个 4; (i 二 1，2,…,R)， 可 以 找到 有 限 个 BES8o(k==1， 
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2,5, 6), 使 得 
АПВ ПВ п Пр = 9. 


这 时 0C= |] А.П Г] в ПВ п ПВ) = 2 然而 根据 


条 件 (7,65, 所 有 BIwE8。 且 集 系 5, 是 有 心 的 ， 由 此 推 得 这 个 


集 0 非 空 , 所 得 矛盾 证 明了 2 成立， | 

我 们 研究 对 (B, a) 全 体 构成 的 集 B, 其 中 Єв, ЖасА, ЗЕЙ 
是 zxEB， 在 集 8B 中 用 下 列 方式 引进 序 ，(, ai) 之 (Ba, аз) ч ВИХ 
当 召 CCE， 县 在 4 中 аа. ЖЖЖЖ 5, МЕН (а) 与 
Po 的 每 个 元 灶 经 常 相遇 ， 我 们 得 到 B 是 按 递 增 有 向 集 ， 对 于 
(Е, ФЕВ, Аут. Як.) } (Е, «)ЄВ) 8 (а,) Є) 
中 的 有 向 子 列 ， 事实 上 ,对 于 任何 aeE4， 取 元 素 (K,a)eEB， 如 果 
(8,«)ЄВ, (В, ау (к,а), ига, Наа ао 这 就 是 于 证 
明 的 . 

ТТЕ ВЯ (иса о) (Р, a)EB) 是 Cauchy 有 向 列 ， 再 由 于 天 
是 完备 的 , 从 而 可 结束 定理 的 证 明 . 

任 取 零 邻 域 『. 这 时 可 以 找到 平衡 零 邻 域 0, 使 得 0 十 UCV. 因 


为 集合 天 完全 有 界 ， 所 以 可 以 求 出 点 z1, ль, ЕК, ВКС 


UG. +0), Ш А, = (а 0) ПЕК, ШК лев, 


{=1 
所 以 由 2) 有 某 个 4iEgo， 任 取 一 个 指标 aE4， 使 得 т.СА,, 
(Ва), (Bs, 82)EB Н (Е,, а), (Bo, в») >(А., а), 则 因为 B', 
如 :CCA4;, 所 以 | 

Ува) YB ао) — Фо, ToC — ЕСА, — А, 


С (2+0) —– (2, 0) СО +0СУ. 
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我 们 得 到 ， 所 构成 的 {ze} 的 有 向 子 列 是 Cauchy ж 191 9]. М 
而 定理 完全 得 证 . 
定理 4 说 明 , 把 完全 有 界 集 叫做 预 紧 集 是 合适 的 


§2， 局 部 凸 空间 


2. 1， 如 果 在 可 分 离 的 拓扑 向 量 空间 Х (在 及 上) 中 存在 凸 的 
基本 零 邻 域 系 ， 则 称 它 是 局 部 凸 空 间 ， 局 部 凸 空间 的 理论 比 起 拓 
扑 向 量 空间 的 理论 有 着 丰富 得 多 的 结果 ， 首 先是 由 于 在 局 部 由 空 
闻 中 总 存在 许多 线性 连续 泛 函 ， 此 外 ， 在 泛 函 分 析 中 遇 到 的 所 有 
有 具体 空间 ,几乎 都 是 局 部 凸 的 . 

把 定理 1.1 应 用 到 局 部 凸 空间 中 便 更 为 简化 .由 定理 1. 1, 局 
部 凸 空间 具 有 闲 绝对 四 零 邻 域 基 . | 

И Е 

ЖЗ: 
ЕЕ 2540, 可 以 找到 VE8。 及 4>0, 24. (1) 
用 8 表示 下 列 形式 的 集 系 : 


a МА Поти РА 


г Й У, (220, Р.Е, в6М). | (2) 


макоивзлі: няя пахееюланода 
为 其 基本 零 邻 域 系 ). 

证 . 对 于 男 ， 定 理 1.1 的 条 件 (1) 一 (3) 显 然 成 立 ， 对 于 任 一 
Ау И (1/2) + а/2Е= Е, 从 而 得 知 (4) 成 立 。 于 是 买 是 拓 
扑 向 量 空 间 ， 再 由 定理 1. 1 的 推论 2 指出 , 由 条 件 (1) 可 推出 和 是 
Hausdorff 空间 .因为 形 如 (2) 的 集 是 绝对 凸 的 ,所 以 买 是 局 部 凸 
空间 , 1 
引 理 1， 设 X 是 拓扑 向 量 空 间 . 

1) 度 规 函数 ?在 X ОЯ ЕЕ, 
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2) ВОВ О № Minkowski 泛 函 ро 连续 的 充 要 条 件 为 U 


人 


是 领域 ， 此 时 内 部 请 = {z: po(z)<1), 闭 包 了 = (2:ро(2)<1). 


证 ，1) 如 果 2 在 零 处 连续 , 则 对 于 任何 se 之 0， 可 以 找到 平衡 
ЕО, 对 其 中 所 有 的 点 ре. В EX 是 任意 的 点 , 则 
对 于 所 有 的 xEy+U 有 zx 一 y,y 一 xEU, 因此 由 不 等 式 II. 3. 2 中 的 0 
得 |2(7) 一 p(D)|<max(p(z—y), p(y—2))<e. 

2) 根据 引 理 II. 3. 1 知 , pv 是 度 规 函数 ， 如 果品 是 邻 域 则 由 
Minkowski 泛 函 的 定义 ， 对 于 任何 < 守 0， 从 xzEeU 可 ЖЕ рос) 
е, № po 在 零 处 连续 , 从 而 在 整个 X 上 连续 . | 

反之 , 如果 ро 连续 ， 则 集合 了 = {z: po(2)<T = ро (СІ, 
1)) 是 开 集 ， 因 为 了 CZ ОЖ. | | 

设 zEZ， 假 定 po(z)=1, 我 们 来 证 明 点 z 的 任何 邻 域 了 包含 
Ж 980, 从 而 与 -EU 矛盾 .事实 上 , 因为 了 是 点 z 的 邻 域 , 所 以 可 
以 找到 2220, Ж у= (1+e)xEV， 于 是 pv (9)== (1+ г)ри(2) = 
1+2>1, 由 此 960. | 

设 pe(z)<1 则 存在 序列 Д„>1, ВАЖНЕЕ п, =, 
А уа 2/А,60 是 加 ->zED， о 

引 理 证 毕 . 

推论 ， 如 果 刀 是 拓扑 向 基 空 间 X 中 的 凸 集 ， 则 它 的 内 部 及 是 
ИК. Ж #520, ШЕЕ Е, 

Р. ЗИДА 0 85607. № 2ЕЁ, НК 0-2 РЕП, 
ЖЕ 0-2-0. 81 Ж 0 (0:р,(т)<1) у, ЈА В, 
жт, 

ЗЕЕ АЕ. 00 =: Е, НУН ЖЕ 
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明 即 可 ， 为 此 , АЗЕ 0. №260, В у, ат). 
因为 po(g) 一 (1 一 元 )2o(z)<1 所 以 ywED， 另 一 方面 ,yx>z， 由 


此 xzET 

疝 量 空间 X 上 的 局 部 凸 空间 的 拓扑 可 以 利用 一 组 满足 下 述 条 
件 的 半 范 数 {p:} СЕ): Е 

对 于 任何 ЄХ, 2520, 存在 СЕ р(х) 50, (3) 

В, В РЯ АУТ. 构成 : 

У, = {4ЕХ: р.(:)<1} (ЕЯ). 

由 引 理 IT. 3. 1 ЖА, 是 绝对 凸 且 吸 收 的 .由 (3) 推 出 , ЖЖ 
器, 满足 (1)， 这 时 在 上 的 拓扑 用 定理 工 所 述 的 方式 来 确定 ， 集 
系 (2) 具 有 形式 

{zEX ‘max Pel2)<e)} (e>0; 1, ›**, 8,27). 


所 得 的 拓扑 把 X 变 为 局 部 凸 空间 , ВИИ {р} (ЕЕ) 
生成 的 拓扑 ， 如 果 Х 是 局 部 凸 空间 ， 它 的 拓扑 由 某 个 半 范 数组 
{pe} (EES) 生 成 , 则 称 这 一 组 兴 范 数 对 于 局 部 凸 空间 的 拓扑 是 生 
成 组 或 确定 组 ， 由 引 理 1, 生成 组 中 所 有 的 半 范 数 都 是 连续 的 . 

任何 局 部 凸 空间 X 的 拓扑 由 某 一 组 半 范 数 生 成 ， 事 实 上 , № 
一 绝对 凸 零 邻 域 系 名 ， 使 得 形式 (2) 的 集合 组 成 X 中 的 基本 零 邻 
域 系 (例如 绝对 屿 零 邻 域 基 )， 同 时 由 于 X 是 可 分 离 的 ， 所 以 条 件 
(了) 自动 成 立 。， 这 时 局 部 凸 空 间 X 中 原来 的 拓扑 由 半 范 数组 {pr} 
(VE80) 生 成 ， 其 中 pr 是 邻 域 下 的 Minkowski #8. 

自然 , 生成 半 范 数组 并 非 单 值 地 确定 的 ， 例 如 ,如果 半 范 数 р 
属于 某 个 半 范 数组 8， 则 或 者 半 范 数 4(z) 一 2p(z) 属 于 0, 或 者 它 
不 属于 8， 在 第 一 种 情形 把 9 从 8 中 副 除 ， 在 第 二 种 情形 把 & 添 
入 8， 在 这 两 种 情形 , 得 到 与 8 不同 的 生成 半 范 数组 . 
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定理 2。 АНХ 是 可 度量 化 空间 的 充 要 条 件 为 它 是 可 
分 离 的 有 具有 可 数 的 半 范 数 生 成 组 ， 

证 ， 必 要 性 ， 如 果 X 是 可 度量 化 的 ， 则 X 中 具有 可 数 零 邻 域 
基 ， 这 个 基 中 邻 域 的 绝对 凸 包 的 Minkowski 泛 函 显然 组 成 可 数 
的 半 范 数 生 成 组 . 

хө. р.) (nEN) 是 半 范 数 生成 组 ， 这 表示 集 族 

= {4ЕХ: „пах 2,(#)<п'} EN) 
构成 X 中 的 可 数 零 邻 域 基 , 对 于 任意 的 x,yEX, А 
Ее С 

容易 验证 ， 用 公式 (4) 定 义 的 函数 ре, 幻 是 度量 。 我 们 来 证 
明 ， 由 这 个 度量 生成 的 拓扑 与 局 部 凸 空间 原来 的 拓扑 一 致 ， 因 
为 局 部 凸 空 间 X 具 有 可 数 的 零 邻 域 基 , 所 以 , 只 要 验证 在 Х 中 序列 
za~>0 的 充 要 条 件 为 PCzw 0) -0， 序 列 名 = {ps(zm)} ?1(mEN) 
可 以 看 成 是 空间 s 中 的 元 素 ， 因 为 在 空间 s =, 90 ЕЕ 
p(zw 0) 一 致 , 而 在 s НК ВЫ СВ 1.3.2), ВЕЛ 
Plzm 0) 20 当 且 仅 当 对 于 任意 的 nEN, pu(zn)->0， 由 集合 Zu 的 


形式 推出 , 在 X 中 收敛 zn 二 0 也 是 同一 个 意义 ， 定 理 证 毕 . 

与 局 部 凸 空间 有 关 的 许多 概念 , 用 半 范 数 生 成 组 术语 来 表示 ， 
具有 简单 和 直观 的 意义 ， 设 {pe) (EES) 是 一 组 半 范 数 ， 产 生 了 局 
部 凸 空间 X 中 的 拓扑 ， 从 定义 直接 推出 下 列 命 题 : | 

І. 有 向 列 {tzs) (aE4) 收 化 于 局 部 凸 空间 买 中 元 素 z 的 充 要 
条 件 为 对 于 任何 ЕЕ р:(.—2)-20. 


П. 集合 BCX 的 有 界 性 等 价 于 对 于 任何 268, (0): 
xzEB} 是 有 界 的 . 

在 1.3 中 引进 的 空间 507), С(В'), Б[а,51, 1, их 
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ій]. 空间 5СТ, Х, 4) 的 情况 比较 复杂 ， 如 果 (7, >, 4) 不 是 离散 测 
度 空间 , 则 拓扑 向 量 空间 S(T, >, p) 不 是 局 部 凸 的 (下 面 我 们 就 特 
殊 情况 5(0, 1) 证 明 ); ДОН и 是 离散 的 , 则 S(T, 之, 4) 是 局 部 
пча (8]. ВЕНЕ р 离散 ,2 是 原子 集合 , 则 拓扑 向 量 空间 507, У, 
4 与 拓扑 癌 量 空间 s(T*) 同 构 ; 然而 SC 人 7 和 显然 是 局 部 凸 空间 , 故 
507, 二, 0) 也 是 局 部 凸 空间 ， 

在 结束 这 段 之 前 ， 我 们 来 证 明 一 个 命 感 ， 在 后 面 我 们 要 用 


ЯЕ. 


жаз. 在 任何 局 部 凸 空间 中 完全 有 界 子 集 的 凸 包 和 绝对 四 
Ча, 


， 显 然 , 只 须 讨论 绝 对 凸 包 的 情形 ， 设 瑟 是 完全 有 界 集 , 刀 
в Аааа МН 


出 元 素 ,ziEB (15311), ЕС |] «. +7), Ж 25 


ФОТ) 5 К", тои. 1. 4). 有 限 集 {z;}?_: 的 
аА ИЙ), 从 而 ， 它 也 是 在 欧 氏 空 间 K" 中 的 
紧 集 ， 因 为 在 К" 中 收敛 表示 按 坐 标 收 化 ， 而 代数 运算 在 中 这 
续 , 所 以 恒 等 柑 入 K">X 是 连续 的 ， 因 此 集 4 在 X 中 是 紧 的 , 从 
而 它 是 完全 有 界 的 (定理 1. 4), 

因为 4+y ВЕНА В, ЭН САУ. НАЯ 


完全 有 界 的 ， 故 存在 元 素 yjE4(1<j 志 jo), ВАС 0 (у; У). 


最 后 得 到 已 C4 上 VC (+2), 所 以 , 55 АН, 定理 
- ј =1 


证 毕 . | 
由 定理 3 并 利用 定理 1. 4 得 ; 

推论 ， 在 所 完备 局 部 悟空 间 中 任何 预 紧 集 的 闭 止 包 和 闲 绝对 
ЕЖ. 


о чать 
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2. 2， 在 这 一 - 节 中 ,我们 研究 Hahn-Banach 定理 的 解析 形式 
在 局 部 凸 空间 理论 中 的 应 用 . 特别 证 明了 在 局 部 止 空间 中 具有 许 
多 线性 连续 泛 函 这 一 重要 性 质 

首先 指出 ,线性 泛 函 了 在 拓扑 向 量 空间 多 上 连续 的 充 变 条 件 
为 它 在 零 处 连续 . 事实 上 , 设 在 零 处 连续 且 在 X 中 有 向 列 zs->z， 
则 f(z0) ба) = (а, 2)->0, 

引 理 2， 在 拓扑 向 量 空间 X 中 的 每 二 个 超 平面 W， 或 者 是 闭 
的 ,或 者 在 X 中 稠密 ，. 超 平面 М= (а: а) = ЛЯНЕ 
Е Ў ЖЕ 

证 ， 设 М=:+Н, КФН у. зат НЛ 
闭 的 , 则 它 应 在 Хр, НАМОНЕНАНИВНЕЖС 51 
я П.2.1). ње М.Н 得 到 第 一 个 命题 . 根据 定理 了 2.1 
要 证 明 第 之 个 命题 只 要 证 实 ОБИ Жи: 
续 ， 如 果 了 了 连续, 则 (О, 因为 集 {0} 是 玖 中 闲 集 ， 反 之 , ВН 
= 广 !(0) 是 闭 的 ， 只 要 证 明 泛 函 f 在 零 处 连续 ， 设 7560 (否则 
=0 连续 ),7= {z:|f(z)|<a}，(s 之 0)， 如 果 我 们 能 证 明 V 是 处 
中 的 零 邻 域 ， 则 我 们 得 到 了 在 零 处 连续 ， 因 为 9， 所 以 可 以 找 
”到 点 zoEX 使 得 f(zo) 二 e， 由 于 五 是 闭 的 , 故 存在 平衡 零 邻 域 0， 
使 得 (ze 十 Z 门 吾 = РН, ОСУ, ВИ, 是 零 邻 域 . 
假设 不 然 , 即 可 以 求 出 20, 使 得 |f(x) | 之 e， 则 y= 一 ex/f(z)EU 
В. Кит =Ка-е=0, Ну +0) ПН, 从 而 得 出 矛盾 . 

定理 4 (Hahn-Banach 定理 的 几何 形式 ). 设 XX 是 拓扑 向 
县 空间, 是 站 中 的 线性 子 集 ，zoEX， 如 果品 是 处 中 非 空 出 开 子 
集 ,与 +B 不 相交 , 则 在 X 中 存在 阅 超 平面 Н, 它 包含 Е, 县 
与 0 不 相交 
”证 ， 首 先 设 和 是 实 空间 .我 们 可 以 认为 0EU, 部 也是 零 邻 域 . 
如 果 需 要 可 以 利用 平移 变换 .用 Pp 表示 集合 的 Minkowski 泛 
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А. РУКИ Р= 多 (zu В). ЖЕ БР Н. 
根据 定理 I. 2. 2 存在 了 上 的 线性 泛 函 fo, В 700) = ЕМ ра) 
二 1， 我 们 来 验证 , 对 于 任何 = Дт УСЕ) Ў (а) р(х) А] 
样 的 4<p(4zxo 十 办 ， 因 为 当 4<0 时 这 一 个 不 等 式 显然 成 立 ， 所 
以 , 只 要 证 明 , 对 任意 的 人 之 0, 下 式 
Қ) 

成 立 . | 
”由 引 理 1 这 个 不 等 式 表 示 ze 十 9g/ АКИ. 25 у/АЄЕ, 所 以 这 
个 关系 式 成 立 ， 

根据 Hahn-Banach 定理 的 解析 形式 (参见 定理 П. 4.1), 在 XX 
上 存在 线性 泛 函 f。 的 延 拓 У, 并 对 任何 zxEX， 不 等 式 jz) 委 2(2) 
成 立 . | 
Врт) < (а) <р) Н.И 是 零 邻 域 ， 所 以 泛 函 在 X 
上 连续 ， 这 时 , 根据 引 理 2, НЕГО ХИН, ША, 
五 zo+B， 我 们 来 验证 万 NM0= Ф, 事实 上 , 如 果 260, | рСа) 
过 二 而 如 果 тЄН, Д1 1 70а) Србе), 从 而 对 实 空间 X 定理 证 毕 . 

现在 设 X 是 复 空间 , 我 们 可 以 认为 0Exo 十 EB， 即 zo 十 如 是 线性 
集 , 否则 可 以 利用 平移 变换 、 根 据 上 面 的 证 明 , 存在 闲 实 超 子 空间 
五 ,， 使 得 五 /二 Xo 加，HNU= WB， ЖЧ П. 2.2, 万 = 万 ,站 
(i 五 ,) 是 超 子 空间 , 而 且 , 及 显然 满足 定理 要 求 . 

定理 4 在 任意 拓扑 向 量 空间 中 成 立 ， 但 要 应 用 它 时 要 求 存在 
ИУ, 而 这 多 数 正 是 在 局 部 凸 空间 中 . 定理 4 有 许多 应 用 , 我 们 
放 到 下 一 段 去 讨论 ， 现 在 给 出 Hahn-Banach 定理 的 一 些 推论 . 

设 XX 是 局 部 凸 空间 , 和 是 X 中 的 线性 子 集 , 把 和 中 的 拓扑 请 
导 到 X。 显然 使 之 成 为 局 部 凸 空 间 . 

Же. ШЛ ХИАМ, ДИЕТЕ X 上 的 连续 


• 了 II， 


ВЕНУ, БЕН ЛА. 
证 ， 由 于 fo 的 连续 性 , 存在 绝对 凸 零 邻 域 VU， 使 得 在 UV 站 XX。 
上 |f(z)1<1， 这 时 , 在 X。 上 |f(z)|<pv(z). 根据 定理 .4.2 
f， 具 有 在 整个 X 上 的 延 拓 了 使 得 |f(z)|<<Pv Со), 所 以 了 连续 . 
推论 Е 


vv А rr A 


mr 


证， 在 由 点 负 所 产生 的 一 维 向 量 空间 Xo 上, Ф Аба) 
二 Ap(x0o)， 然 后 根据 定理 II. 4.2 把 fo ЕХ Е. 

推论 3， 设 X 是 局 部 凸 空间 ， 如 果 对 于 XX 上 任何 连续 线性 泛 
У, f(z)=0, 则 z=0. | 

Е т О 
0， 这 时 , 由 推论 2 可 以 求 出 f 使 得 f(z) 冯 0. 

推论 3 建立 了 局 部 凸 空间 的 最 重要 的 性 质 ， 即 存在 是 够 多 的 
连续 线性 泛 函 ， 与 此 有 关 的 讨论 ， 我 们 在 下 一 闻 中 进行 。 在 拓 提 
向 量 空间 X 中 连续 线性 泛 函 全 体 构成 的 集合 记 为 X*， 并 称 它 为 
(关于 МЗ, ШИ, ХУВИА Е, ВИЕ 
明了 , 如 果 X 是 局 部 四 空间 ， 则 和 X* 区 分 X 上 的 点 ， 在 拓扑 向 量 空 
间 中 可 能 出 现 X*= {0} (但 有 不 是 局 部 由 空间 的 拓扑 向 量 空间 XX 
的 Х* 也 区 分 X 上 的 点 ). 

我 们 来 证 明 ， 拓扑 向 量 空间 S(0，1) 中 任意 连续 线性 泡 函 等 
32%. \ fe(S(0, 1))*，f 关 0， 因 为 特征 函数 积分 的 线性 组 合 在 
$(0, 1) 中 稠密 , 所 以 , 对 于 任何 «Є 可 以 找到 区 间 A,， 基 长 度 小 
于 1/4, 使 得 fFCXYA,)= 68. 尖 0. 如 果 z= Ха, 16。 则 按 测度 z,~>0, 因此 
由 于 了 的 连续 性 有 Саа) -一 0、 另 一 方面 f(z,) 一 1, 从 而 得 出 矛盾 . 

在 这 一 段 结束 之 前 ， 我 们 还 引进 一 个 记号 ， 如 果 入 是 局 部 凸 
空间 ， 用 XX 和 表示 X 上 所 有 连续 实 线性 泛 函 的 集合 ， 如 果 导 是 实 
的 , 则 双色 一 XX*。 

• 112 • 


2.3. 这 里 我 们 给 出 关于 用 线性 连续 省 函 分 离 凸 集 的 两 个 定 
理 . 它们 在 吓 分 析 及 其 在 数理 经 济 学 的 应 用 中 有 许多 应 用 (参见 
Гольштейн, Иоффе 5 Тихомиров № Nikaito). 

设 有 和 也 是 局 部 止 空间 Х 的 子 集 , 如 果 存 在 泛 函 JEX 使 得 

sup{f(x): EE}<inf (f(x) :rEF)} (5) 
则 称 它们 是 可 分 离 的 , 如 果 (5) 式 是 严格 不 等 号 ， 则 称 刀 与 也 是 可 
严格 分 离 的 ， 这 个 定义 关于 加 与 了 的 不 对 称 性 是 表面 的 ， 只 要 把 
ЛЫ, Е 与 也 可 交换 位 置 . 

引 理 3， 如 果 刀 是 局 部 山 空 间 XX 中 的 开 集 , ГЕХ*, ГО, № 
РЕК. 

_ Е ЖЖ 2, 则 一 x 是 零 邻 域 , 从 而 是 吸收 集 . 因为 520, 

所 以 可 以 找到 xoEX， 使 得 f(xo) 1. Е А20, ч дА 
时 ， 有 JzoEB 一 z， 从 而 当 |4| 志 4 时 f(z) 十 4Ef(B)， 而 这 表示 
f(B) 是 开 的 . 

定理 5。 设 万 是 局 部 山 空 间 XX 中 具有 非 空 内 部 Е а, 
是 XX 的 非 空 册子 集 , ENF HB， 则 如 与 万 可 分 离 ， 如 果 召 与 
是 开 的 ， 则 它们 可 严格 分 离 . 

证 ， 由 引 理 1 的 推论 , ЖЕ о. НАЖАС ЕЕ 也 是 
凸 的 , 且 因 为 N= ©, 它 是 开 的 , 并 且 不 包含 零点 . 这 时 , 根据 定 
理 4, 可 以 找到 闭 的 实 超 子 空间 Н, 使 得 0E 吾 Н(ЕЬ-РПН=Ф. 
Н (2:76) 0), Ж СХ, 集合 ЕР) ру, ВЕ 
是 及 中 的 区 间 ; 0&f(B 一 F)， 可 以 认为 (8 一 也 ) <0, 否则 可 以 变 
个 符号 ， 这 样 , sup{f(z):zEB}<inf {f(z):zEF)}， 又 由 于 EB 在 思 
中 稠密 (参见 引 理 1 的 推论 ) 并 且 泛 函 是 连续 的 ， 故 得 与 也 可 
分 离 ， 
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ИЖЕ Р АТЖ, 则 根据 ?| 理 ЗЕ) КРУ В 中 的 开 


区 间 ， 由 此 得 严格 分 离 性 . 
在 局 部 凸 空间 X 中 具有 非 空 内 部 的 闭 凸 集 叫 项 四 体 ; веж’ 


局 部 由 空间 X 中 的 子 集 . ЭЕ ХЕХЕ СВЕЖ. 


如 果 存在 ЛЕВ 使 得 f(zo) 一 4， 并 且 加 包含 在 {z : Га) А) 或 
(а: f(z) 之 加 之 中 ， 同 时 实 超 平面 {z: опажа 
ЕЗЖЕН. | 

推论 ， 如 果 C 是 X 中 的 凸 体 , 则 对 于 C 的 任何 边界 点 , 存在 支 


ЖЕ | 
. 设 wo 是 C 的 边界 点 ,如果 在 定理 5 中 取 =0, 了 = te 中 


и. 


定理 6。 设 如 与 也 是 局 部 凸 空间 X 中 两 个 所 不 相交 的 非 室 点 


子 集 , ЕН ИЕН, ПЕ ЕЖУ, 则 如 与 了 可 严格 分 离 . 
证 ， 我 们 来 证 明 , 存在 凸 开 零 邻 域 UV， 使 得 集合 古 +UV 与 十 
乙 不 相交 ， 因 为 这 两 个 集合 是 开 和 凸 的 , 则 由 定理 5 立即 推 得 . 
只 要 证 明 存在 绝对 凸 开 零 邻 域 忆 , 使 得 (B 十 V) 由 7= © 即 可 . 
因为 , ЖЕНЕ И = (1/2)7 ЖЕНИ ПСЕ 0) =. ЖЕ, 如 
Ж == а (1/2), = + (1/2)о„, 其 中 eaEB ЕР, on о.ЄУ, В Ь= 
2 (Ию (ЕН) ПЕ. | 
НЗ ХФ Е, ПЕРОН УС, 
ЖЕТУ) ПЕ 0. 4, (ЕТУ) ПЕ: УС) В р усо 
的 闭 子 集 系 ， 因 而 , ЕЛЕ СР, 使 得 СЕ ТУСВЧ-2У, 对 于 任 
ВРЕ 成立 ， 从 而 zo 是 的 极限 点 ， 又 因为 加 是 闭 的 ， 所 以 
zoEB， 但 根据 假设 召 站 P= 2, 得 出 矛盾 , 故 定理 得 证 . | 
推论 ， 如 果 至 是 局 部 凸 空间 X НиТ, 2098, 则 存 
在 fEX*， 使 得 对 于 所 有 的 «ЕЕ ж | }(#) [<1 及 Ref(zo)>1.， 
证 ， 因 为 单 点 集 (zy} 是 紧 的 ， 所 以 ， 根 据 定理 6 存在 实 泛 函 
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ЄХ в, 1924 «ЕР 1 9(2)<1 + Н.9(0)>1. АЖЕН, 
所 以 当 СЕ В} |9(=2)|<1. ЖХ зе 9 == |, ДА РС) = 0902) — 
$9(12). 再 利用 证 明定 理 П. 4. 2 的 方法 , 对 于 任何 СХ, "ПА 
到 ОЕВ (#43 | 1 (2) | =е**1 (=) = (ех). РИ, Ге") =9(е*) 
Н.е*’зЕВ. ШЖ) | =9 (еа) 1. 

利用 分 离 定 理 可 以 证 明 Крейн-Мильман Е ЯН. 

设 хо < тА А Х 中 山子 集 吾 中 的 点 , 如 果 从 关系 式 zo 一 42 十 (1 一 
Я) 4, =, УЕ, ОА < 1, БН г=у=х, 则 称 它 是 极点 或 边缘 点 . 换 名 话说， 
如 果 xzo6 吾 不 是 端点 在 吾 中 的 线段 的 内 点 , 则 它 是 极点 ， 例 如 , 平面 上 正方 形 
顶点 是 极点 , 而 任意 的 其 他 边界 点 不 是 极点 . 

定理 (Крейн-Мильман), (19 5901927 [81 Х Ч: Ее тж 
жай, 

定理 7 的 证 明 可 以 在 教科 书 Schiffer-I 中 找 到 , Крейн-Мильман 定理 
的 各 种 应 用 和 详细 说 明 可 在 Phillips 书 中 找到 .极点 的 概念 在 最 优化 及 其 
在 经 济 问题 中 的 应 用 有 很 大 的 作用 . 


3. 对 в 性 


本 节 我 们 研究 局 部 凸 空间 与 它 的 线性 泛 函 空间 之 间 的 关系 . 

3.1. ХЕК БЕН, ХБК н, Хх. 
中 的 子 集 立 叫做 在 X 上 是 全 的 ， 如 果 对 于 所 有 的 fEY， 由 f(z) 
= 0 推出 z= 0， 我 们 指定 和 + 中 的 一 个 全 线性 子 集 Y ВН 
《X,Y) 为 处 于 对 偶 关 系 的 向 量 空间 对 , 或 称 为 对 偶 对 ， 例 如 , 如果 
X 是 局 部 凸 空间 , 则 (X, ХУ СХ, ХАН. 


СХ, У 是 对 偶 对 ， 由 半 范 数组 р(х)= | (г) С] ВОН 
Y) 在 X 上 产生 的 局 部 凸 拓扑 叫做 由 YY 确定 的 入 ФР, 9 
o(X,Y) 表 示 〈 由 于 Y 是 全 子 集 ， 这 半 范 数组 满足 8 2 中 的 条 件 
(3)). 

集合 

{2: „80р[7.62)1<1) (fiEY) 


构成 拓扑 о(Х, У) АВ. РЯ Ха) 
(Х, o(XX, Y))， 我 们 指出 ,拓扑 90° У) 与 对 偶 关 系 4 和 ,YY > 协调 . 
引 理 1. 如 果 Г, р, .”. ,fn НЕ X ВЫ 


ммм 


ААА -~ 


(3, Е=1, 2, -**, п), 


Е Е 如 果 п =1, 

因为 РИ 可 以 求 出 x,EXX, 使 得 1) =1 да 即 所 要 求 的 

元 素 组 .现在 讨论 и>1 的 情形 假设, 沁 国 个 数 小 丁 %* 料 可 以 找 

出 双 正 交 元 素 组 ， 我 们 来 证 明 , 在 此 假设 下 存在 元 素 x,EX, 使 得 

Ў. (=) =1, ра) ==], (а) =0 (1) 

为 此 , Э БЕ ВА Р, +, Р, ЖЛЕ ЗВ ОН д», …，zaEX， 对 于 
每 个 zEX, 下 列表 示 式 成 立 : 


љ 
= Јата, (2) 
Е = 2 


其 中 >* 是 这 样 的 元 素 , 使 得 Р (27) = р, (00) 0, ВЕ 设 
о, = (т) (&-==2, --*,п), (3) 
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МР т ег 之.%sz'sp， 有 
k=2 


f(t)=fA7)— јо, (2) =ау—0=0 (j=2,., т), 


我 们 指出 , 系数 о, 由 元 素 z 唯一 地 确定 , 只 要 对 (2) 式 两 边 取 
证 函 方 (7—2, ---, о. | 

现在 假设 , 不 存在 元 素 x,EX 满足 (1)， 这 就 是 说 , 对 于 г'ЄХ, 
如 果 f(z 二 … 二 a(x 站 =0, 则 天 (x) 二 0， 由 此 与 (3), 我 们 可 以 
从 (2) 推 出 , 对 于 任意 的 xEX， 


Ва) = Daf (а) БА) = УСА) 


其 中 A = f(x’) (4 一 2， ””, п). 因此 ， = УСА, Р, 这 与 泛 国 Ў, 


Р, … 访 的 线性 独立 性 相 矛 盾 ， 于 是 ,元 素 x 存在 ， 用 类 似 的 方 
法 可 以 证 明 , 存在 元 素 +2,…, xnEX 使 得 
folxi)=1, Ра) =0 
(772; j=1,2, ,Nn Е=2, 06, т), 

引 理 证 毕 ， 
(X,Y))*=Y. 

证 ЖЗЛ o( 针 ,YY 了) 定义 方式 本 身 可 知 ， 每 一 个 线性 泛 
ра fEY 是 空间 (X, (Хх, ХВ ЕЕВИ ВА. 

М”, В Ре СХ, о(Х,Ү)) РЕ А. ЖА 
=}: -1,1) 4 (Х, о(Х,У)) т. ХНА 
Ва 了, fo，,…, Г, 使 得 


ж) 在 复 标 量 域 情形 , ВДЕ 12 Са «ІНЕ 1,1]. 
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> Пу, (И, = р 1—1, 1р); k=1, 2, ~...) (4) 
b=-1 


同时 可 以 认为 泛 函 Г, Р, е, fr 线性 独立 ， 事 实 上 , 如 果 泛 函 中 有 
一 个 , 例如 f, 是 其 余 各 个 泛 函 的 线性 组 合 : 


Ў,= Хоф, (а;=0; Ез= т; 3=1, 2, ..., т), 
= 


则 7.2 2 


у, 


因此 , 在 (4) 中 交集 里 没有 六 也 行 ， 与 引 理 1 对 应 , 可 以 求 出 元 素 
Yi 15, ***, ї.ЄХ, 使 得 


0, ] Ё, а 
ра) ) 2% (9, &=1,2, ++, п), 
1, 7, 
对 于 每 个 元 素 xEX, 我 们 有 表示 式 
2 = > а, |1’, (5) 
k=1 
其 中 | 
= ь(х), },02')=0 (= 1, 2, ..., п), (6) 


ДЕБ) і 7 ТЕНЕ 
х) = >В) СВ, = }(ж,)3 Е= 1,2, -,®) (7) 
К =1 


我 们 来 证 明 Г(х')=0. ЖЖ, 1) 560, УТОК «0, 
Ж |3092") 121, 即 az'&V, 因而, 由 于 (4) ЕЖЕ, аА, 
这 与 关系 式 (6) 矛 盾 . 


于 是 , (7) 式 给 出 f= Зорь. М ЛЕХ =1,2, 5, п), 
h=i 


此 推出 fEY. 证 毕 . 
Ж. 由 上 面 证 明 的 定理 推出 ， 如果 在 立 中 可 分 出 全 线性 子 集 
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У, 它 与 整个 Y ЖЕ, Шо СХ, У) 实际 上 比 拓扑 0 (X,Y 了) 弱 . 
ЖЕ КМ. РНР о(Х, ХЕ ТЖУ. 

ВХ д тут а], 其 中 拓扑 为 r ， 显然 ， 弱 拓扑 а(Х, Х*) 
Ш: т 99, 所 以 , 每 个 弱 闭 集 , 即 在 空间 (X, СХ, Х*)) УЖ 
在 空间 站 中 也 是 闭 的 .反之 一 般 不 成 立 , 然而 下 列 定理 成 立 . 

定理 2。 在 任何 局 部 号 空间 关中 任何 号 集 按 拓 扑 + 的 财 包 
пайа. 

证 .只 要 证 明 , 任何 +r- 闭 的 同 集 吾 是 弱 闭 的 .根据 定理 2. 6, 
对 于 任何 #6 Е, 可 以 找到 六 БАЕТ В 0. 使 得 sup (9:9): 


9ЕЕ} =0,<9.(2). +, Е= 门 (yEX: 9.(у)<а,}. 显然 , 每 


ЧЕ 


—ЛЖА{9ЕХ: д. (у) <а,) 5], Е 6999]. 

推论 1 ПЕРЕМЕН ВЕ 取 
的 闲 包 是 重合 的 . 

推论 2， 设 r, 与 ra 是 НН Нить 


{>}, о 信和 re 

Ш. мо 显然 落 在 集 {zs} 的 r,- 闲 凸 包 妃 中 ， 由 推论 1 知 , Е 
3 (2.) й т-а, х 是 co(fzo)) 的 ro- 极限 点 . 

推论 3. 设 X 是 局 部 局 空间 ，X。 ХФ РН, 则 : 

1) ЕЯ о(Хь XB) 与 空间 (X, 0(X，X*)) 在 XX。 上 的 诱导 
拓扑 一 致 . | 

2) ШХ.ЕХ НИ. ДРЖАВЕ (Х, о(Х,Х*)) 中 相对 
Ж, ШЕ ЕП Хи 也 在 (Xo, охо, ХОА. 

证 ，1) 因为 泛 函 fEX* 局 限于 X。 上 也 是 连续 的 ， 所 以 在 X。 
上 上 有 а(Х, Х*)<о(Х,Х. ЖЖ © В Hahn-Banach 
定理 推出 (参见 定理 2 )， 据 此 定理 任何 泛 函 foEX$ 可 以 延 拓 为 泛 
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6 ЛЕХ*. 

2) 因为 由 推论 1 子 空间 Xo 是 оС, ХМ, ИЖЕ П 
Хо 在 (X, o(X,X*)) 中 的 闲 包含 在 Xo 中， 由 命题 1) 得 出 , 这 个 
闭 包 也 是 o(Xo, X})- 紧 的 . 

按 能 拓扑 有 界 的 集合 叫做 弱 有 界 的 ， 

定理 3，. 在 局 部 四 空间 XX 中 的 有 和 界 集 与 (X, c(X, X*)) 中 的 

我 们 不 去 证 明定 理 3 了 (参见 Schiffer-1)， 在 第 八 章 中 我 们 
对 其 重要 的 特殊 情形 , 即 当 X 是 赋 范 空间 时 来 证 明 此 结论 , 

3.2. ЕХ, УХЕ ИМЕЯ, 对 于 BCX, 我们 定义 

Е°= {fEY: 对 所 有 的 xcB，|f(z)| <. 

子 集 8°CY 叫做 集 加 的 极 ，。 

再 给 出 一 个 定义 ， 对 于 任意 的 集合 CX, 在 石上 取 值 为 0 的 
泛 函 金 体 构成 的 集 叫 做 零 化 子 Е ША, ЗЕТЕ осу, ХИ 
线性 集 . 下 面 的 引 理 给 出 了 极 的 最 简单 的 性 质 ， 其 证 明 留 给 读者 
自行 完成 ， 

引 理 2，1) 如 果 Е.С Е», И СЕ}. 

2) 如果 4520, САЛЕ)? = 人: 

3) (0 ғ) = П. 

#е= $е= 

4) 如 果 妃 大 入 中 的 线性 集 , ШЕ 与 零 化 子 如 重合. 

在 研究 极 的 更 深刻 的 性 质 之 前 , 我 们 给 出 一 个 注解 , 它 对 今后 
的 讨论 极为 重要 . 设 (X,Y 是 对 偶 对 ， 每 一 个 元 素 >EX, 我 们 可 
以 把 它 看 成 是 在 立 上 用 公式 

FP=Fz) (Є) 


ж) 参见 在 1T.2, 2 中 泛 函 乘 以 数 的 定义 。 
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ВЕНА Р, 

因为 了 在 X 上 是 全 的 ， 所 以 映射 ry: 2ЕХР, ВХ ЗУ 
中 某 个 线性 子 集 上 的 线性 同 构 ， 映 射 ту 叫做 X 到 六! 中 的 典型 
诺 入 或 自然 嵌入 , 以 后 将 在 定义 赋 范 空间 自 反 性 时 起 重要 作用 . 现 
在 还 要 指出 ,我 们 可 以 把 X 看 成 在 YY 上 定义 的 泛 函 所 成 向 量 空间 
的 全 子 集 ， 此 外 ，《Y，Xy》 也 是 对 侦 对 ， 所 以 在 了 上 定义 弱 拓 站 
a(Y,X), 对 此 可 以 应 用 上 面 得 到 的 所 有 结论 . 

引 理 3， 如 果 轧 CX, 则 Е° 绝对 山 且 oC(Y,X)- 闭 . 

证 绝对 凸显 然 成 立 , 而 能 闲 性 可 以 从 下 列 公式 推出 : 


Е°= [feY: ПКП. 


设 (X，Yy 与 (Y，Z 是 两 个 对 偶 对 ， 并 且 XCZCY+， 如 果 
ECX, 则 称 极 "在 Z о Е Е ЕО. 

№84. ЖЕСХЕ РНИИ Е°° 与 集 书 的 c(Z,Y)- 闲 
Е. 

证 . МЕСЕ", ОЖТ Е о (2, У)- 闲 绝对 凸 包 ， 
8183, Е°°>@. ЖРЕТ, Роба, ИЖЕ 2.6 的 推论 
存在 泛 函 pe(Z，o(Z, Y))*， 使 得 Rep(Po) 之 1， 且 对 于 PEG， 
1p(F)1 壹 1， 根据 定理 1 可 以 求 出 fEY， 使 得 对 于 任何 РЄ, 
ФОЕ) = (Р). 0 ЕСО, ВТ fEB*， 另 一 方面 ，| (FW) | 之 Re 
f(F0)>>1, 由 此 РЗ Е°°. Е, ЕСО, 也 就 是 说 , Е°°= 0. 

定理 4 叫做 双 极 定理 ， 如 果 乙 =X 或 乙 =Y*， 即 得 两 个 最 重 
要 的 特殊 情形 ， 由 定理 2 与 4 得 : 

推论 1 如果 XX 是 局 部 凸 空间 ， 在 X* 中 取 集 如 的 极 五 ,在 

设 X 是 局 部 凸 空间 .X ИТ ЕЖУ, 如 果 9 (Е) 一 X. 

我 们 指出 , 是 基本 子 集 的 充 要 条 件 为 B+=={0}. 


» J21+ 


Еур 2. А ч А] Х 中 的 任意 子 集 , 则 元 素 zEX 属 
ЕР (В ЕЕ ЕР ЕВ, f(z)=0, 其 中 如 是 X* 中 
的 零 化 子 . 

证 ， 由 引 理 2, (Е) = СЕ)" 根据 推论 1, (Е) °° = (8), 
因为 (ВЕНЕ, 所 以 名 (8)" (Е) = (Е). 9 
看 出 B+ 二 纪 (8)+, НАНА Е = СВ). 证 毕 . 

象 以 前 一 样 , ВЕС, YY) 是 对 侦 对 ， 召 在 六 中 的 性 质 与 极 "的 
性 质 有 密切 的 关系 ， 

在 空间 (X, оСХ, Ү)) "Я. 

证 ， 必 要 性 ， 研 究 空 间 (和 , o (X,Y)) 中 的 零 邻 域 斑 ， 可 以 认 
ЖГ=у (В) ({ЕУ), К В={2ЕК: |2|<|. ЖАТЕН 
ЕРО, ВУ = (Р. ВЕЕ, м 
以 , НЕА ЛУ 20 有 村 EE， 由 此 再 取 极 后 即 得 

1 
A 
这 个 关系 式 表 明 ЕЕ НЯ, 从 而 集 CE" “更 是 有 界 的 ， 

充分 性 ， 设 fEY， 研究 邻 域 了 = 广 !(D)， ДЖ ЕСХ Е 

Я Ж, 则 存在 4 二 0, 使 得 ЛЕСУ. 到 极 后 得 


1-Е" (АЕ)° ОР, 


V = ИЕ”. 


但 fEV"， 于 是 4fEB"。 这 就 证 明了 “是 吸收 集 . 

3.3， 设 (X,Y) 是 对 偶 对 ， 研 究 关 于 集 XX 拓扑 化 的 问题 ， 极 
这 一 工具 建立 了 中 的 集 与 站 中 的 集 之 闻 的 联系 , 由 此 ， 利 用 这 
工具 来 拓扑 化 是 很 适当 的 ， 即 我 们 取 У 中 某 些 集合 的 极 全 体 作为 
产生 局 部 凸 空间 拓扑 的 邻 域 系 ， 为 了 构造 满足 定理 2. 1 中 条 件 的 
ЖА, 考虑 到 定理 5 的 结果 , 应 对 Y 中 的 这 些 集 合 提 出 有 界 性 要 求 . 
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于 是 , 设 1 是 立 中 任 一 组 c(Y,X) 有 界 集合 , 并 满足 条 件 : 
) 集合 1Ј 4 在 (Y, c(Y,X)) 中 是 基本 的 ， 


Я 8, 表示 见 中 集合 在 Х 中 的 极 的 全 体 ， 我 们 指出 ，B, 满足 
定理 2. 1 中 的 条 件 (1)， 取 zEX， 并 假设 ， 对 于 它 这 个 条 件 不 成 
立 。 这 时 , 对 于 任何 FE 及 任何 4>>0, Ж СЛУ, К-У = 
4 ,其 中 АЄИ, ШТ ЈЄА, |1 (вх) |<1 (nxEN)， 由 此 ,如 果 ЈЄ 


站 4, 则 fCz)=0， 故 由 定理 4 推论 2 得 x=0. 


AETL 


РЖ, ЖАВ, 满足 定理 2. 1 中 全 部 条 件 , к Х 成 为 局 部 山 空 
іі. 22 世上 的 拓扑 叫做 П 中 集 上 一 致 收敛 的 拓扑 ， 或 叫做 只 - 
Шан, 

ИА РЯ; 

П) 如 果 4, ВЕМ, 则 存在 ССМ 使 得 4UBCC; 

Ш) 如果 АСИ, 则 对 于 任何 ДЕК, ДАЙ. 

则 容易 指出 , 加。 是 一 致 收敛 拓扑 的 零 邻 域 基 。 这 个 拓扑 也 容易 用 
半 范 数 来 描述 , 对 于 任何 4EU, 令 

Р'’.(т)=зир{|{(2)|: 264}. 
Шр. ЕЖА А?) Minkowski Е, ШБ (р: АЕМ} 
确定 了 了 -拓扑 . 

有 从 飞 的 各 种 可 能 的 拓扑 中 ,姑且 指出 二 种 .第 一 种 ， 取 所 有 
可 能 的 单 点 集 作为 И, 同时 , ПОСТЕ ЗЕ о СХ, Y)、 第 二 
种 ， 取 所 有 o(Y, 义 ) 有 界 集 作为 U， 对 应 的 拓扑 叫做 强 拓 扑 ， 并 
记 为 h(X,Y)， 我 们 已 经 知道 , У(Х, с(Х, Ү)) Жду У, 而 与 
(X, F(X,Y)》 共 轿 的 可 能 是 买 * 中 更 广 的 子 空间 ， 自 然 会 产生 描 
ЖУ <Х, У) 协调 的 所 有 -收敛 拓扑 的 问题 ， 我 们 在 下 
段 中 来 解决 它 ， 暂 时 只 作 几 个 注解 . 显然 ; X 与 Y 可 以 交换 位 置 ， 
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并 给 ҮД- 致 收敛 拓扑 . 

受 买 是 局 部 凸 空间 . 如 果 对 于 任何 2220 可 以 找到 买 中 的 零 邻 
最 可 全 得 对 于 任何 ZED 及 EGCX*，|f(z)| 过 e, 则 称 子 集 G 是 
等 度 连续 的 ， 显 然 , X* 中 集合 是 等 度 连 续 的 充 要 条 件 为 它 包含 在 
Х 的 某 个 零 邻 域 的 极 之 中 . 

定理 6. НЕЕ Е 
致 收 伍 的 拓扑 . 

证 .在 任何 局 部 是 空 间 义 中 存在 闭 绝对 凸 的 零 邻 域 基 3. Ж 
0° (ОСЗ) Я ЕВ, 而 根据 双 极 定理 也” 一 芝 (参见 定理 4 
推论 1 ) 定理 证 毕 ， 

定理 6 表明 给 矛 局 部 凸 拓 扑 的 上 述 方法 的 通用 性 . 

3. 4， 于 是 ,我们 来 描述 与 给 定 对 偶 关 系 协 调 的 所 有 拓扑 . 

引 理 4， 设 和 是 向 县 空间 ， 则 空间 ХЕХ", ХЕ 
省 . 

证 . (7) 是 X* 中 的 Cauchy 有 向 列 ， 则 对 于 任何 zEX， 
{folz)} 是 Cauchy 有 向 数列 , 从 而 对 于 任何 2ЕХ, f(7)=limf。(7) 
ЖЕ. Ш, СХ НР >. 
”， 作 一 个 关于 有 限 维 空间 的 注解 ， 我 们 在 证 明 下 面 引 理 时 要 用 
到 它 ， 如果 我 们 研究 有 限 维 局 部 凸 空间 K"( 参 见 1. 3)， 则 下 列 形 
я | 

=—{{(6) 4 Е (m=1,2,.) 

ваяв Ж, ШААКЕ К" 中 有 界 的 充 要 条 件 为 可 以 求 
出 常数 с>>0, ВЕРА &={8,}1-:ЕЕ 1,2, +6, п, 
12; <е. 38111049, 8 Во]1гапо-Уеетиаз$ 定理 在 К" 中 的 
有 界 集 是 相对 紧 的 . 

5133 5. Б х, ҮУ ЖУНЕ, ИНЫЯ о(Х, Ү)-НЎЖЕ Е 


АА н 


ГРУ ей 
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Ш. ШЕ (和 X,Y)- 有 界 集 , = (zxEX: |f (7)| 志 1, РУ, 
fi 关 0, 5 二 1,2,…,R) 是 (X，c(XY)) 中 仁 一 个 零 邻 域 ， 每 一 个 
4ЕХ вЫ К” 之 中 的 一 个 元 素 ol2D) = (Р.С), е, 
].()). Ш О=У, ШЕ о (@) =0. 

如 果 2Eo(X), 则 oz 十 @) 一 zz 十， 其 中 可 以 取 @ (=) 中 
任意 元 素 作为 д. НУЖЕН, АЖ Е=о(В)Е К" 中 
有 界 ， 因 此 是 相对 紧 的 .根据 Hausdorff 定理 (或 根据 定理 1. 4) 


存在 z，…， 2СЕ, 8 ЕС (zi 十 8)， 但 这 时 , 用 х, ЖЕ 
k=1 
这 样 的 元 素 : о(=х,) = 2} (Е =1, 2, ..., т), 则 得 


сьс 0) (2+9) )- Ш о-',+9) 
к = КЕ! 


从 而 定理 证 毕 . 

定理 7 (Alaoglu-Bourbaki). 如 果 X 是 局 部 凸 空 间 ， 则 每 一 
ДАО О c(X”,X)- 紧 的 ， 

证 ， 考 察 在 X+ 上 的 拓扑 c(X+，X)， 因 为 了 是 X 中 的 吸收 
集 , 则 根据 定理 5 Ех 中 有 界 ， 所 以 也 是 完全 有 界 的 ( 引 理 
5)， 由 于 引 理 4, X* 是 完备 的 , 而 根据 引 理 3 , 0° 是 闭 的 , 则 UV "是 
完备 的 ， 再 根据 定理 1. 4, U0" 是 紧 的 。 显然 U"CX*， 而 在 X* 上 
的 拓扑 о(Х*, Х) Б о(Х*, X) 一 致 , 因此 0° 是 o(X*, 义 )- 紧 的 . 

设 CX, Y 是 对 偶 对 , 用 +(X, YY) 表 示 在 Y 中 所 有 绝对 号 оС, 
X)- 紧 集 上 -一 致 收敛 的 拓扑 ， 由 3. 3 中 所 述 , (X, ТСХ, Y)) 是 局 部 
凸 空间 , 拓扑 тСХ, У) ЩЕ Маскеу 拓扑 ， 


м ммо ем ДАМА 


да 
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ех, №). ШВ, 是 在 和 НЯНИ осу, X)- 紧 集 上 一 致 
收敛 的 拓扑. 

证 ， 如 果 (X, г)* =Ү, И] т 是 集 组 0" 上 的 一 致 收 钱 拓 扑 , 其 中 
U 是 拓扑 + 中 所 有 可 能 的 零 邻 域 .每 个 0° 是 绝对 同 的 ,而 根据 定理 
7, 它 也 是 o(Y, 闵 )- 紧 的 ， 由 此 + 三 r(X, YY 了) ,因为 0(X, У) 
收 敏 拓扑 中 最 弱 的 (与 给 定 对 偶 关 系 协 调 的 ), 所 以 o(X, У) <т. 

为 了 证 明定 理 ， 我 们 还 要 验证 Маскеу #4 "СХ, У) 与 对 侦 
ЖОХ, УУ. Я Х* 表示 (CX, + СХ, Ү))*, Ш Х*У. 我 们 
来 证 明 反 包含 关系 .我 们 指出 , 如 果 吾 是 (Y, o(Y, 外 )) 中 的 紧 集 ， 
则 召 也 是 在 更 大 一 些 的 的 空间 (X*, (和 X*,X)) 中 的 紧 集 ， 在 下 面 
的 讨论 中 , X 中 集 的 极 在 空间 X* 中 取 , Ш Х* 中 集 的 极 在 六 中 有 取 ， 

研究 泛 函 ФЕХ*, ЖАУ = фр), Ж р= (2С: |411) 
是 空间 (X,r(X, У)) |148 5. ОХ, ВЫ Маскеу # ИЕ 
义 , 可 以 找到 У 中 的 绝对 凸 c(Y,X)- 紧 集 4， 使 得 了 二 4 ， 由 此 
УС А°° .由 定理 4, А°°Е АН о(Х*, ХИ. 然而 4 是 ctY， 
X)- 紧 的 , 从 而 正如 我 们 已 经 指出 ， 它 也 是 rr( 居 ,和 )- 紧 的 ， 由 此 
А=4°°, МУ ФЕТ, 所 以 ФЕА, МАШИН ФЕУ. ТЖ Х*=У. 
定理 完全 证 毕 . 

Ж, А Mackey-Arens 定理 开始 对 局 部 凸 空间 理论 作 更 精 
细 的 研究 ， 它 首先 与 吸 围 性 局 部 凸 空间 及 桶 形 局 部 凸 空间 的 概念 
以 及 自 反 局 部 凸 空间 相 联 系 . 然而 我 们 不 去 讨论 拓扑 向 量 空间 的 
一 般 理论 , 而 转 到 详细 研究 赋 范 空间 上 , 这 是 本 书 范 围 内 在 巷 国 分 
析 应 用 中 最 重要 的 一 类 局 部 凸 空间 ， 但 应 该 指出 ， 许 多 泛 函 分 析 
应 用 与 讨论 非 赋 范 空间 的 局 部 凸 空 间 有 关 ， 首 先 ， 广 义 函 数 或 分 
布 空间 在 数学 物理 中 就 有 各 种 应 用 (参见 Bapman 等 ; Fezp 中 at 与 
Виленкин; Гельфанд 与 Шилов; Rudin; Hormander; Schwartz; 
Шуилов-П; Edwards)。 
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第 四 章 赋 范 空间 


§$ 1， 基本 定义 及 赋 范 空间 ”最 简单 的 性 质 

1. 1.。 兢 范 空间 理论 及 其 许多 的 应 用 与 分 支 是 泛 阔 分 析 中 内 
容 最 丰富 的 部 分 , 所 以 , 在 本 书 中 我 们 只 能 提 到 这 一 部 分 的 某 些 方 
面 , 特别 注意 在 泛 陋 方程 解 这 方面 的 应 用 . 

我 们 知道 , 所 谓 向 量 空间 X 上 的 范 数 是 个 非 负 泛 函 | -|, 它 对 
于 每 一 个 元 素 *EX 都 对 应 一 个 数 上 zj 宇 0 一 一 称 为 元 素 x* 的 范 
О 满足 下 列 条 件 ; 

1) [| =0 0 20; 

2) [А=1=1А0151346К ( 范 数 的 齐 次 性 ); 

3) ке (ЕЯ). 

具有 确定 范 数 的 向 量 空 间 X 叫做 赋 范 空间 ， 如 果 我 们 给 予 
它 由 这 个 范 数 生成 的 拓 盾 ( 即 仅 由 一 个 范 数 组 成 的 半 范 数组 所 生 
成 的 拓扑 , 参看 Ш. 2.1), ДХ 变 为 局 部 凸 空间 ， 这 个 拓扑 叫做 
空间 X 的 范 数 拓扑 ， 现在 我 们 来 讨论 怎样 把 局 部 凸 空间 理 论 中 
的 一 些 概 念 和 结果 搬 到 这 个 重要 特殊 情况 上 . 

1) 赋 范 空间 愉 是 可 度量 化 的 局 部 凸 空间 ， 

事实 上 , 如 果 对 于 任何 x,yEX, 令 

р(х, у) =|#—1] 
* ) 赋 范 空间 理论 的 基本 概念 是 由 Banachf11 引 进 的 ,参看 Banach 的 著作 . 


жж) 如 果 同 时 考察 几 个 赋 范 空间 , 则 为 了 使 一 个 空间 中 的 范 数 与 另 一 个 空间 的 范 
数 相 区 别 , 我 们 用 这 个 空间 作为 下 标 , 例如 1х. 
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则 p 是 全 上 的 度量 ， 因 为 ，p (zx,y) =0 #7 |-у[=0, ЖЖ 
件 1) 等 价 于 等 式 x 一 y 一 0， 而 这 也 等 价 于 x=y， 距 离 的 对 称 性 
由 定义 本 身 显然 成 立 ， 最 后 ， 距 离 的 三 角 不 等 式 是 范 数 三 角 不 等 
式 的 简单 推论 : 

pz 二 |z 一 纠 二 xz 一 2 十 (z 一 纪 | 委 | 一 zj 十 1z 一 如 

= р(=, 2) + р(2, у) 

显然 ， 由 这 个 度量 在 上 生成 的 拓扑 与 作为 局 部 凸 空间 的 Х 
的 拓扑 是 一 致 的 . 

да, — =] ->0, 则 称 序列 {z。) 按 范 数 收敛 于 2, ША, 30 
数 收敛 与 按 范 数 拓扑 收 敛 是 一 致 的 . 

2) 闭 球 Bn 一 {xEX: zl 志 1/n)(nEN) 构 成 局 部 凸 空间 的 
零 邻 域 基 ， 

3) [lzl — 9-91. 

这 个 性 质 由 И. 3. 2c) 推 出 ， 

4) zj 是 = 的 连续 函数 , 即 如 果 ww->z Д 1а 021. 

5) 和 集 召 有 界 的 充 要 条 件 为 可 以 找到 一 个 常数 对 , 使 得 对 于 任 
意 的 xEE, || < М. 

这 可 由 2) 及 有 界 集 的 定义 (IIL 1. 4) 推 出 . 

6) 收敛 序列 有 界 . 

这 可 以 由 4) 及 5) 推出 . 

可 以 利用 某 个 范 数 给 出 拓扑 的 拓扑 向 量 空间 (如 前 面 所 述 ) 叫 
做 可 赋 范 的 ， 现 在 我 们 指出 拓扑 向 量 空间 类 中 赋 范 空间 的 地 位 . 

定理 1 (Колмогоров), Hausdorff 拓扑 向 量 空间 天 是 可 赋 
范 的 充 要 条 件 为 在 X 中 存在 有 办 凸 零 邻 域 ro。 

证 .只 需 证 明 充 分 性 ， 可 以 认为 ， 邻 域 Fe 是 绝对 山 和 闭 的 
(否则 我 们 研究 交 ( 一 Vo) 站 Vo). 对 于 zEX, 令 

[=] =р, (т), 
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其 中 ру, 是 集 Fo 的 Minkowski 泛 国 ， 则 gr。 具有 范 数 的 所 有 性 
质 , ВТ [21 = 08 01 — ЖЕ, 我 们 来 证 明 这 条 范 数 性 质 也 
成 立 ， 事 实 上 ,如果 2720, НЯ Х НУ, 可 以 找到 一 个 
零 邻 域 了 ， 不 包含 >， 由 于 集合 Vo 的 有 界 性 ， 可 以 找到 这 样 的 
1>0, УСЛУ, Е, Ш деву, НЕ 1.2.19 
= р.) = 1-р, (49) 5 

М 2150. 

因此 , Х 成 为 赋 范 空间 , 其 中 (再 根据 引 理 JI. 2. 蕊 集合 站 是 
闲 单位 球 . | 

我 们 来 证 明 , Х 中 原 有 的 拓扑 与 由 范 数 定义 的 拓扑 是 一 致 的 ， 
为 此 要 验证 球 的 集合 , 即 形式 为 47o(4>0) 的 集 的 全 体 在 原 有 的 
拓扑 中 构成 基本 零 邻 域 系 ， 这 是 集合 Vo 有 界 性 的 直接 推论 , 因为 
对 于 任何 零 邻 域 了 , 可 以 找到 4220, 使 得 ЛУ, СТ, 定理 证 毕 ， 

А.Н. Колмогоров 的 工作 [也 (定理 1 是 其 中 之 一 ) 考 察 了 抽 
象 拓扑 向 量 空间 ， 

1.2。 现在 举 儿 个 赋 范 空间 的 例子 ， 

1) ЖЕ К”. К" 上 的 范 数 可 以 用 各 种 方式 定义 (它们 
在 某 种 意义 下 是 等 价 的 )。 例 如 , 如果 а (5,97-1,00 


121 ba " | 
这 个 范 数 叫做 欧 反 范 数 ， 也 可 以 用 下 列 公式 引进 范 数 : lz| = 
пах Е 514. 
2) 连续 函数 空间 CCK)， 如 果 用 


|| = ах | 221 


作为 范 数 即 成 为 典范 空间 ， 
。129 。 


3) ЖТ Ара Гран, 其 中 范 数 用 下 
式 定义 : 
12| =80р|2(2)[. 


4) ! 次 连续 可 微 函 数 空间 Са, 妇 是 赋 范 空间 ， 其 中 范 数 
为 : 


| = тах |х (#)|. 
lz) = тах еб) 


我 们 指出 , 空间 S(0, 1) 与 s 不 是 赋 范 空间 ， 在 前 一 章 中 比较 

仔细 地 研究 了 它们 , 下 面 我 们 还 会 遇 到 其 它 赋 范 空间 的 例子 
_ 1.3. 设 义 与 Y 是 赋 范 空间 , U0 是 义 到 Y 内 的 线性 算 子 ， 如 

果 对 于 任何 ze XX 有 UCz)|=1zl, 则 称 忆 是 线性 等 距 算 子 ， 如 果 
存在 线性 等 距 算 子 把 和 映射 到 Y 上 ， 则 称 空间 X 与 Y 是 线性 等 
距 的 。 显然 , 当 与 立 是 度量 空间 时 , 对 应 的 等 距 算 子 本 实现 它 
ПИ, ЗЕН ХҮ 是 向 量 空间 时 , 实现 它们 的 同 构 ， 为 此 
只 要 证 明 , 从 算 子 忌 的 等 距 性 可 以 推出 其 一 一 对 应 性 ， 事 实 上 , 如 
Ж (х) =00у), 201 = 106) 1 = 0С) 00) =. 

以 后 我 们 通常 不 区 分 线性 等 距 的 空间 ， 如 果 作为 局 部 凸 空 
间 ， 赋 范 空间 XX 与 Y 是 同 构 的 ， 即 存在 XX 到 Y 上 的 线性 同 胚 映 
射 , 则 称 义 与 是 同 构 的 ， 同 构 的 概念 比 等 中 概念 弱 得 多 . 

设 在 向 量 空间 X 中 有 两 个 范 数 1-1, 与 上 "1, 如 果 可 以 找到 这 
样 的 常数 ,6>>0 使 得 对 于 任何 zEX 有 

ав, , 

则 称 这 两 个 范 数 是 等 价 的 . 

容易 看 出 ， 范 数 | .| 与 |] 等 价 的 充 要 条 件 为 XX 到 义 上 的 
恒 等 映 射 是 赋 范 空间 (X, | 1) 与 (X, | |) 的 同 构 映射 

斌 范 空间 X 中 的 线性 子 集 关于 在 其 上 诱导 的 范 数 是 赋 范 空 
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间 , 我 们 称 这 个 赋 范 空间 是 赋 范 空间 X 的 子 空间 . 

1. 4。 在 赋 范 空间 中 完备 空间 具有 特别 重要 的 作用 , 我 们 称 它 
为 Banach 空间 或 B- 空 间 ( 以 波兰 数学 家 Banach 命名 ). 

用 范 数 的 术语 , 自 收敛 序列 {zw) 表 为 1m 一 zo 一 >0， 所 以 
赋 范 空间 Х 完备 性 的 条 件 表示 为 ， 从 |zm 一 zol 一 ->0 推出 存在 
7X0oEX, 使 得 7, > Xo. 

显然 , 空间 К", ССК), Са, Б], РЯ, ИРАН 
都 是 Banach 空间 . 

如 果 给 定 的 赋 范 空间 X 不 完备 ， 则 它 可 以 同和 到 完备 度量 空 
间 义 中 (定理 工人 .1)， 仅 在 X 上 有 定义 的 代数 运算 和 范 数 可 以 叭 
一 地 扩充 到 X 上 使 之 变 为 了 -空间 ， 

为 了 证 明 这 一 点 ,可 以 利用 工业 4 中 所 作 的 注 ， 使 空间 X 在 
其 完备 化 文 中 稠密 ， 

设 z, 9EX， 存 在 中 的 元 素 列 {zw) 与 {ya} СӘКЕ > 和 
y， 在 空间 X 中 加 法 运算 是 有 定义 的 ， 所 以 等 式 =, у, (а = 
1, 2,…) 有 意义 ， 因 为 

[zs— zn «(22—214 19—901 20, 
所 以 序列 (zw) 在 空间 Х са, АПРЕЛЕ Х 中 也 是 自 收敛 的 
因此 存在 元 素 z= Ноа, СХ. 根据 定义 , Вт у, 不 难 证 明 , 元 
素 z 的 定义 不 依赖 于 序列 {zs} 和 {gy} 的 取 法 ， 事 实 上 ， 设 2 一 z， 
У, —79 (Xn У. ЄХ; п=1, 2…) 且 2 一 2 十 ga。 因为 
ГАТА ГАРАТА + 9—9 —>0, 

所 以 Him zw = Или. 

由 此 特别 推出 ， 对 于 X 中 元 素 的 和 的 新 定义 与 原 有 的 一 80, 
事实 上 , 如 果 z, 9ЕХ, ИНГЕ, у, у (4 二 1,2,…), 于 是 
2 一 lim (я, У») 二 XZ 十 y, 这 里 的 十 号 按 原来 意义 理解 ， 
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则 类 似 的 方法 可 以 在 关中 定义 元 素 与 数 的 乘法 . 
ЖЕ зЕХ, 4 
121 = (2, 0) = іп р(,, 0) Пт |, | 
(Zn ->2 к,СХ; п 1,2,0). 

不 难 证 实 , 文 满足 赋 范 空间 的 公理 . ЗВО У 
的 单 值 性 ， 

如 有 果 利 用 这 些 运算 的 连续 性 不 难 和 名 } 到 元 素 的 和 的 定义 的 单 值 
性 及 元 素 乘 以 数 的 定义 的 单 值 性 ， 这些 讨论 不 复杂 ， 贸 给 读者 自 
行 完成 ， 

今后 我 们 讲 到 赋 范 空间 的 完备 化 空间 时 ， 将 认为 后 者 已 经 按 
上 述 方法 赋予 线性 运算 和 范 数 . 

1. 8， 在 赋 范 空间 中 可 以 研究 无 穷 级 数 


Dnt tant (1) 


З СТОНУ ПС =, … 十 za) Лз, У, 
则 称 级 数 (1) 收 敛 . Ня $— Наби. 

在 互 -空间 中 从 级 数 “ 绝 对 ?收敛 可 以 推出 一 般 收 敏 , 即 如 果 数 
值 级 数 


а (2) 


co 


收敛 ， 则 级 数 (1) 也 收 合 ,并且 有 估计 式 2-8 


к 
事实 上 , 如 果 топ, 则 
Sm— Sn 1+1 1 Fane “Xm, 
因而 
[5а = 5 а 1 а [5 [. 
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因为 级 数 (2) 收 敛 , зу п а КВР ЖЕ АНИ. РИВА, ЊЕ 
5145.7 А69, МНР НИЕ АЕ, РИСОК, ЕЛ, 


на |5 


中 , 令 mn->co 取 极限 并 利用 范 数 的 连续 性 , 即 得 所 要 的 估计. 

1. 6。， 下 面 我 们 要 比较 详细 地 研究 有 限 维 赋 范 空间 ， 我 们 将 
证 明 : 代数 维 数 相 同 的 所 有 有 限 维 局 部 由 空间 相互 同 构 ， 从 而 都 
与 赋 欧 氏 范 数 的 空间 К" 同 构 . 

引 理 1。 如果 XX 是 有 限 维 向 量 空间 ，Y 是 X рина 
Ж. МҮ Эа х8. 

证 ， 设 {zi) :31 是 中 的 代数 基 ( 参 看 IL 1.4)， 因 为 X 可 以 
看 作 Y 上 的 泛 函 组 成 的 集合 , 所 以 , 根据 引 理 TiL 3. 1 可 以 找到 与 
{z,) 7 ЖЕНЕ А (Р) 7 СУ, Вр 

0, 358 


) 一 一 2, °””, . 
пао 0 5 


«> 


тж, а ви , 


所 以 向 量 Г; 线性 独立 . 由 此 , НУ а, 另 一 方面 , СХ", 
ПХ’ Ри, 故 的 维 数 为 1. 根据 癌 知 的 有 限 维 空间 
的 子 空间 的 性 质 , Y =Х*. 

定理 2， 所 有 具有 相同 代数 维 执 的 (Hausdorff) 有 限 维 局 部 
ЕВ, 

证 ， 只 要 证 明 在 郊 维 空间 X 上 任意 二 个 局 部 凸 拓扑 一 致 . 为 
此 我 们 证 明 , 任何 局 部 凸 拓扑 © 与 弱 拓 扑 o(X, X7) 一 致 

根据 引 理 1，(X,z)* 一 X*+, 由 此 r>o(X,X+)， 下 面 证 明 反 向 
不 等 式 也 成 立 ， ЧЕХ 中 指定 一 个 基 {zi)34-:， 并 研究 在 X*+ 中 的 双 
ЕЗ РО), МНЕ, ХОНД СВЯТЫЕ 1 的 证 明 )， 如 
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ЖЖ РЯ] ze 一 xz (0(Х,Х*)) Н. 
2575,00 а, 


则 对 于 =, нм, 4 Е, НЕЕ Г. 有 
вара эр) =. 

现在 ， 由 于 代数 运算 的 +- 连续 性 得 到 , МБ т, зоол. 由 
此 o(X,X') 之 r， 定 理 证 毕 ， 

因为 K" 具有 欧 氏 范 数 , 它 是 赋 范 空间 ， 所 以 ， 我 们 得 知 ， 任 
何 有 限 维 局 部 凸 空间 是 可 赋 范 的 ，。 = 

其 次 ， 可 以 把 有 限 维 赋 范 空间 与 "看 成 是 一 致 的 ， 设 
е, (0 55, 1,0, …;,0)( 工 在 第 大 位 处 )， 于 是 ,如 果 =, 
Е), 8 


你 二 5ле. 
把 定理 2 用 于 具有 范 数 |z| = тах 16| 的 空间 K" 得 


推论 1. 1) 序列 {zm} :2, = 了 .oreiEX 收敛 于 元 素 z= 
= 


Зе СХ 的 充 要 条 件 为 对 于 4= 1 2 …， в, НН 
эб, 
2) 集合 BCX 有 界 的 充 要 条 件 为 存在 常数 mW>0， 使 得 对 于 
任何 ~ 人 wevE8 я 
[|éi! 志 WU (k=1,2,.…,%), 


由 推论 1 及 Bolzano-Weierstrass 定理 得 
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推论 2。 有限 维 赋 范 空间 X 中 的 集合 召 相 对 紧 的 充 要 条 件 为 


-zz ~ -~~ 


事实 上 , 如 果 {zm} 是 有 界 序列 ， 则 令 zm 一 (8, E29) 
(m 二 1,2,…). 根据 推论 1 可 知 , 对 于 每 一 个 71,2, 6, п, 91 
НИ. НА, НИ Bolzano-Weierstrass 定理 ， 存 在 自 
然 数 序列 т т ть 5, 使 得 

БӘӘ 0 (f=1,2,%, в). 
由 于 推论 1 zw = (510, 500, 666, 5000), 
“推论 3， 有 限 维 赋 范 空间 X 是 完备 的 . 

事实 上 ,如果 {xm} 是 自 收 敛 序 列 , 则 它 是 有 界 的 ， 从 而 根据 前 
一 个 推论 可 以 找 出 收敛 于 茶 个 元 素 zoEX 的 子 序列 {zm,}， 于 是 
НУ І. 4. 1, хи. 

推论 4， 赋 范 空 间 X 中 的 有 限 维 线性 集 X, 是 闭 的 

推论 5。 设 XX 是 赋 范 空间 ，X。 вхт ант. ша 
于 任何 元 素 2ЄХ, ЧЕХ 中 可 以 找到 元 素 zw 使 得 它 和 到 x 的 距离 条 
于 由 z 到 X 的 距离 , 即 jz 一 zol р(=,Х»). 

事实 上 , 对 于 每 一 个 m==1,2,…， 在 系 o 中 可 以 找到 元 素 zw， 
使 得 |z 一 zm 过 p(x, 和 0) 十 1/m， 序 列 {zm} 显 然 是 有 界 的 , 因为 

и | + lz—zml <= + р(#, KX)+T1l Cm=1,2,.), 


从 而 根据 推论 2, 可 以 从 其 中 找 出 收敛 的 子 序列 {zm,): та 220, 
0%, [1—2 <5р(, №), 又 因为 zoEXo， 所 以 反 向 的 不 等 式 
也 成 立 ， 
作为 上 述 结论 的 应 用 ,考察 空间 С [ae， 妇 及 其 有 限 维 子 空间 
Р" 其 中 元 素 为 次 数 不 高 于 п 的 代数 多 项 式 . 根据 推论 5, 对 于 任 
ВА х, 在 P" 中 存在 多 项 式 хо, 使 得 
maxlz(t)—zo(t)|= jz 一 zol = p(x, Р"), 
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也 就 大 说 与 所 有 其 你 次 数 不 高 于 ?的 多 项 武 相 比 ,ze д НА 
最 佳 逼近 的 多 项 式 . 

1.7， 最 后 指出 , 定理 2 的 推论 2 的 结果 是 可 逆 的 ， 即 要 证 明 
赋 范 空间 中 任何 有 界 集 相对 紧 的 充 要 条 件 为 空间 是 有 限 维 的 ”. 

先 来 证 明 一 个 重要 引 理 . 

引 理 2， 设 X 是 赋 范 空间 ，Xo 关 XX 是 其 闭 子 空间 ， 对 于 任何 
>0, 存在 规格 化 元 类 no*, 使 得 

0(zo, Ro)>1—e. 

ШЕ НАХ 是 不 与 X 重 合 的 闭 集 , 所 以 存在 元 素 5EX, 使 得 

р($, Хо) =4>0. ВКТ Х, 中 可 以 找到 元 素 ”使 得 


令 


显然 ,jzo]=1， 此 外 , 如果 xEXo, 则 
jz 一 = [в ал’ — zl 56 +=] 


=1—е. 


注 ， 具 有 性 质 p(zo, Xo) =1 的 规格 化 元 素 zo， 按 熟知 意义 它 
是 委 直 于 X。 的 (例如 , 在 欧 氏 空间 中 满足 这 个 条 件 的 向 量 zo 实际 
上 与 Xo ФА). ЖЗ БЕРЛИН. 

”定理 3， 赋 范 空间 X 中 每 一 个 有 界 集 是 相对 紧 的 充 要 条 件 为 
ж) 这 个 结果 是 Е. Riesz 得 出 的 ， 

жж) ВАТЕ ЖЕТ 1 й. 
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X 是 有 限 维 的 . 

条 件 的 充分 性 已 经 证 明 (定理 2 推论 2 ). 

必要 性 .考察 任 意 的 规格 化 元 素 ,EX， 用 匀 , 表示 此 元 素 的 
线性 包 521), 即 形 如 Ах, 的 元 素 的 总 体 . 

设 半 是 无 限 维 的 , И 大 X。 根据 几乎 垂直 引 理 ， 可 以 找到 


一 个 规格 化 元 素 zaEX 使 得 Pp(z:，Xi) 之 于 构造 元 素 x1, x 的 线 


性 包 , 并 用 Х, 表示 .继续 这 样 讨论 下 去 ， 得 到 元 素 序 列 {z 小 及 子 
空间 序列 Х,СХ,С. ... .СХ,с.. ., 使 得 
[х„[=1, X= Lr, 22, ,}), 


баъ, Х) >. (а=1,2, 6). (3) 


ВЫЕ (а) 7, ТОДА а ВСН РЕЯ. #8 
而 根据 (3)， 


1x 一 zm > (n>m; m,n=1,2,...), 


因此 无 论 是 序列 {zw} 本身 还 是 其 子 序列 都 不 可 能 收敛 , 定理 证 毕 . 

推论 ， 局 部 凸 空间 хи, УНЫНИЯ 2 
邻 域 . 

ШЕ. ПХ ЕН, 则 根据 定理 2, БЕ, 于 是 
根据 定理 3 空间 Х 中 单位 球 的 闭 包 是 紧 的 . 

反之 , 如果 Г. 是 完全 有 界 的 零 邻 域 , 则 根据 定理 1, 空间 ХАГ Б НО. 
因为 存在 4 汪 0， 使 得 单位 球 Bx 二 {26 || < СЛР, ДЖА Bx 完全 
有 界 ， 故 任何 有 用 集 完全 有 办 重复 定理 3 的 证 明 ， 容 易 得 到 六 是 有 限 
维 的 , 

1. 8， 在 本 节 最 后 , 我 们 还 要 引进 赋 范 空间 理论 中 的 一 系列 重 
要 概念 . 

设 X, 与 X, 是 赋 范 空间 ， 我 们 赋 其 直 积 乙 = 和 ,XXX, 以 下 列 
的 范 数 : 如 果 2 (zi za)， СХ, x.EX,, 则 
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[= | = тах (|=, |, |2,1). 
ЖХ, 5 Х, ж В- И, А] 2 п. ЕЕ 00. 
设立 是 赋 范 空间 ，Xo 是 X НН. РАЗ 
空间 XX/Xo( 参 见 I 1. 6). 我 们 指出 , 由 于 ХЕЙ, 6 2-2 Х, 
Ж ХНА. 
如 果 对 于 2ЕХ/Хь, 令 
lal= inflzl, 


则 Х/Х, 成 为 赋 范 空间 。 实际 上 , 如 果 丈 = 0， 则 作为 zxEz 可 以 取 
空间 中 的 零 元 素 , 所 以 上 | 下 =0。 反之， 如 果 |z=0， 则 由 214 的 
定义 推出 , 存在 序列 {zn} Cz 使 得 x*。>0。， 因 为 类 5 是 闭 集 , 所 以 和 
{xa} 一 起 它 还 包含 此 序列 的 极限 点 , 即 Ост, Ат 2 6 Х/Х 中 的 
零 元 素 . | 
范 数 的 齐 次 性 也 不 难 验证 ， 考 察 450 的 情形 , 有 
ІА =] = Ааа = Иа. 


但 是 , млм 2], ДЖ 4z 也 到 遍 类 45 由 此 推出 ， 
аА =inf lzl= 1]. 


最 后 证 明 三 角 不 等 式 ， 对 于 任意 的 хз, gE3 (2, 9СХ/Х,) н] 

得 =+уе&-9. 所 以 
12+71< 12-91121 191. 
在 上 式 右 端 取 下 确 界 , ВИВАТ Д5. 

对 于 每 个 元 素 zxEX， 对 应 一 个 包含 此 元 素 的 类 =z 十 处 0 二 
ф(х), ЗИН ЗЈН ЯУ р. вят аА) XX 到 商 空 间 Х/Х. 上 的 
自然 同 态 (或 典型 同 态 )， 显 然 , 算 子 p 是 线性 的 .因为 

[е Сао) |= inf |=1< 121 (ЄХ), 
算 子 9 是 连续 的 ， 此 外 , 对 于 任何 ZEX/Xo, 可 以 找到 YEX 使 得 
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2= (г), 8. (4) 


利用 上 述 性 质 , 我 们 来 证 明 , 如 果 所 给 的 空间 Х 是 完备 的 ， 则 
商 空间 /Xo 也 是 完备 的 ， 事实 上 , 设 {2z} 是 空间 Х/Х 中 元 素 的 


Аан. аьа, аа, сао, ТА 
子 序列 , 使 此 级 数 收敛 ， 与 (4) 相 对 应 可 以 找到 元 素 z.EX 使 得 


2+1 8% = PLn), 


ива (00,1, 5, 0). 


显然 , 级 数 У 112,110, ВТЕ, 由 于 空间 Х 的 完备 性 , 级 数 之 ，zn 
В. Но 表示 它 的 和 且 令 3= ф(х), Д] 
== Ф(ї) = У)ф(2,) = У(2,,.—2,) = limz,, 


п 0 п" 0 
即 序列 (5) сака 7С 2, 

1.9. РЕБ 18 ХАУГ У 上 的 线性 连续 
算 子 ， 如 果 书 使 Y 的 元 素 保持 不 变 , 即 对 于 任 一 个 yEY, P(y) 一 
ПЕРЕ (НХ У Е) 投影 算 子 . 

如 果 存 在 一 个 从 五 -空间 和 到 其 闲 子 空间 立 上 的 投影 算 子 
Р, 则 称 Y 在 和 中 是 可 补 的 。 容 易 看 出 ,X/Y= 已 :(0)*5、 关 于 子 
空间 上 投影 算 子 的 存在 性 问题 我 们 在 下 面 研究 (参见 V. 3. 5), 


$ 2， 几 个 辅助 不 等 式 
在 这 一 节 中 我 们 建立 几 个 不 等 式 ， 它 们 在 研究 一 些 具 体 的 
B- 空 间 时 有 用 (参见 83)， 这 节 材 料 的 参考 文献 见 Нагау, Litter- 


ж) 等 式 表 示 ВНИИ, 
#139, 


wood, Polya., 
2.1. ЖЕНЯ 15198. 
3881. ИРОДА, 并 满 是 关系 式 


六 + (2) 
НЕОН о Ураа 
Гав 19 н. (2) 


нев Фа Онон 
究 国 数 
Ф() = 1" ті (1220). 
因为 ФС) = т(#":— 1), ВИД 11 ФОН ХАН. ЧП 
Ф(+)<Фф(1) (2220), Н 1" 一 J 之 m(t 一 1)， 用 t=a?/Bbr 代入 这 
个 不 等 式 得 
2674"? — 155 (1/р)(а?6—‘—1), 
对 上 式 各 项 乘 以 2 由 于 9—9/р=1, 即 知 (2) 成 立 . 
2.2，H5lder ЖЗ, МЕ, &,, +66, 5, ут, п, ,1 是 任意 
的 一 些 数 , 则 有 不 等 式 : 


хамі а т" 
k =1 k=1 k=1 
(2 与 9 满足 关系 式 (1)). 
Е, пи 六 161% в 5710,1". НРА А, В>0, 4 


b=1 к=1 
ь=&,/А, т =т,1В, 于 是 , 根据 不 等 式 (2) 
пк? [юм 
kjk = — TT 
[ть | р + а’ 
两 边 求 和 后 得 
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и УИ” Ут" 
Ут 2 十 一 一 一 


к р 9 
1 1 
由 此 
У 114,7, <АВ, 
b=1 
证 毕 . 


Ж. Нӧ1аег 不 等 式 对 无 穷 多 个 (可 数 个 ) 项 之 和 也 成 立 ， 即 不 
等 式 
1/р о 1/9 


За [tar] | Хили" | (3) 


成 立 , + В.А ВИО АГНЕ НА 2 о СЭУ. 

事实 上 , 对 于 (3) 式 级 数 的 部 分 和 的 不 等 式 已 经 证 明成 立 ， 取 
极限 后 即 得 (3). 

2.3. Hélder 积分 不 等 式 . В 201) уг) ЕЕ 
(Т, 5, и) БАРТАШ, Ш АЕ 

ЕСО ИЕСИ ИСИ 
(2 与 4 满足 关系 式 (1)). 

证 ， 其 证 明 实 际 上 是 重复 求 和 的 H5lder 不 等 式 的 证 明 ， 即 
可 以 认为 

o<4=| [z(t)| и оо, 


ов" | СЕ) и оо, 
т 


因为 如 果 有 一 个 积分 等 于 0 或 无 穷 , 则 不 等 式 显然 成 立 。 
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令 #01) =а(1)/А, 总 1) 二 y(t)/B， 对 于 每 一 个 iET， 根 据 
(2) 得 不 等 式 


aOR SED EOE, 


对 它 积分 , 便 得 | 
| zg lap S$) 1 lat) lan 
= 
由 此 
| zy lar<4B, 
证 毕 . 


我 们 指出 , 与 求 和 的 不 等 式 一 样 , 由 不 等 式 右 端 两 积分 的 有 限 
性 可 以 推出 左 端 积分 的 有 限 性 . 

Ж. Ш р=2ОЖР4=2). НЫег 不 等 式 就 变 为 熟知 的 
Cauchy - Буняковский 不 等 式 ( 关 于 和 及 积分 ): 


Sléml< |216 > У № 
k=1 k=1 k=1 


боя « | паи | ra 
2. 4， 广 义 的 Hilder 不 等 式 ， 设 正 数 р, gr 满足 下 列 关系 式 
+11. 
这 时 ,对 于 任意 在 集 TP 上 给 定 的 可 测 函 数 200), 01), z(1)， 有 不 
Е 
| песо Сан 
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«Г [паба a [a rar). 
ШЕ. ИКА г р. НЬ Юра, 根 
所 Holder 不 等 式 有 
ЕОС ОСЕТИО ИКОС 


1/р! 


(4) 
对 于 第 二 个 积分 再 用 指数 为 9/2 Уу т/р 的 Holder 不 等 式 


(年 + 人 =1), 即 得 
[lala 


< lo” вы ресор" а, 


把 它 代入 (4) 即 得 要 求 的 不 等 式 . 

Ж. 广义 的 H5idqer 不 等 式 自然 对 和 式 也 成 立 . 

与 所 证 明 的 不 等 式 类 似 ， 我 们 留 给 读者 推导 左 端 积分 中 是 % 
个 函数 乘积 时 的 不 等 式 . 

2.5. Minkowski 不 等 式 、 设 {62} 与 {m4:} 是 数列 ， 则 有 不 等 
式 : 


LA [т |” 25. 
k=1 К=1 k=1 


证 ， 显 然 ， 可 以 限于 Р>1 及 所 有 的 与 %% 非 负 的 情形 ， 此 
УЬ, 可 以 认为 不 等 式 的 和 式 只 有 有 限 项 ( 取 极 限 后 即 得 级 数 情 形 ). 
在 此 假设 下 有 
DS [名 十 To] 一 之 élé +nej? + У 1.2.17. 
k=1 


k=1 =1 
对 右 端 每 一 个 和 式 应 用 H5lder 不 等 式 (1/p 十 1/9 二 1) 得 
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№ - 工作 工 
У т ха. [Уи | 
КЕ - К =1 b=1 


4р1) 1 


НД, 141-1 ноо) р ИЕА ЯЕ 
рз Сет)" Е 不 等 式 
Гам 


因为 1-2-4, 所 以 , 这 就 是 所 要 求 的 不 等 式 . 


рэ (2,17)? 
b= - 


2.6. Minkowski 积分 不 等 式 ， 设 z(t)， коажат ъв 
可 测 图 数 , 则 有 不 等 式 ; 


сорав] 


5и соли 22) 


证 . 如果 在 右 端 有 一 个 积分 为 无 穷 ， 则 不 等 式 显然 成 立 ， 如 
果 左 端 积分 为 无 穷 , 则 由 数值 不 等 式 


(lol+121)<(lal?+ [人 (118) 
= 28 (ағ |612) 
(参看 2. 2) 推 出 的 估计 式 
| асас dz) + СУ) 2р 
=2* (|. [СРР 1 |с) 
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得 知 , ОА Н АА. Т, 可 以 认为 所 有 的 积分 
是 有 限 的 .这 时 证 明 襄 和 2.5 一 样 进行 ， 

我 们 指出 ， 对 于 序列 的 Holder 与 Minkowski 不 等 式 是 积分 
АРУ. ГИ, АНЕМИЯ 
(Т, 5, 2) 且 其 中 点 的 测度 等 于 1. 


8 3， 可 测 函 数 与 序列 的 赋 范 空间 

3. 1， 本 节 研 究 元 素 是 可 测 国 数 的 空间 , 即 它 是 空间 SC7 ,三 ,A) 
的 某 个 线性 子 集 ， 同 时 就 象 在 S(T, Х, д) ВНЕ, ЕВА 
不 作 区 别 . 在 这 些 空间 中 代数 运算 以 自然 的 方式 定义 ， 特 别 , 等 
价 于 零 的 函数 起 零 元 素 的 作用 . 我 们 先 计 论 这 种 空间 的 一 般 理 论 ， 
然后 再 讨论 具体 的 例子 . 

ВЕСТ, 5, и) д: rc- 有 限 测 度 空间 ,S=S(7, Х, р) Е 
或 复 可 测 图 数 全 体 构成 的 空间 ， 对 于 实 国 数 x,y5S, 记号 42 表 
ж а(#)20 (1) а.е. 对 于 任何 元 素 xES, 我 们 定义 它 的 支 集 为 

зирра= {8ЕТ; #(1)50}. 

显然 , 函数 支 集 的 确定 , НН ИЕ. РНЕ 0016 РС 
S, 刀 的 支 集 不 能 定义 为 五 中 所 有 函数 支 集 的 并 ， 因 为 在 此 情形 不 
能 保证 其 唯一 性 精确 到 零 测 度 集 , 盐 至 可 测 性 也 成 问题 ， 所 以 , 我 
们 用 下 面 的 方式 处 理 . 对 于 任何 集 ВС, Е 的 支 集 为 suppBE 3， 
它 县 有 下 列 性 质 : 

1) 对 于 任何 ЕЕ, ѕиррхСѕирр? (тойџ); 

2) ША АСУ ДАНИ Е, ТЕН Є, ѕирргСА 
(тоди), 1] заррёС 4А(тодџ), 

因为 从 2) 中 推出 支 集 的 唯一 性 精确 到 零 测 度 集 ， 所 以 ， 为 了 
说 明 引 进 的 定义 是 合理 的 , 应 该 指出 满足 条 件 DD 与 2) 的 集 заррЕ 
是 可 以 找到 的 ， 根据 定理 I 6.17 存 在 zo 一 sup{X4: А=8иррг, 
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ЕЕ}. 4% зиррЕ = зиррто, 则 这 个 集 显 然 就 是 所 要 求 的 。 

对 于 任何 函数 zxES, 4 [2|(2) = |#($)]. 

如 果 z,yES 是 实 国 数 ， 则 它们 的 上 确 界 与 下 确 界 分 别 用 下 式 
定义 : 

(VI)=max(z(t), y(t)), 
(Ay)E)=min(z(t), y(t)). 
对 于 实 函 数 >, 还 设 
2 一 2V0,z 一 (一 2)VI. 

|| =2+: 十 zz 一 2 一 0-， 如 果 z 是 复 国 数 ， 则 zx(t) = 
Rezx(+) 二 iImz(t)，、 这 些 等 式 常 可 用 以 把 问题 归结 为 研究 非 负 消 
数 的 情形 ， 令 

Х, = {rEX: z=0. 

设 元 素 > yeS， 如 果 |z| Л 101—0, 则 称 它们 是 离 析 的 ， 记 号 
xn ү 表示 当 пт 时 xm 人 加。 记号 fw 小 3x 表 示 zny Н. xz.(1)>x(t) 
а.е. 类 似 地 可 定义 ro 个 及 zf 个 z， | 

ЖЕСТ, 5, 4) 上 的 理想 空间 是 S 中 的 线性 子 集 XX, 满足 下 列 条 
件 : | 

从 :ЄХ, уЄ8, |у| < |=| ВАЖЕН УЕХ. 

ЖЕСТ, 5, и) БЖЖ ра Ж supp Х=Т 的 理想 空 
В. 显然 , 每 一 个 理想 空间 可 以 看 成 是 在 suppX 上 的 基本 空间 . 

引 理 1 如 果 X 是 (7T, 5, 4) 上 的 基本 空间 ,， 则 对 于 任何 非 负 
АЖ xES(T, 2, р) нр х, 1 х, < т, Х. 

ЧЕ. 29 Е (уЄХ,: уса), МШЕ Т. 6. 17, у=зирй 
存在 ， 并 且 可 以 找到 可 数 集 (yn} СЕ 1848 702) = зару,( Фа. е. 我 
们 来 证 明 5=z. 显然 , уст 考察 函数 2 二 x 一 J 二 0 及 集 4= {tf: z(t) 
0} .假设 и(4)>0, 则 可 以 找到 非 负 函数 yoEX 使 得 4 (supp yo 
П.4) >20, ДЖ ў = (Ха) Л=>0, 又 因为 0 过 为 委 yo 故 ЧЕ 
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Х. МИ, ў +9, >7=зарЕ, 另 一 方面 , 十 加 EX Н 9+4 (0—2) 
+22, АЛИЯ. Н, х=у=зирЁ=зиру,. № 2,= 9, У 
yzV Му», 显然 ї.СХ Н. 0< =, 个 2 


人 


A 


хх в.СХ(«Є№), + Н. Ив, 个 2 

МЕ. 由 引 理 1 可 以 找到 序列 д, 11, 1,ЕХ. 4 

万 ,= (1ЄТ:22,(#):22(2)). 

因为 Tn 1 т, 所 以 в, 人 т, 又 因为 z Xp 三 27nEX， ВЫ т Bp,E 
Х. 

推论 2. ДЕХ (7, Х, 4) 上 的 基本 空间 , 则 可 以 找到 集 了 
В Аа), 使 得 对 于 任何 EN, А.Є (и) В. Х „ЄХ. 

证 ， 在 推论 1 中 取 在 人 上 恒 竺 于 1 的 函数 1 作为 x. 令 А = 
В|, Аһ В.\В,_,(п= 2, 3, ...), 然后 把 每 个 集 Аһ 分 解 为 有 限 测 度 
集 . 

设 上 | 是 在 理想 空间 Х 上 的 范 数 ， 如 果 从 zx,yEX，|z| 志 |y| 
可 推出 1z| 志 1y1, 则 称 此 范 数 是 单调 的 . 

赋 有 单调 范 数 的 (7T, Х, xy) 上 的 理想 空间 叫做 赋 范 理想 空间 . 


~ 


人 


备 的 赋 范 理想 空间 叫做 Banach 理想 空间 ， 依 范 数 完备 的 赋 范 基 
本 空间 叫 敌 Banach 基本 空间 ， 

由 赋 范 理想 空间 关中 范 数 的 单调 性 引出 一 些 最 简单 的 推论 
设 在 Х 中 按 范 数 x, >z。 则 下 列 结论 成 立 ( 其 中 收 钱 也 表示 在 XX 
中 按 范 数 收 敛 ). 

1) (х„—<|-—0. 

2) ШЖ у,—>9, Ш, Му эму №, ЛУ, >= ЛУ. 

3) (1). ,, (2%), ||| 2|, 
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4) 如 果 1,29, СЕМ) В. 4У„->3, | 29. 

5) 如 果 АЕХ, 则 х,а. 

命题 1 显然 成 立 ; НАЗЕ | (М) — (М0) 16 [2,21 
о У Лу — [(- УС) 11 2); 3) 是 2) 的 直接 
推论 ; 4) 也 可 由 2) 推 出 : 事实 上 , 一 方面 , x V Yn->zVYy， 另 一 方面 
ї.М а=, >т, ВД = \Уу=т, НИ; 最 后 , 由 不 等 式 |3,%X4 一 
Ілі |а, #1 5). 

我 们 给 出 与 引进 的 空间 类 有 关 的 几 个 定理 . 

定理 1， 设 (X, 上门 是 (7, Х, 四 上 的 典范 理想 空间 ， 于 是 

1) 如 果 zw zEX, На, —2|->0, 则 2,2208); 

2) 如 果 {zn} СХ 是 Cauchy 序列 ， 则 它 按 测度 收敛 于 基 个 
ZES. 

ШЕ. 1) 由 于 引 理 1 的 推论 2， 可 以 找到 集 suppX 的 分 划 
(4,37 -,,  А,СУ (п), ХСХ (рС№). В тли), НАЕ 
直 和 性 质 定义 后 的 注解 (参见 工 6.10) 可 知 ， 在 某 个 4e 上 zw>> 
z(4)， 又 由 于 在 赋 范 理想 空间 中 按 范 数 收敛 的 性 质 5), 可 以 认为 
ЕТ ЕН РТЮЮЖТЖРХ, ЯН «(Т) <оо, Жар ж, 
能 够 找到 这 样 的 数 е, 020, 满足 下 列 条 件 : 


LOEET: |2,62) —а2(7)|2е)) 6, (1) 
lza—zl<e/23  - (2) 
否则 可 以 取 满 足 上 述 条 件 的 子 序列 . 
令 . 
Ba= {ET: |zn(t)—2z(t)|>e), 
B= | |] в,. (3) 
由 (1) 有 
и(В,) >20 (№), p(B)>6. (4) 


由 (2)， 考虑 到 Хь «|22 | Н 得 


1 „|< 1/2", 
引进 集合 
С. = U (В ПВ). 
则 对 于 任何 М, Я] {С}, 是 非 降 的 且 由 于 (3) 
в. 
所 以 , 对 于 任何 xEN, 存在 这 样 的 下 标 s。 使 得 
и(В\С„„)<1/2”*1. 
令 
D,= П Стаи. 


显然 , 序列 {D,} 是 非 降 的 , 且 因为 
в\ П Сг = U (CBNOn。 )， 


тт п+1 


则 由 (6) 得 


и(в\р,)= У в(В\0„.„)<И?”. 


т=п +1 


因此 , |] р, = BCmod 4)、 由 于 (5), М та 时 有 


%=1 


тт 
А1. 1<| 5 x, 
| к 


= +1 


msm 


= >. [Хв,1<1/2", 


k=m+1 


由 此 Хь,=0, 即 р(р,)=0. 于 是 4(B) 一 0 它 与 (4) 予 盾 . 


(5) 


(6) 
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2) 因为 空间 5(Т, Е, п) 是 完备 的 (定理 工 6.15), 所 以 只 要 证 
ВН, ПЯ (2,1) Е Х 中 Cauchy 序列, 则 它 也 是 SCT,Z,4) 中 的 Cau- 
chy 序 列 . 假设 不 然 , 这 时 , 如 果 р 是 S 中 的 度量 , 则 存在 2 之 0, 使 得 
对 于 任何 ве М, 可 以 找到 fm, 与 (ть, >п), 满足 рб, 2,,) 
宇 e， 于 是 mM，， b> oo Вх, 一 ze 二 >0， 所 以 由 Dp (Ym,, Xi,) 
一 0, 从 面 导 致 了 矛盾. 

推论 ， 如 果 刀 是 赋 范 理想 宏 间 X 中 依 范 数 有 和 界 的 子 集 ， 则 

证 . 根据 定理 1, 和 到 S ФАН ЧЕНА х 连续 的 ,而 任何 连续 
映射 把 有 界 集 变 为 有 界 集 . 

引 理 2， 设 X 是 Banach ДЕН, ДЕ Хе, > 
= 天 可 以 找到 子 序列 te) В "EX 及 数列 sw 4 0， 使 得 1, 


mv 


я | Фе, т, 


证 .选取 子 序列 {z,,} 使 得 |z 一 zn,1<<1/2*ChEN)， 因 为 


Ука, |< 1/2 < о, (7) 
К =1 К=1 
则 级 数 У 2—2, Е 8- 空间 X 中 按 范 数 收敛 (参见 1. 5)， 令 
k=1 


r= У | 1—#,,|ЕХ, en,=1/k, 
k=1 


由 在 赋 范 理想 空间 中 按 范 数 收 敛 的 性 质 4) 得 到 Ez 一 7。,| 志 
тСЕС№), |х, |е, т, 

我 们 指出 , 当 Х 是 Banach 理想 空间 时 , 由 引 理 1 我 们 得 到 定 
理 1 的 更 简单 的 证 明 . 

定理 2， 在 理想 空间 X 上 给 定 的 任意 二 个 把 X 变 为 Banach 


A 
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证 ， 正 如 在 1. 3 中 指出 , 只 要 证 明 恒 等 算 子 (X，| 1)->(X， 
1 4) 是 同 构 ， 即 由 于 1 .1 与 下 上, 是 平等 的 ， 只 要 证 明 由 zu| ,>0 
推出 | zu| ,>0， 假 设 1zu| :>>0, 则 可 以 认为 |jzsj ,>>s>0(xEN)， 否 
则 可 以 选 出 子 序列 满足 此 要 求 ， 由 引 理 2, 可 以 找到 {zn,}，7EX， 
及 ел, y 0 使 得 |zu1 委 sur。 因 为 范 数 | .|, 是 单调 的 , 所 以 由 此 扒 
出 , | zu | ,<evjrl ,>0， 这 与 假设 矛盾 ,定理 得 证 . 

8.2、 我 们 引进 在 赋 范 理想 空间 X 中 范 数 可 能 具有 的 几 个 重 
要 条 件 . 

如 果 在 赋 范 理想 空间 X 中 的 范 数 满足 条 件 : 

由 2,00 112,10, 

则 称 此 范 数 是 序 连 续 的 ”, 或 称 它 在 X 中 满足 条 件 (A). 

引 理 3， 如 果 X 大 满足 条 件 (A) 的 赋 范 理想 空间 , 则 集 


Е = у 2л лехи) АПА = 27 (FER) Ха, 


k=1 


ЕХ, пем, хране, 


证 . 显然 , ЗШЕ, В 6х ТЕН. И 
ЖЖ [=], 1 С, 1.6.4), ЕХ 中 满足 条 件 (A)， 所 以 在 六 
中 按 范 数 [z]*~>z。 因 此 , 只 要 研究 有 界 函 数 *， 因 为 测度 4 是 o- 


有 限 , 则 T= 1] Т, Н Т.СТ,.,(вЕМ) Н (Т) <<. ХТ 
п=1 


条 件 (A), 按 范 数 2Xz, 下 x， 因此， 只 要 讨论 有 界 函 数 x 和 有 限 测 
о 这 种 情形 ， 根 据 定理 1.6. 3, 可 以 找到 有 限 个 值 的 函数 zs， 使 
得 0<2, 1х, 由 此 按 范 数 z* 一 z， 显 然 znEE (nEN). 
为 了 验证 具体 空间 的 可 分 性 , 需要 下 面 的 定理 . 
ж) 这 里 和 以 后 的 定义 中 我 们 常 把 “ 序 " 一 词 简 记 为 (0) ( 取 英文 词 “order” 一 一 序 
的 第 一 个 字母 )， 例 如 , 在 此 情形 我 们 将 说 范 数 的 (o)- 连 续 性 , 
。151 。 


定理 3， 在 (7, , и) 上 Banach ЖАН Х НОЕ 
为 测度 4 可 分 且 在 X 中 满足 条 件 (A). 

证 .由 于 3 引 理 1， 赋 范 基本 空间 Х 在 度量 空间 S 中 稠密 ， 于 
是 ,如果 六 是 可 分 的 , И S 可 分 ， 从 而 根据 定理 工 6. 16 测度 4 可 
分 ， 关 于 条 件 ( 人 A) 的 成 立 将 在 后 面 (参看 定理 Х. 4.4 的 推论 ) 更 一 
般 的 情况 下 来 证 明 . 

利用 引 理 3, 如 同 定理 1 6. 16 的 证 明 一 样 可 证 明 逆 命 题 成 立 . 

ПЯ ЎЕР АН л НХ 中 的 范 数 满足 条 件 : 

由 0< 2, 个 zE 推出 | zz 

则 称 此 范 数 是 序 半 连续 的 , 或 称 在 Х 中 满足 条 件 (C). 

显然 , ЖИ: (АМАН: С). 

5384. НХ 中 条 件 (C) 成 立 的 充 要 条 件 为 由 
1,2 (и); ZarEX 推出 121< ја, |, 

证 ， 设 在 和 中 条 件 (C) 成 立 . 由 定理 工 6.4 可 以 认为 1,1 
а. е. Ах, |->|=|а.е. Ху, = ше. |: т2л) (НЕ І. 6. 17 
的 推论 , 此 下 确 界 存在 )。 显然 , 0<j 1 е1. Е, ИЖ 04, 
[2,1 , © | | 

|а| Бой На. 


зо 


下 面 证 明 逆 命题 . 设 О<а, 人 rEX, 财 22200), 且 根据 条 件 ， 
Га На} = [| 2222, ЄМ), Х 由 于 范 数 的 


单调 性 , 80812,1 1=1. 

如 果 在 赋 范 理想 空间 Х 中 的 范 数 满足 条 件 : 

由 0< 2,1, 2,ЄХ (nEN), зар] „| 二 co 推出 ,存在 zEX 使 得 
Е. х, 
则 称 此 范 数 是 单调 完备 的 , 或 称 在 X 中 满足 条 件 (B). 

引 理 5， 设 X 是 (7, >, н) оме нан, ИТФ 
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价 : 
1) 在 处 中 条 件 (B) 与 (C) 成 立 
Ж т,ЕХ, #65, [zal <10(Є№), 1,>т(и), Ш xEX 上 且 |zj<1. 
证 . 1) ==>2). БЛЕЯ (а) да 2) 中 的 条 件 ， 如 同 在 引 理 4 
的 证 明 中 一 样 , 可 以 认为 та> а.е. 如 果 令 ў, =іп (|а|: тт} 
EX， 则 0<7, / [х1 В. ѕир[ 9,1 <50р|2,1<1, НР (В), xEX. 
现在 由 引 理 4 8911211, 
2) 一 >1)， 应 该 证 明 , 如 果 0<z |, ЕХ СЕМ), зир] |< 
со, 则 存在 ЄХ, 使 得 xz, 个 z Н 12,112]. 
ЭДА Ж зир]т,| =1, И] хЕВх. 由 定理 1 的 推论 ,集合 Bx 
在 拓扑 向 量 空间 5 中 有 界 . 于 是 根据 引 理 JI. 1. 1( 参 看 III. 1. 4), 
存在 元 素 zxSS, 14 ть | 1, 故 由 于 条 件 2), zE 习 及 jz| 委 1 又 因为 
[а12>вир[а,| = 1, 1 =1. ЧЕН. 
定理 4 满足 条 件 (B) 与 (C) 的 后 范 理想 空间 X, 按 范 数 完备 。 
ЧЕ. № {1т,} № Х 中 的 Cauchy 序列 ， 因 为 所 有 Cauchy 序列 
有 界 ， 则 可 以 认为 上 zsj 志 1(xEN). 由 定理 1，{xw} 是 S 中 的 
Cauchy 序列 ， 又 因为 拓扑 向 量 空间 $ 完备 (定理 1. 6. 15), 则 存在 
zES, 使 得 +,->x(4)， 由 引 理 5, xEX, 我 们 来 证 明 , ўт, >. 
因为 人 z 是 Cauchy 序列 , 则 对 于 每 一 个 。>0， 可 以 找到 М, 
824 п, т> 
|=, —:„{ < е, (8) 
任意 指定 一 个 ?之 入, 考察 序列 ур, я (н). М 
由 引 理 4 及 估计 式 (8) 得 jz 一 z| 委 Himlz, 一 zm 委 se， 所 以 ， 按 范 
数 rs->z, 从 而 证 得 和 的 完备 性 ， ”” 
下 面 我 们 将 会 看 到 (参看 第 十 章 ) 定 理 4 的 条 件 (C) 是 多 余 的 . 
对 于 赋 范 理想 空间 完备 性 最 方便 的 判别 准则 为 (参见 Абрамович 
‚ 153 ， 


111): 
МИНИ ХЕ А ЕЕ ЫН ЄХ, аъ Ла 


处 收敛 的 意思 ). 
这 个 判别 准则 之 所 以 方便 ， 由 于 7z, 作 为 S 的 元 素 总 存在 ， 


而 且 只 要 指出 这 个 元 素 属于 X 即 可 . 

理想 空间 的 理论 是 向 量 格 一 般 理 论 的 一 部 分 ， 我 们 将 在 第 十 
章 对 它 作 较 详细 的 研究 >， 我 们 指出 ， 在 历史 上 商量 格 理论 建立 
得 比较 早 ， 理 想 空间 理论 的 许多 基本 事实 开始 是 作为 关于 向 量 格 
一 般 理论 的 应 用 而 得 出 的 . | 

在 下 一 章 中 ， 我 们 还 要 研究 在 理想 空间 中 的 泛 函 和 算 子 ， 现 
在 转 到 讨论 具体 的 Banach 理想 空间 的 例子 . 

3.3， 我 们 现在 研究 空间 L*?， 它 在 泛 函 分 析 中 及 本 书 讨论 的 
许多 问题 中 起 着 很 重要 的 作用 . 

仍 设 (T, У, п) ж 0o- 有 限 测 度 空 间 ， 虽 然 实 际 上 在 研究 空间 
LM 时 o- 有 限 性 要 求 通常 是 多 余 的 、 指 定 一 个 数 p, 1 和 2p<<co， 用 
ІР(Т, 5, 14) 表示 使 式 子 | 
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有 限 的 所 有 函数 xES(T, >, 4) 构 成 的 空间 . 
利用 Minkowski 积分 不 等 式 可 得 L"(T, >，4) 是 向 量 空间 . 
并 且 , 用 (9) 式 定义 的 还 图 是 范 数 .从 而 , К, ТСТ, >, 4) 是 赋 范 


ж) 在 第 十 章 中 还 给 出 参考 文献 , 这 里 仅 指出 3a6pejiko 的 评论 [11 及 Zaanen 的 
ЕТ, 其 中 不 用 向 长 烙 工具 讨论 理想 空间 .在 Дозановекий [2] 的 文章 中 有 Banach 
基本 空间 的 有 趣 结果 ， 


. 15 和 4。 


理想 空间 . 
1207, >, и) ИС 2 ЗЕЕ: 


| |za(t)— z(t) |24и->0. 


Lebesgue 定理 和 Levi 定理 (I 6. 6) 指 出 ， 在 赋 范 理想 空间 
L?(T, 5, 4) 中 条 件 ( 人 A) 与 (B) 成 立 , 于 是 , 根据 定理 4,1007, 5, и) 
是 五- 空间 ， 因 为 如 果 4EZ>(p) 则 XsEL?(T, >, п), ВИА, 由 测度 
的 局 部 有 限 性 (I. 6. 2), Lr(T, >, 4) 是 基本 空间 ， 上 述 一 切 可 以 综 
合 为 下 面 的 定理 . 

(B) 的 Banach 基本 空间 . 

现在 对 2= со 的 情形 引进 空间 L?， 空 间 1”(T, 之, 4) 由 所 有 
这 样 的 函数 zxES(T, >, 4) 组 成 , 对 它们 可 以 找到 数 wc, 使 得 |x(t)| 
«а, а.е.*. РЕЖ xEL”(T, У, 1), 我们 定义 其 模 的 真实 (或 
本 质 ) 的 上 确 界 vrai sup1z(t)| 为 使 得 

ВЕТ: |200) [>а})=0 
的 数 aER 所 成 的 集合 的 下 确 界 ， 

Ш, ТРСТ, У, пу $ 中 的 线性 子 集 ,L (T, >, py) 上 的 范 数 

由 下 式 给 出 : 
|а| = угаі ѕир|2(2) |. 

读者 不 难 验证 ТРСТ, Х, 4) 是 满足 条 件 (B) 与 (C) 的 Вапасћ 
基本 空间 .空间 工 ” (7, ，4) 中 条 件 (A) 实 际 上 总 不 成 立 ， 除 非 
空间 工 ”( 了 , >, 4p) 退化 为 有 限 维 , 即 它 等 价 于 (7T, 5, 4) 由 有 限 个 原 
РН. Е, 设 L™(T, 3,4) 是 无 限 维 的 ， 则 存在 两 两 不 相交 
ВЕДА, С (р), жж 


* ) 这 样 的 函数 叫做 本 性 有 界 的 ， 
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B= ДА» В,= ВМА, =, В.В, М ， 


于 是 ,如果 2, Хь, И] 2, ЕТ.“ СТ, 5, р) Н.х, у 0. 然而 ,显然 
[2,| =1(#ЕМ№), НШІ” (Т, У, 4) 不 满足 条 件 (A). 

以 后 ， 如 果 讲 到 的 测度 已 很 明确 或 相反 讲 到 的 测度 4 没有 
意义 , 则 我 们 就 用 L? 来 记 (Т, У, и). АВС Lebesgue 测 
度 的 可 测 子 集 DCR" 作 为 测度 空间 , ИТ. СТ, >, ра ЖЕ (р); 如 
果 (T, >, 1) 是 具有 Lebesgue 测度 的 区 间 [a,5], 则 记 为 (а, 6). 
在 考察 其 他 具体 空间 时 , 我 们 将 遵循 类 似 的 规定 。 

由 工 6.10 的 结果 及 定理 3 与 5 推出 ， 当 1<р<оо В, МН 
Lr(D) 是 可 分 的 、 因 为 L”(D) 不 满足 条 件 CA), 所 以 这 个 空间 是 不 
可 分 的 . 有 理 系数 的 多 项 式 或 在 以 有 理 数 为 端点 的 区 间 上 了 到 有 理 
值 的 阶梯 函数 可 作为 Lr(a,5) 中 的 可 数 稠密 集 . 

为 了 证 明 这 一 点 ， 我 们 首先 指出 ， 如 果 [x]s 是 函数 的 截断" 
(参见 1.6.4), 则 


| JzC2)— Га], С) |)rat —20. 


Моваведа тасав еге АЗ, 
而 准许 在 积分 号 下 到 极 限 . - 

0—1 п, аи <; ЖЖ, 可 以 找到 一 个 连续 函数 
y(t), 除 了 一 个 集 4 外 (mes4<<er/(2n)*) 处 处 与 [zja(l) 重 合 ,并 且 
其 函数 值 也 不 超过 n (参见 1.6.9), 我 们 有 | 


ЕСЕ | 


<}| (21) й | =2n[mes 4A]?<e. 
А 2. 


最 后 ， 取 有 理 系 数 多项式 PCi)， 
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[а,51). ТЯ, Шу Ре, 从 而 最 后 得 jz 一 P| 一 3e. 

在 有 理 区 间 上 仅 取 有 理 值 且 其 中 只 有 有 限 个 值 异 于 零 的 阶梯 
Вано дЕ РС оо, оо) у р Ж, | 

现在 来 研究 当 指数 了 不 同时 空间 L? 之 间 的 相互 关系 . 

定理 6。 设 测度 4 有限 且 1<5<г< оо, ИСТ, ,W)C 
L*(T, У, п), ЗВ, А Е 
LD) що роо, 


К (г, ту 34 т= со, 


则 
2. (7, s) 12|. 
ЧЕ. г= ce 的 情形 , 我 们 让 读者 自行 分 析 ， 设 "< co, 这 时 ， 令 
р=т/5,9=т/(т—5$) (р, 9220, 1/р41/9=1), 由 Holder 积分 不 


1/8 


пав =| |, lz м) 


< UOT 

т т 
аа) = К (т, 8) |2. 

我 们 指出 -|z| = 一 1imjzl (参见 Hardy， Littlewood, 


Руа), ЧН 175 [] L?， 在 无 限 测度 的 情形 ,定理 6 不 成 立 . 


空间 L?(1<Zz<<ce) 是 由 下 .RiceszL1]3 引 进 的 , 空间 工 ' 是 Stein- 
haus[1] 引 进 的 . . | 
3.4. 现在 我 们 研究 可 测 函 数 空 间 的 一 个 重要 的 特殊 情形 
一 一 序列 空间 ， 我 们 已 经 指出 过 , ЖЖ Т=М, 是 NN 中 所 有 子 集 
全 体 , 任 一 点 的 测度 上 为 1， 则 S(7, 之 , 4) 是 所 有 序列 的 空间 s， 
前 节 中 所 有 的 定义 和 结果 同样 都 可 用 于 子 空间 $, 
在 这 种 情形 下 , 空间 Lr(7, >, дж В. 如 果 x= {52}? 
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则 根据 L?(T, 5, дне Е, 得 
о Тир 
[лв | ‚ ДЖ 1<р<оо, 
Е =1 


12 [1° = м 
ѕр[5,], 如 果 р= о. 

从 3.3 的 结果 推出 , (1<р<оо) 6 н] уйу Banach 22 [8], П 
六 是 不 可 分 的 Валасһ 空间 . 

下 面 再 引进 两 个 序列 空间 , 它们 是 1 的 子 空间 ， 用 c 表示 所 
有 收敛 序 到 构成 的 空间 , 而 用 co 表示 所 有 收敛 于 零 的 序列 构成 的 
空间 ， 从 1 中 把 范 数 诱导 到 ¢ 与 co 显然 ,c бог 
集 . 我 们 来 证 明 , 它们 在 Г 中 是 闭 的 , 由 此 可 得 ,e 与 co 是 Banach 
空间 。 下 面 仅 对 空间 e 来 验证 . 

АП (за) КЕ 2061" с 中 的 元 素 序列 ， 则 |x。 一 z1->0. 
设 а, = 导轨 132- 对 于 任何 е>0, ам, НЯ 

[2—1 =вир|09 — &#° |<е/3, 


上 式 也 可 以 改写 为 
1% — #0 | «2/3  (Ё=Ь2, за М.). 
КЕМ... 72 х.е, 由 此 序列 519, 6, 566, 507, 66, 收敛 . 
所 以 , 对 于 充分 大 的 与 有 | 一 到 "| <е/3, 因而 对 于 同样 的 
ЕЖЕ 有 
00 А [60—609 | + |é — вы | 
+ |[> — &8 >| <е/3-+:/3-+2/3 =г. 
于 是 序列 500, 50, 66, 50, 60096, 即 тосе, 
我 们 指出 ，e。 是 满足 条 件 (A) 的 Banach 基本 空间 (从 而 也 是 
可 分 的 Banach 空间 ), 但 条 件 (B) 不 成 立 ， 由 此 可 见 ， 对 于 赋 范 理 
想 空间 的 完备 性 来 说 ， 条 件 (B) 不 是 必要 的 . 空间 ec 不 是 理想 空 
м. 
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我 们 指出 , 对 于 空间 Рар<оо) жй, 具有 与 定理 6 所 述 相 
反 的 包含 关系 和 范 数 不 等 式 (具有 46(r, в) 1). 

最 后 引进 截断 序列 空间 ， 它 是 由 一 切 异 于 0 的 坐标 至 多 有 
有 限 个 的 序列 (&,)3-, 所 组 成 ，q 中 的 范 数 由 1" 诱导 ， 显 然 ,q 是 
赋 范 基本 空间 , 但 不 是 Banach 空间 , 因为 空间 在 co 中 稠密 . 

空间 17 是 由 下 . Riesz[3] 引 进 的 ，P 较 早 由 Hilbert 引进 ( 参 
в Hilbert). 

3.5。 下 面 我 们 指出 只 与 上 述 引 进 的 序列 空间 1? 有 关 的 有 限 
维 ( 维 数 为 2) 空间 下 ， 因 为 任意 两 个 维 数 相 同 的 有 限 维 空间 是 同 
构 的 ， 所 以 ， 其 中 的 差别 可 能 仅 在 于 定义 范 数 的 方法 ， 在 空间 了 
中 范 数 定义 如 下 : Иан, 


т 1/р 
Га” | “， 如 果 роо, 
=)” 
тах [&,|, ПЖ р=оо 


(24 р=2 时 即 得 欧 氏 范 数 ). 

由 定理 1. 2 的 推论 1 推出 , 如 果 不 计 这 些 空间 中 范 数 的 区 别 ， 
则 其 中 的 收敛 有 相同 的 意义 , 即 这 是 按 坐 标 收敛 (这 可 以 从 不 等 式 
Г, «А Я], 此 不 等 式 对 每 一 个 所 考察 的 有 限 维 空间 都 成 
3). 

空间 15 可 以 看 成 是 空间 1? 的 子 空间 ， 为 此 , 上 只 要 把 元 素 (&,， 
52 2,)Є 与 元 素 (sa oy0,0,…) 同 样 看 待 . 

3.6. 除了 空间 LL? 外 ， 在 泛 函 分 析 中 还 研究 许多 别 的 可 测 函 
数 空间 . 

首先 我 们 定义 Orlicz 空间 , 它 是 空间 工 ?的 拓 广 ， 设 М(и) Е 
给 定 在 (一 oo, оо) ШВИ), пай, 且 当 07-0 В} ХДЕ ЕВА, ЯП 
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lim 009 —0 及 На мо). 


пэо 4 вто 
则 称 Ми) 是 УЖ. 
М* (4) = sup (ио — М(0)) 


十 co 


来 定义 一 个 余 W- 函 数 ， 显 然 , V -函数 М 在 [0, + co) 上 单调 增加 
且 М(0) =0， 可 以 证 明 , М* 也 是 М-ва, 并且 М** (= (М*)*) 
= М. | 

СТ, У, wx) 是 有 限 测度 空间 ， 指 定 一 个 W- 函 数 м, Ех 
件 


[мара 


的 所 有 函数 zxES (Т, 5, p) 的 总 体 叫做 Orlicz 类 LS(T, 3, и) (或 
аж). 

Orlicz 类 可 以 是 非 线性 集 ; 更 确切 地 说 , 当 zEL& 时 也 可 能 有 
22410, Ш ТС, 

所 谓 Orlicz 空间 Lu(7, У, p) (或 简 记 为 Lx) 是 由 所 有 满足 
下 列 条 件 的 函数 zES(T, У, и) 组 成 的 ， 对 于 这 些 z 可 以 找到 数 
4=1(#)>0, 使 得 | М2) висо, 


显然 , L&CLy， 下 面 可 以 看 到 这 两 个 集 可 能 是 不 相等 的 ， 空 
间 Lx 已 是 S$ 中 的 线性 子 集 .事实 上 , 显然 , 乘 以 数 后 仍 在 工 x 中 . 
如 果 


мак лови 及 | мас ГА) аә 


ДІН ЕМЕ 
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Е В 


1 


sa SD зА ОК an 


#9 +С. НРМ) МЕ, Г, 显然 是 (7T, >, и) БЖЖ 
空间 . 在 Orlicz 空间 上 我 们 将 研究 下 面 两 个 范 数 : 


11, =зыр} |124 |4: | м" овал |, 


zls=inf |до: | маза . 
我 们 来 证 明 ， 上 -与 | 是 范 数 ， 从 用 * 的 定义 我 们 推 出 


A 


[шо | М (и) + М*(®). 


设 | Маз / аи <оо, ШИН Үоопв 不 等 式 


[чаю = А lz/al ав | 
<] маил | мараи ар 


从 (11) 式 推出 | |, <<. ИЖ ЕСТ», ВИАН], =0 推出 
2= 0, 范 数 的 其 余 性 质 对 于 | | 显然 都 成 立 . 
根据 定义 , 显然 |z|; 二 oo， 章 次 性 也 显然 成 立 ; 三 角 不 等 式 容 
易 从 不 等 式 (10) 得 到 ， 如 果 1zj: = 0, 因为 当 4 二 0 时 М(и)>0, 则 
z 一 0，、 于 是 ,有 .外 是 范 数 。 从 不 等 式 (11) 推 出 , zl 委 21zl ЧА 
ПЕНН, [201 但 是 ， 我 们 对 此 不 予 证 明 ， 而 只 证 明 存 在 常数 
6.20, 使 得 jz , 宇 t,1x1。(zELw), 了 即 范 数 外 用 5. НТ 
上 hh 与 全 上 是 把 Ly 变 为 Banach 基本 空间 的 单调 范 数 ， 则 由 定 
理 2 即 可 得 出 上 述 结果 . 
定理 7， ДН: 31:12до Orlicz 空间 都 是 满足 条 件 
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(В) 与 (C) 的 Banach 基本 空间 . 
证 ， 因 为 满足 条 件 (B) 与 (C) 的 赋 范 基本 空间 是 完备 的 (定理 
4), 所 以 只 要 证 明 (Lx， ji 上) 注 足 条 件 (B) 与 (C)， 即 由 05а, |, 


Ем, зор |=, | ;< 0 推出 存在 ZEEw， 使 得 Vn ^ Y 且 supjzu| ‚= 


zh (2=1, 2). 
先 设 i=1. Ф 202) =ѕир 2,1). #0240 НЕЛЕЕ 81 № Ж 


上 取 无 穷 值 ， 但 是 ， 根 据 定理 6.7 的 推论 ， 对 于 任何 满足 条 件 


| _M* арт № у, 


(2114 = sup| zal9 lan<suplle, |. (12) 


不 等 式 (12) 指 出 , 在 (Lw ПО ААЖ РЕСВ) БСС), 

研究 2=2 情形 、 因 为 jzl 入 214zl。 所 以 在 (ELw |+ 5) 中 条 件 
(В) з, 余下 验证 , 从 От, 个 xzELau Ж |=, (22 0505. 

先 指出 | +1 具有 下 列 性 质 ; РЕЯ 470 有 


| масои. аз) 
事实 上 , ел, |а|, (4,50), 并且 
| ма2С017А,)аи<1. (14) 


对 不 等 式 (14) 取 极限 , 根据 Fatou 定理 得 (13). 
令 limlznl,= А. 由 (13) 


ЕО [зар <. (15) 
对 (15) 式 取 极 限 , 再 由 Fatou 定理 得 
| alz(DHMDeansl 


= А = |а, | |а|. ЕЖЕ. 
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现在 我 们 来 研究 ， 什 么 时 候 Orlicz 空间 满足 条 件 (A)。 因为 
范 数 | 与 1 上 等 价 ， 所 以 条 件 (A) 对 于 这 两 个 范 数 同时 满足 或 
同时 不 满足 . 

已 经 指出 ，L~CL4CLy， 用 Е, 表示 L” 在 Orlicz 空间 Ly 
中 的 闭 包 ， 我 们 也 要 在 Ex 上 研究 范 数 上 由 与 上 "上. 

引 理 6. 1) 如 果 {z} С 且 在 Lx 中 按 范 数 zs->z, 则 序列 
(а) “平均 收敛 "于 函数 =, 即 


|а а) висо». 


2) 如 果 在 1) В 22 Є.9(пЄ№), 则 21.9, 
3) Ес Г... 
证 ，1) 首先 指出 , 由 等 式 М (0) =0 及 МИН 
当 0<а<1 Њ  М(аи)<аМ (и). (16) 
|2, — 21—20, 所 以 当 п М Ва, – |1, ХР п, 
Н (16) & (а = |2, — |) 
> 一 1 — 
ре рая, 00) 
由 此 
| мозаики, го. 
2) 由 不 等 式 
маи М(|2=—2а, би. М2. ар 


2 
推出 , 
3) 如 果 xEEw, 则 可 以 找到 {zn} СТ", 使 得 按 范 数 z.>z， 因 
为 27.EL CL, 则 由 于 2), «ЕТ. 
定理 8， 空间 Ey 是 Banach 基本 空间 ， 在 其 中 条 件 (А) 成 


~ ае А 


*) 这 些 积分 中 可 能 有 有 限 个 等 于 无 
• 163 . 


立 . 

证 ， 我 们 只 须 验 证 , 1 Е, 中 条 件 (A) 成 立 ， 假 设 不 是 这 样 ， 
则 可 以 找到 序列 {zx} СЕ, 4844 1. { 0, [2.|›>0>0 (вЕМ). 由 
于 (13), 则 对 于 任何 nEN,， 


(01е, 178). 
另 一 方面 , 由 于 引 理 6, xz,/6EEwCLY, 于 是 根据 Lebesgue 定理 有 
(ма, /6)4и—50, 


пос 


从 而 得 出 矛盾 . 
设 МЕ W- 函 数 , 如 果 存 在 这 样 的 常数 有 > 0, uo 之 0, 使 得 
МОи)<ЕМ(и) (#21), 
Д Ми) Л, 0. | 
下 面 的 定理 中 我 们 假设 空间 (7, Х, py) 是 连续 的 *, 
定理 9， 下 列 例题 等 价 : 
ПЕ 中 满足 条 件 (A); 
2) Ly=Ey; 


下 人 


5) та 

8) М-Ж М 满足 A,- 条 件 , 

МЕ. 1) 一 >2)， 如 果 在 Lx 中 条 件 (A) 成 立 ， 则 根据 引 理 3 
L 在 Lx 中 稠密 , 因而 Ен =1ы, 

2) 一 >83)， 因为 在 Lu 中 条 件 (B) 成 立 ( 定 理 7). 

3) 一 >2)，、 由 于 引 理 1， 

2) 一 >4)， 因 为 根据 引 理 6 , EuCLY. 


* ) 这 个 假设 仅 在 证 明 (5)(6) 时 用 到 . 
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4)—>5). НІ, 是 线性 集 . 

5) 一 >4)， 事 实 上 , 如 果 +ELy, 2520, 则 由 于 (13)，zj/zl:E 
Е. 于 是 #=|12|.(х/ ||.) ЕТ. 

4) 一 >1)， 与 定理 8 一 样 证 明 . 

6) 一 >5)， 设 mEN. 容易 看 出 , 由 А. ЖЖ, М w 宇 ww 时 
不 等 式 

М (2") М (и) 

成 立 . 

现在 设 zEL, 4 是 菜 个 数 ， 于 是 可 以 找到 mEN， 使 得 [4 去 
2". 8 

(м0 лара") Мэ ви СР) Мт) со, 


由 此 4zELY. 
5) 一 之 6)， 设 入 -函数 М 不 满足 A:- 条 件 ， 则 存在 数列 fan}， 
9% 0<и, 个 十 co, MD)>> 工 且 


М (20) > 2" М(и,) (п= 1,2, --*). (18) 
由 于 (7, 之 , 4) 的 连续 性 , ТЕЖ НН НЗ А,ЕХ, 使 得 
_ ист) — ... 
иСА,) —2 М (а) (п=1,2, …)。 (19) 
我 们 用 下 式 
2fn， 如 果 XEA, (в=1, 2, ...) 
кэ-] и 
0, ш 24 [] 4， 
来 定义 函数 z(t). 
由 (19) 


фмесан- 55| мебан 
п=1 Ы 
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=Умарь(ар<и(Т)-<оо, 


п=1 


由 此 zeEL%， 另 一 方面 , 由 (18) 与 (19) 得 
| М (22(+))4и = М@и,) и(А,) 


>22" М (и) иСА,) = і (7), 


[мосу >| М(22(1))ёц = +оо. 
в=1° Ав | 


ВНЛ, 22610, 定理 完全 证 毕 . 

设 D 是 R" 中 具有 有 限 Lebesgue 测度 的 区 域 ， 由 定理 3 与 定 
理 9 得 : 

推论 ，Orlicz 空间 Lx(D) 可 分 的 充 要 条 件 为 -函数 内 满足 

As:- 条 件 . 

最 后 指出 , 空间 工 "(1<?<oo) 包 含 在 Orlicz 空间 类 之 中 . 事 
实 上 , 设 Ма) =и?/р, И Orlicz 空间 Lx 中 的 范 数 等 价 于 EL* 中 
的 范 数 ， 我 们 来 证 明 


аи? (20) 
如 果 

|, мааа, 
则 

сви, 
由 此 

(Сеа ерее рар, 

另 一 方面 ， 
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[О] gpl, 
сонау 
ЕН |2 [1+2 [а |, 对 照 上 面 证 明 的 不 等 式 即 得 (20)， 

Orlicz 空间 及 其 在 解 非 线性 积分 方程 中 的 应 用 ， 其 较 详 细 的 
讨论 可 参见 Красносельский #1 Рутицкий й9 5. 3х М ру 2 
我 们 在 其 他 一 些 地 方 还 会 提 到 (还 可 参见 Гаапеп-Г). 

3.7， 下 面 我 们 简单 地 讨论 两 类 空间 ， 它 们 在 线性 算 子 内 插 理 论 中 有 重 
要 应 用 (参见 Бирман “®). 
ЗА: 265 (0, 1), 则 在 [0, 1 上 用 公式 : 
Zz*(T)=inf{a>0: mes({t: |z(t)|>a))<r} 
给 出 的 函数 叫做 z 的 模 按 非 增 序 的 等 可 测 置换 , 


(РЕ ГО, 1] ЕЖУ, Ч РО 时 为 正 的 函数 ， 使 得 #/ (р) 
0. 


1-20" 
ВАН Marcinkiewicz 空间 MC) Еі РУ ЕН 265(0, 1) 
组 成 的 Banach 空间 , 其 范 数 


- 1 
= ор тесдуу 180 ld: A 179788. mes(4)>0) 


1 А 
= „зор } $ (№) | sar} 
有 限 . 
空间 M (4) 5 Banach 基本 空间 , 它 满足 条 件 (B) 与 (C), 但 不 满足 条 件 
(A). 
所 谓 Lorentz 空间 A(%) 是 由 满足 下 列 条 件 的 函数 х65(0, 1) 组 成 的 
Banach 空间 , 其 范 数 
1 Г =" сар оо) 
有 限 . 
空间 A(%) 是 具有 条 件 (A) 与 (B) 的 Banach 基本 空间 . 
РСР) = #9 (0<а< 1) йуз а) M( 女 与 A(%) 是 最 常见 的 , 在 此 情形 
下 它们 分 别 记 为 M(a) 和 A(a). 
转换 为 等 可 测 非 增 函 数 хе 的 运算 联系 着 一 类 重要 的 Banach 基本 空间 
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一 一 对 称 空间 类 (参见 Бирман 等 ), 即 在 区 间 [0, 1] 上 具有 Lebesgue 测 度 的 
一 种 Banach 基本 空间 ， 使 得 由 ХСХ, 06500, 1), 2*=у* ЗЕ уЄХ Н |21 = 
Ия. == 14] Г? (0, 1), 1.м (0, 1), Ем (0, 1), М4) № ЛОРИ. 

最 后 指出 ， 我 们 还 可 以 研究 与 Banach 理想 空间 类 似 的 在 B- 空 间 中 取 
值 的 可 测 函 数 空间 类 ， 这 种 空间 在 微分 方程 理论 , 半 群 解析 理论 ， 线 性 算 子 
内 插 法 等 有 其 应 用 (例如 参见 Bourbaki-V Dunford 与 Schwartz-I, П; 
Ріпсшеапщ Yosida; НШе 5 Phillips; Edwards). 


8$4， 其 他 的 赋 范 函数 空间 


4.1. 首先 考虑 早已 知道 的 在 紧 集 到 上 的 连续 畏 数 组 成 的 已 - 
空间 ССК). 我 们 简 述 关于 子 集 按 范 数 在 CC(K) 上 稠密 的 Stone- 
Weierstrass 定理 , 这 个 定理 在 应 用 中 很 重要 . 

在 CCK) 中 定义 按 点 乘法 运算 : (zy) (tf)=z(t)y(t). ШЕ Ж 是 . 
C(K) 中 的 线性 子 集 , 如 果 由 z,yEB 得 出 zyEB, ИЖЕ. РК. 
用 1 表示 在 上 恒 竺 于 1 的 函数 . 

定理 1 (Stone-Weierstrass). ВЕ 23 В-2 8] СК) 中 的 
子 集 , 如 果 下 列 条 件 成 立 : | 

1) 如 是 于 代数 ; 

2) ІЄЕ; 

3) ЕАК ЕЮ, 即 对 于 任意 的 ЄК (251) прај 
2ЄЕ, 使 得 z(t) 关 2(2"); 

ШЕТ ССК). 

由 定理 1 容易 得 到 关于 多 项 式 集合 在 CLa, Б] ВЯ 
结果 . 

如 果 我 们 考虑 复 空间 СОК), 定理 1 不 再 成 立 . 
| 事实 上 ， 取 复 平面 上 的 闵 单 位 圆 作 为 五 = {2ЕС: |2|<1), 

并 考察 及 上 的 复 多 项 式 集 8, 即 Е= 52 (1, 2, 2°, 6), ЖЕЩЛ 
理 1 的 条 件 , 但 它 不 在 复 空间 CtK) 中 稠密 例如， 函数 (2) = 
• 168 。 


Ке 26 ЕЁ, 因为 , 不 然 的 话 ， 根 据 Weierstrass 定理 它 在 单位 圆 内 解 
析 ， 然 而 , 在 复 空 间 情 形 , 不 难 作 一 些 修 正 . 

定理 2， 设 万 是 复 в-а Сок) 的 子 集 ,请 足 定 再 1 中 的 条 
件 1) 一 3), 关 满足: 

4) 如果 zc ас, 其 中 =, НА, 
НЕ СОЧ, 

定理 1 与 定理 2 的 证 明 可 参见 Dunford Е Ѕсһуагі2-1, 
Schiffer-l. 

引 理 1.( 关 于 单位 分 解 )、 如 果 人 0 ?. 是 紧 集 五 的 有 限 开 复 
盖 ， 则 可 以 找到 一 组 KX 上 的 实 连续 函数 (p+)}?-,， 漠 足下 列 条 


1) Фф:С1 )2>0 (2=1, 2, ..., п); 
2) p(t)=0, :&0, (2=1, 2, “0° п); 


3) >90) =1, 对 任何 iEK， 


ЧЕ. 我 们 仅 对 有 度量 为 r(ti,s) 的 度量 紧 集 KK 来 验证 ， 记 
Fi;=K\V,;(i=1,2, п). 对 于 任何 ЕК, 4 
т(#,Е,) 


п 


Уб, Е,) 
b=1 


因为 "Cl, 也 ;) =0 等 价 于 1EF;， 所 以 函数 组 (yp;(t))?., 满足 
条 件 1) 一 3). | 
定理 3。 如 果 五 是 度量 紧 集 , 则 B- 空 间 ССК) 是 可 分 的 . 
Ж. 容易 看 出 , 反之 也 成 立 : 如 果 8- 空 间 是 可 分 的 , ЦЕ К 
是 可 度量 的 . 
”证 .不 类 一 般 性 ， 可 以 考察 实 的 C(K)， 根 据 定理 工 5.2 的 
推论 1 紧 集 是 可 分 的 ， 设 攻 是 玉 中 可 数 的 处 处 稠密 集 ， 由 于 
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p(t)= 


的 紧 性 ， 对 于 每 一 个 mcN， 可 以 找到 天 的 有 限 开 复 盖 集 04= 

{SEK:r(t,, 8)<1/т) (一 1， 2, ..., п(т)), 其 中 ЄМ. 设 
(ртс) 

是 根据 引 理工 由 人世 9 ?作出 的 单位 分 解 , 我 们 来 证 明 形式 为 


ntm) 


Ум")  (т=ьа,-.) 


КОЕК В т] ЕТЕ C(K) 中 稠密 , Е т, 是 任意 的 有 В. 
зЕС(К) 及 数 г>0, М ЖЖ x(t) 在 天 上 一 致 连续 ， 所 以 对 于 
=>0, ЗФ 0>0 ЗА (2, 5) 0, (7) — (8) | <е, 
取 mEN, 使 得 1/m<5， 于 是 , 可 以 取 有 理 数 7; 满足 条 件 : 对 所 有 
:Є0", |z(t)—r7,|<2e (11, 2, .-., п(т)). А 


в (т) 


(6) = 5176), 
这 时 ЕЁ, 且 如 果 30%, № 


[а02)—2(0)1= | оао Утор?) 


<> Иа()—г,| фт) <2е. 


因为 {0 个 ?<7 是 玉 的 复 盖 ， 则 由 此 得 到 jz 一 下 <2e， 从 而 证 
ТЕЖ ССК). 

4.2. 下 面 我 们 将 看 到 ， 有 界 变 差 国 数 空间 与 空间 Са, 6] 
着 密切 的 联系 ， 

设 = ЛЕХ И а, 5] 上 给 定 的 有 限 函 数 ， 考 虑 区 间 [а,65] 
的 任意 分 划 т(а= 加 < 本 < 加 一 9) 构成 表示 式 


о.= >1[2(4,)—=(-,|. (1) 


k=1 
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如 果 对 于 区 间 [a, 站 上 所 有 可 能 的 分 划 т 和 式 о, 的 总 体 有 界 ， 则 
称 函 数 z(t) 是 区 间 [a,6] ЕЯ ЕЕ Же, 而 量 


PO мы 


[2 
\ (=) =ѕар о, 


Ш Е 

ЗОВЕ ОБЕ Ж У, 这 个 集合 V 是 
同 基 空间 ， 事 实 上 , 每 一 个 在 区 间 [a, 5] 上 的 有 界 变 差 函 数 可 以 表 
示 为 两 个 非 降 国 数 之 差 的 形式 (参见 Фихтенгольц, Жж): 

x(t)=r(t)— ret) (еЄ[а, 0]). 

反之 , 不 难看 出 , 每 一 个 可 以 表示 为 两 个 非 降 函数 之 差 的 函数 
是 有 界 变 差 函 数 ， 从 这 个 注解 直接 推出 VY 是 线性 的 . 

对 于 zEV, 如 果 令 


| = [2(а)| + М С) 


ДМ Е Ху А 28. 

事实 上 ， 峰 范 空间 的 前 两 个 公理 显然 成 立 ， 所 以 只 需 验 证 三 
角 不 等 式 ， 设 x,yEVY, z= 二 x 十 y. 于是, 对 于 区 间 [a, 如 的 任何 分 划 
(a=to<t < <=), 

[2(а) | = |х(а) + у(а) | <] #(а) | + |9(а)] 

Е. | 

[(2(,) 20.) | 

==) =, Fy) y(t) | = 2, =, п). 

因而 


[2(а) | 十 01[20,) 20,1) 
b=1 


ПОЭМЕ iy(a)1+ 
$ =1 
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+11306, 00.) 1 |1 00], 
k=1 


由 此 推出 所 要 求 的 不 等 式 . 
我 们 来 证 明 V 是 完备 空间 . 
设 {x;} 是 自 收敛 序列 、 首 先 , 因为 
|2) 2С) 
| [2„(#) zt) (а) – (а) 11 + |1„(а) —2,(а) | 


«< [2„(а)—„(а) [+ М (а=) 


= |а „|, 


所 以 , 对 于 任何 2а, 5] ВЯ а, (2)} ВК. 令 то (р) = Ма). 


设 =>0 及 入 ,充分 大 , 当 m, 4 宇和 ,时 
|2. = 2„|<. 
从 而 对 于 任何 分 划 а= 26,6666, 6 有 


[zw(e) 一 zs(Ca)1 > 12) — rn(Ct,)] 
k=1 


А — [2,.0#,_.) —2,0-.) 11 <е. 
给 定 这 个 分 划 , 令 тоо, 取 极 限 后 得 


[2,(а) za + > тов, я. (ь)] 
ВЕ 


А — [20(6,_.) — 2,06.) «е. 
因为 上 式 对 于 任何 分 划 成 立 , 所 以 


[2(а) —т„(а)| + VY (а—2,)<е (n>N.) 


由 此 用 通常 的 讨论 就 可 得 出 结论 : zoEV 及 
|20 — =, 委 s (n>N,), 
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ВП 2, >20, 

. ЖЕУ, ЕН 2 间 外 ， 
ананан 例如 ， 下 面 要 讨论 的 
Соболев 空间 和 CC(D) 空间 是 光滑 钞 数 空间 .作为 例子 , 我 们 
引进 Hardy 解析 函数 空间 的 定义 (详细 的 内 容 参 见 Hoffman ). 
ЯН? < оо) лбе ЭР О 中 解析 函数 x(z) 的 B- 空 间 , 其 中 
范 数 : | 

p(T katre) ЕЭ 1<р<оо, 
с, р = 00 
Р 
Щ 1<р<оо 时 ， 空 间 Hz 可 以 用 自然 方式 以 余子 空间 形式 供 人 
Lz (0, 2л). 24 р-=1, сов}, Н» 不 能 这 样 嵌入 任何 开 ?( 了 , >, м). 
4. 设 D 是 К" 中 的 有 界 区 域 ， 如 果 存 在 一 个 在 闭 包 了 上 的 
连续 函数 X(t), 它 在 D 上 与 连续 函数 x(t) 重 合 , 则 称 在 DD 内 连续 的 
函数 zt 连续 延 拓 到 已 上 (这 样 的 国 数 地 tt) 显然 是 唯一 的 ). 
用 C(D) 表 示 所 有 在 DD 内 连续 且 连 续 延 拓 到 DD Е (+) 
组 成 的 具有 范 数 为 
[= 190 


的 有 -空间 . 
容易 看 出 ， 映 射 +># 是 B- 空 间 C(D) 到 СОР) 上 的 线性 同 
构 ， 由 此 , 空间 C(D) 是 完备 的 . 
如 果 函 数 z(t) 在 力 内 存在 阶 数 三 1 的 各 阶 连续 偏 导 数 ， 把 它 
们 连续 延 拓 到 万 上 , 则 称 z(t) 在 D 内 有 1 阶 连续 导数 ， 
用 CCD) 表示 所 有 D 内 的 在 上 有 i 阶 连续 导数 的 函数 
”z(t ) 组 成 的 具有 范 数 
= |= 5757р |а Де 


К=0 (к) 
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的 如 -空间 , 其 中 之 ,是 对 所 有 可 能 的 到 ОЖ, 
(2) 


空间 С(р) 5 с (р) 在 嵌入 理论 有 关 的 一 些 部 分 (参见 后 面 
的 第 十 一 章 ) 起 着 重要 作用 . 


$5. НИЪеге 空间 


5. 1。 欧 氏 空 间 了 及" 与 其 他 的 有 限 维 空间 的 区 别 在 于 其 中 定义 
了 内 积 , 这 个 内 积 与 范 数 按照 简单 的 关系 联系 着 : 元 素 的 范 数 平方 
是 这 个 元 素 与 它 本 身 的 内 积 . 

因此 ， 研 究 那 种 定义 了 “内 积 * 的 空间 ， 并 以 上 述 方 式 引 进 范 
数 , 是 恰当 的 . 

设 瑟 是 复 向 量 空 间 ， 如 果 对 于 每 一 对 元 素 z, 96Н 定义 了 内 
积 (z, у), 即 满 足下 列 条 件 ( 公 理 ) 的 复数 ; 

1) (9,2) = (2,9); | 

2) (42, + иль, 9) = AT 9) +и(, у); 

3) (1,=)>0, (2, 21) =0 等 价 于 z 一 0 
则 称 于 是 内 积 空间 *. 

由 内 积 空 间 的 定义 推出 : 

а) (zx, Лу, + му») =, у,) Еа, уз). 

(公理 了 和 2)). 

b) (2, 0) = (0, 3) =0, 

事实 上 , (2,0-9) =0: (2,5) =0. 

с) [ (2,3) 12< (я, 2) (у, у) ССаџсћу-Буняковский №5), 


ж) 也 有 对 实 向 量 空间 来 引进 内 积 空间 的 , 这 时 内 积 是 个 实数 , 同时 条 件 1) 改 为 
(0, 2) = (=, у). 

下 面 讲 到 内 积 时 , 如 果 不 作 声明 , 总 认 为 是 讨论 复 空间 ， 然而, 除了 算 子 的 谱 论 外 
全 部 结果 对 实 空间 情形 也 成 立 . 
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为 了 证 明 这 个 命题 , 研究 式 子 
(z 十 jg,z 十 1g) 一 (zz) Ax, Y) + ACy, х) -|А[°00, 0). 
按 公理 3) 对 于 任何 数 4 ВАЗЕЯ. КО 四 之 0( 否 则 y=0， 这 个 
不 等 式 显然 成 立 ), 令 4= (т, у) 700, у), 根据 以 上 所 述 得 
а) ГЕЛЬ ТОСТЫМ ею о, 


(9,9) (у, у) (у, 9) 
即 (z, 2) (у, у) — | (2, у) |* 20, ШЕЕ, 
如 果 在 内 积 空间 Н 中 令 
[| = л (С, 2) (хЄН), (1) 


则 再 变 成 赋 范 空间 。 事 实 上 , 赋 范 空间 的 公理 中 , 只 有 三 角 不 等 式 
不 能 直接 从 再 的 定义 推出 . 我 们 来 证 明 它 , 设 2, yEH， 利 用 Cau- 
chy-ByHaKOBCKHB 不 等 式 有 

lz+yl?= (z+y, 2+0) = | (а, 2) + (2, y) + (4,2) +(y, 9)| 

«а 212101011012 Cz + [91° 

如 果 在 赋 范 空间 正中 可 以 引进 与 范 数 按 (1) 式 相 联系 的 内 积 ， 
则 称 空间 了 是 西 空间 . 

因为 H 是 赋 范 空间 , 它 具 有 赋 范 空间 的 所 有 性 质 , 特别 在 1. 1 
中 指出 的 那些 基本 事实 都 成 立 。 我们 还 要 指出 与 内 积 空间 特别 有 
关 的 儿 个 简单 命题 . 

1) 内 积 的 连续 性 ， 如 果 т> 及 у, 20, И (2, У) > (т, 0). 


事实 上 , 利用 Сацсһу-Буняковский 不 等 式 得 
1(z, 9) 一 (zw 9.) 魏 |(z, У— 9») | 十 |(z 一 zw У») | 
Зря, |+ |=— „9. 
ЖЕ 4у} НГ, ВИА КЖ АУ РЕ, 因此 
(zw У) (ах, 9). 


2) 对 于 任意 的 元 素 x, yEH, 下 列 等 式 
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[21012-12012 20121211219 (2) 

成 立 . 

实际 上 , 根据 范 数 的 定义 有 

[291° + 12-012 (ау, +) (6—9, 2—9 

= (1,2) + (1, у) + (у, т) +- (у, 0) + (2, 2) — (а, 0) 
— (0, 2) + (0, 9) =2Пар- | 

因此 , Нда р, 这 意味 着 在 H 中 的 范 数 以 内 积 的 特殊 方式 
来 引进 .空间 五 的 完备 化 在 也 是 赋 范 空间 (1. 4). ЗН, Н 
中 的 内 积 可 以 推广 到 直上, 使 下 成 为 西 空间 ， 

3) 西 空间 再 的 完备 化 再 仍 是 西 空间 . 

事实 上 , Е, ПЕН. 存在 序列 (zw), {у} СН, 使 得 2,25, у> 
n， 几 平 逐 字 逐 名 重复 1) 中 的 讨论 可 知 lim 《zw go 在 在 ， 它 不 依 


ЕЕ а Е, 而 仅 由 元 素 所 与 了 来 确定 ， 根 据 1)， 
ЕЕ &, ПЕН, lim (zw, 9,) = (6, 1), 对 于 任意 的 5,7EH, 自然 令 
(Ё, 2) = 1а (2, у). 


由 这 个 定义 , ХОТЕН АХ. ЕН 1. 4 指出 的 下 中 的 
范 数 与 再 中 范 数 的 关系 可 得 
[Е] — lim [= | = Нил (и, 1.) =^/(Ё, #) 
(ЕЕН, т>, ЕН, п = 1, 2, ..*), 
ВАНН. | 
还 指出 一 个 完全 显然 的 命题 . 
4) 西 空间 的 子 空间 也 是 西 空间 . 
ж) 此 关系 式 是 初等 几何 中 平行 四 边 形 对 角 线 平方 和 等 干 各 边 平 方 和 这 个 害 实 
ЖГ. 
НЕХ РЕЙС х, СХ ЖА (2) 成 立 , ИХ да рч а а], Нр 
在 站 中 可 以 引进 内 积 , ЕСН 50105 ЛХ. 
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5. 2. 下 面 我 们 主要 讨论 完备 西 空间 ， 这 种 空间 叫做 Hilbert 
空间 (以 德国 数学 家 D. Hilbert 命名 )*. 

Hilbert 空间 是 欧 氏 空间 的 直接 推广 , 所 以 它 的 “几何 ” 比 其 他 
任何 B- 空 间 更 接近 于 欧 氏 空间 的 几何 ，Hilbert 空间 具有 许多 一 
般 B- 空 间 所 没有 的 欧 氏 空间 性 质 (例如 关系 式 (2))， 这 一 情况 使 
得 根据 Hilbert 空间 发 展 起 来 的 泛 函 分 析 要 比 根据 一 般 赋 范 空间 
的 更 广泛 更 完全 ， 所 以 Hilbert 空间 理论 成 为 有 它 自 己 的 结果 和 
方法 的 泛 函 分 析 的 一 个 大 的 独立 分 枝 ， 这 些 结果 和 方法 与 本 书 主 
要 讨论 的 一 般 泛 函 分 析 不 一 样 ， 因 此 , 在 这 里 和 以 后 讨论 Hilbert 
空间 , 通常 只 作为 例子 考察 与 一 般 理论 有 关 的 一 些 结果 . 

5.3， 空 间 上 是 Hilbert 空间 的 一 个 具体 例子 , 其 中 的 内 积 用 
下 式 定 义 : 


(=, у) — ОЕ 
k=1 


(2 = (Е, 2», ..., Ё, ...), у= (т. 72, ***, Пь ...)). 
根据 (1) 式 通过 内 积 定义 范 数 
= 
| Хе | ， 
k=1 
它 与 2. 3 中 定义 的 范 数 一 致 、 所 以 , 我 们 仍 沿用 来 表示 这 个 空 
间 ， 以 前 已 经 证 明 , 这 个 空间 是 完备 的 . 
ба, 0) = | 29см, 


ДИЕТ, У, п) № Hilbert 空间 . 
І? 中 的 范 数 与 由 公式 (1) 引进 的 范 数 一 致 ， 现 在 考察 一 个 特 


ж) 此 外 ， 有 时 还 要 求 空 间 是 无 限 维 的 .抽象 Hilbert 空间 是 由 Neumann [1] 
引进 的 。 
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殊 情 形 ， 设 函数 ФЕ (а, Б), НФ(#)>0 а. е. (区 间 也 可 能 是 无 
限 的 )， 对 于 所 有 的 Lebesgue 可 测 集 4, 令 
с | ра, 
12 (а,Ь) ЗЕ Е › 平方 可 积 的 函数 构成 的 Hilbert 空间 . 
同时 , 显然 用 下 式 
(в) = | Фа 
定义 内 积 . 
如 果 p(t) 二 1 则 工 ?(a,5) 二 L*(a,5)， 我 们 已 经 证 明 ， 空 间 
上 和 Lx(a, 6) 都 是 可 分 的 . 
由 定义 在 整个 数 直 线 上 且 取 非 零 值 不 多 于 可 数 多 个 的 函数 构 
成 的 空间 Н, 是 不 可 分 Hilbert 空间 的 一 个 例子 ， 这 时 设 
АР < оо». 


在 空间 Н, 中 的 内 积 用 下 式 来 定义 : 
(2, 9) = Sz(t)y(t). 


Я ЗАНЕ, 请 读者 自己 证 明 这 个 空间 的 完备 性 . 
如 果 用 х, 表示 Н, 中 的 元 素 : 


д 175 
0, ёт, | 
则 不 难 验证 , Ка, СЙ с), НЯ Н, 是 不 可 
分 的 . / 
5.4， 在 研究 Hilbert 空间 时 , 元 素 正 交 性 的 概念 是 极为 重要 
的 . | | 

ж) УЧЕТА г ВА =) 异 于 零 ， 所 以 可 把 和 式 看 成 一 般 的 
级 数 ， 
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设 x 与 y 是 Hilbert 25 НН фр АС, ЖЖ (х, у) =0, 则 
称 它们 是 相互 正 交 的 , 并 且 记 为 x 上 y. 

对 于 一 个 指定 的 元 素 xEH, 如 果 它 与 某 个 集 8CH 中 的 每 一 
个 元 素 都 正 交 ， 则 称 4 与 召 正 交 , 并 且 记 为 zx | 五 

最 后 , АЖ КЕ, БЕ, 中 的 元 素 相互 正 交 , 则 称 这 两 个 集 
ВЕСЕ, 1 Е». 

下 面 给 出 与 正 交 性 概念 有 关 的 几 个 简单 性 质 : 

а) ИЯ | 9: Н.2.[ 9», Их [ Ау, + му». 

b) ЖЖ, (п=1, 2, ..) Н 9,—>9, Ма У. 

这 可 从 内 积 的 连续 性 直接 推出 (参见 5. 1 中 的 1)). 

с) 如 果 = ГЕ, Ща 08), 

只 要 利用 a) 与 b) 即 可 证 得 . 

4) ЖМЖ: [Е, 其 中 召 是 再 中 的 基本 集 ， 即 史 (B)= H, 则 
z=0. 

事实 上 , 这 时 z]H, 因而 x 与 自己 正 交 , 即 (z, х) =0， 这 等 价 
于 zx 二 0. 

е) 与 给 定 的 集 吾 正 交 的 元 素 全 体 是 空间 再 的 子 空间 , 即 它 们 
构成 团 线性 集 ”， 这 个 子 空间 叫做 集 召 的 正 交 补 . 

下 面 的 定理 在 Hilbert 空间 理论 中 有 重要 音义 . 

定理 1， 设 H ,是 Hilbert 空间 十 的 子 空间 , Н, 是 Н, МЕХ 
补 , 则 对 填 任何 元 素 xEH, 可 以 把 它 唯一 地 表示 为 下 列 形式 : 


да фа" (ТЕН, =”ЕН,). (3) 
基 且 ,元素 x 实现 了 4 到 ,的 距离, 妈 
[2—2 [= ptz, Н,)*%. (4) 


ж) 在 Hilbert 空间 情形 , 术语 “ 子 空间 "总 表示 “ 闭 线性 集 "。 
**) 此 定理 以 这 种 形式 表示 的 是 由 Rellich[1] 证 明 的 ， 
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证 . 令 
d=p(z, Н,), 
可 以 找到 元 素 znEH,, 使 得 
[аа4ар (951,2, 5), (5) 
由 关系 式 (2) 


而 因为 2 азе, 所 以 


2 
а) баа ан] ав, 


ВАЖЕ, 利用 (5) 由 (6) 式 及 这 个 估计 式 得 


1 2,2 
5 |а ==. 


а, 2.1224 + += 
这 样 , Лал ВВ, АТНА, 存在 * = 
lim 2», 并且 x'EH.( 根 据 闭 性 )， 对 (5) 式 取 极限 后 求 得 lz 一 x 上 < 
4, 又 因为 对 于 Н, 中 任何 元 素 其 中 包括 а Н [2 1224, 所 以 
[2—2 |=4 (7) 
现在 来 证 明 元 素 x”=x 一 x' УН, 12, МШЕЖТЕН. М 
蜡 于 零 的 元 素 YEH,, ХРЕМА 9 г МЕН, 于 是 
lz"—Ag)*=|z— Са д0) 224°, 
利用 (7) 式 可 以 把 上 式 改写 为 
А2", у) — А, 2") + А120, 420. 


特别 当 4 раз 


(у, у) 
Ка, у а о 
(0, у) р а 2° 
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即 
Са", 4) 120, 

从 而 只 可 能 是 (z 0) = 0, г" |9. 

于 是 , 证 明了 可 以 把 x 表示 为 (3) 的 形式 , 并 且 (4) 式 成 立 , 

下 面 来 证 明 式 (3) 是 唯一 的 ， 事 实 上 , 如 果 

= +4! (ЕН, ЕН,), 
把 它 与 (3) 式 比较 得 
2 2р 10 — 2". 

这 等 式 左边 的 元 素 属 于 H,, 而 右边 的 元 素 属于 Hs, ВТ а а 
д", НВ фа" =0, 定理 完全 证 毕 . 

由 元 素 x 单 值 确定 的 元 素 ” 和 x" 分 别 叫 做 元 素 x 在 子 空间 
H 和 Hs 上 的 投影 . 

如 果 集 合 {z。} 在 耳 中 是 基本 的 , ШН=2({1.}) (参见 Ш. 3. 
2), 则 称 这 组 元 素 (x。} (xc4) 在 Hilbert 空间 吾 中 是 完全 的 . 

推论 ， 元 素 组 {x。} (aE4) 在 空间 HH 中 是 完 爹 的 ， 其 充 要 条 件 
为 不 存在 与 组 中 每 一 个 元 素 正 交 的 非 零 元 素 . 

事实 上 , 条 件 的 必要 性 由 5.4 的 命题 4) 推出 ， 现 在 来 证 明 充 
分 性 , 因为 如 果 {z。} 是 不 完全 组 , 则 子 空间 Н,= 2 ({=,}) Н, 于 
是 ， 取 元 素 zxEHNH 并 把 它 分 解 为 投影 的 和 z=z' 十 2”(z'EH,, 
а" [Н,), 3 =” 20 且 =" | а, (аА), 这 与 条 件 矛 盾 . 

5.5， 设 {zx} (aE4) 是 Hilbert 空间 了 中 的 一 组 元 素 , 如 果 其 
中 任意 两 个 不 同 的 元 素 相互 正 交 , 则 称 这 组 元 素 为 正 交 的 .此 外 ， 
如 果 每 个 元 素 x。 的 范 数 等 于 1, 则 称 这 组 元 素 是 规格 化 正 交 的 . 


Вл), .. (а 5) 中 正 交 系 的 重要 例子 ， 这 是 一 个 完全 系 ， 因 


为 这 个 函数 系 的 线性 包 ， 即 三 角 多 项 式 全 体 构 成 的 集合 在 1 (а, 6) 中 稠密 . 
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为 了 证 明 这 一 点 ， 首 先 指 出 , 所 有 有 办 (可 测 ) 函 数 的 集合 在 世 :(a, 6) 中 稠密 . 
其 次 , 利用 Лузин 定理 可 知 连续 周期 函数 ( 即 在 [a，5] 的 两 端 上 取 值 相等 的 
В) 的 集合 在 这 个 集合 中 稠密 ， 最 后 ， 根 据 Weierstrass 定理 得 知 三 角 多 
项 式 集合 在 连续 函数 集合 由 稠密 . 
ЧЕ Г? (a,5) 中 正 交 系 的 另 一 个 例子 是 所 谓 Rademacher 系 ， 它 由 下 列 
ЖЕН АХ: 
х0) =(—0* 


(2 (5— а) < а — а); Е=0,1,--,29 1; п-0,1, =). 


这 个 函数 系 是 不 完全 的 ， 事 实 上 , 函数 z(1) 一 (1 一 (1 一 中 十 全 -与 系 


中 所 有 的 函数 都 正 交 . 


А {xz} 的 全体 是 Н, 中 的 正 交 系 ， 其 中 zx* 是 在 前 面 5.3 中 定义 
元 素 . 

如 果 在 正 交 系 的 元 素 中 设 有 零 元 素 ， 则 这 个 正 交 系 是 线性 独 
立 的 ， 事 实 上 , 如 果 存 在 线性 相关 性 ; 


Drs, 一 0, 
Е= 


则 在 这 等 式 两 边 与 rs 取 内 积 后 得 Аз. |=. 

不 难 把 任何 一 个 正 交 系 变 为 规格 化 正 交 系 ， 如 果 把 每 个 元 素 
除 以 它 的 范 数 (假设 这 个 正 交 系 不 包含 零 元 素 )， 对 任意 一 组 元 素 
进行 规格 正 交 化 就 比较 复杂 ， 我 们 限于 对 可 数组 情形 证 明 下 面 的 
正 交 化 定理 . 

定理 3 ( 正 交 化 定理 )， 设 {yx} 是 Hilbert 空间 НИНА 
性 独立 元 素 , 则 存在 规格 化 正 交 系 {zs} ， 使 得 


~ ~ 


= УМУ, (409560; n=1,2,.). (8) 


&=1 
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我 们 给 出 定理 的 两 个 证 明 . 
证 明 一 . 令 
=, CAN=1/|y.)). 
假设 已 构造 得 相互 正 交 的 规格 化 元 素 z za 66, та, 它们 与 yu 
02, go 之 间 的 关系 满足 (8) 式 ， 用 再 ,表示 元 素 gg2 ^^", Уна 
的 线性 包 , 而 用 H; 表示 Hi 的 正 交 补 ， 因 为 y.SH。， 所 以 在 分 解 
式 
Уу. Куп (9. СН, У, ЕН») 
中 投影 У.5-0. ја 
= (А рр), 
ж 12,1 =1, В. =, 1 Н, Ш ЄН, (< п), 所 以 znd 1, (<п). 
其 次 ， 
Ау, = а, А, 
由 于 ynEH4, 有 


n—l 
y= У 0901. 
К =1 
в м-в (<), В 


їр У Ау. 


6-1 
这 是 用 归纳 法 证 明 此 定理 . 
注 1. 因为 А7520, 所 以 元 素 Yn 可 以 通过 11,19, ***, 2, 来 表 


= Ў ит, С = n= 1,2, ~) (9) 
#2. НЛЖуЩЕЛ г, 并 不 是 单 值 的 . 然而 , 如 果 要 求 
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Ан”>0(и=1,2, +*.), СЕН (а, ЕНЕ 80, 

事实 上 , ВЕН 0.) 5 а, ВК. ЯНЗ 3068) 5(9) 
Хожи (а, ЗАП Д ЗС ль) ЖЕ — НЯ,} 的 元 
Ж, 即 得 下 列 形式 的 式 子 : 


2, = У Вт. (10) 
Е =1 
同时 不 难看 出 ， 系 数 pt， 是 正 的 ( 它 等 于 乘积 Хр, К ЖАК 
(8) 对 于 元 素 组 好 的 对 应 系数 )， 由 此 显然 有 入 一 加， 如 果 已 证 НЯ Я =, 
元 一 0， ,Kn Kn- 则 在 (10) 式 两 端 与 2; 求 内 积 有 0= В; (< п), яр ї, 
= Вус. М 118, || == е, 1, 有 6901, 所 以 Я, 一 Za， 
证 明 二 . 引用 表示 式 


(01, #1) (01,9) ... (у, Ул) 
А — (4, #1) (у, #3) “°° (2з, Уа) 


восељевчь чье ор вава етее ов» 


(уа, У.) (Са, 02) (Yn Yn) 
Ao=1 (Gram 行列 式 )， 
(bg (91,92) о Ч) 扩 

д. 一 (gg (442) Ya Yr) Ye 


> 


С. У) YY2) Yr Yani) Yn 
后 一 个 行列 式 理解 为 最 后 一 列 的 元 素 冬 上 其 对 应 的 代数 余子 式 的 
(2%, ул) = Ан (11) 
(z=0 (k=1,2,..,n—1) (12) 
后 面 式 子 是 由 于 在 左 端 行列 式 中 有 两 列 元 素 相 同 (第 列 和 第 
Я). 
如 果 在 行列 式 zx 的 最后 一 列 乘 以 (内 积 ) xs， 并 利用 (11) 式 


与 (12) 式 ,这 时 得 到 的 是 其 中 最 后 一 列 元 素 除了 最 后 一 个 元 素 等 于 
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А, 外 其 余 都 等 于 0 的 行列 式 ， 把 得 到 的 行列 式 按 最 后 一 列 展开 ， 
即 得 关系 式 
(ть, Ln) = А, Аи (n= 1,2, .-*), 
В ЛЬ 2,5007 СЕ 01, 02, "6", У» 线性 相关 ), 由 此 得 知 А, 
0 (п=1, 2, ---). 
最 后 指出 , 元 素 2, (Е<а) № У, 0, "7, Ys 线性 表 出 时 ,根据 关 
系 式 (12), ух, 正 交 ， 


按 上 面 的 讨论 , 如 果 令 
mR (=), (19) 


则 得 所 要 求 的 规格 化 正 交 系 ， 
5.6， 利 用 所 得 的 结果 可 构造 关于 有 权 的 正 交 多 项 式 系 ， 
在 空间 Li(a,5) 中 取 
(р (一 01…) (14) 
作为 位。}, 这 个 序列 正 交 化 后 得 序列 {2。}, 使 得 


п 
„(= АЕ (АР п=0,1, 6), 
к= 0 


并 且 
5 0 ， 
(em xs) 一 | РС) а (0) 070: те" 
多 项 式 2, (2) 叫做 有 权 g(t) 的 正 交 多 项 式 ， 它 们 在 函数 构造 论 中 起 很 
大 的 作用 .因为 限 数 系 (14) 是 完全 的 , 所 以 由 此 产生 的 正 交 多 项 式 系 也 是 完 
全 的 ， 
利用 公式 (13) 可 得 到 正 交 多 项 式 的 明 量 表达 式 , 在 此 情形 


Соо би **° Con 


с 6 = Ст 3 А А 
д 7 ea 


Сао Єв ”Cnn 
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Co би Cn-i Ё 
а! (Е) Cnn Са | і" 
(р = = n=0, 1, + . 
У АЛ, ( ) 


附带 指出 , 从 这 些 公式 可 知 ,多 项 式 z, 是 实 系数 的 . 
如 果 Ф) =1;а= —1, 5 一 1， 则 称 这 正 交 多 项 式 为 Legendre 多 项 式 ， 
并 记 为 P,(t)， 可 以 证 明 ， 


Зи 4" 
21 (а е) (в=0,1, 5). (15) 


м = (1—0) (140) 和 a 一 一 1，5 二 1 时 ,得 Jacobi 多 项 式 


TD hal LH) Ltn, (16) 
其 中 
ео fy ry) aspint+l)  атӣ ++ 
6.=С-0 Vs атарга nr 


特别 , 当 а= = — 2 № Чебышев 多 项 式 , 这 种 多 项 式 在 函数 论 的 各 种 问 


题 中 经 常 遇 到 ， 
ЕЕ 
(—1)" г а" -Efn 
51 ат #"]. (17) 
最 后 , 如 果 фр = а= — о, 5=0, #4 Hermite 多 项 式 , 并 记 为 


Н, (2), 此 时 


(р = 


-01%0. 


Не" ри (18) 

5.7. 下面 主 要 讨论 可 分 Hilbert 空间 .在 讨论 具体 的 可 分 

空间 中 的 具体 正 交 系 时 , 我 们 看 到 它们 都 是 可 数 的 , 这 种 情况 并 非 
偶然 ， 即 下 面 的 定理 成 立 ; 


ж) ”甘于 正 交 多 项 式 比较 详细 的 讨论 , 特别 是 公式 (15) 一 (18) 的 证 明 , 读者 可 参 
考 HayarcoH-I( 也 可 参见 Szeg0)， 
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定理 3， 可 分 Hilbert 空间 H 中 的 规格 化 正 交 系 {+} (wEA) 中 
元 素 不 多 于 可 数 个 . 
证 ， 设 DD 是 卫 中 的 可 数 稠密 集 ， 对 于 每 一 个 x。， 可 以 找到 
ysSD 使 得 
[2 — yl<1/2. 
同时 , 不 同 的 元 素 x6 与 т. 对 应 于 不 同 的 元 素 9. 与 yr， 事实 上 ， 
9—9 = 1 (2. 2) + (а 0) 3 С 84) ] 
21: — а! | Ца y+ ly 10224 2 —12>0, 
因为 
jz 一 ze |= (za 一 ze yn 一 ga 一 (za ба) 十 (za zu) 一 2. 
由 此 可 见 , 集合 {zo} 等 价 于 可 数 集 D 的 一 部 分 故 其 中 元 素 不 
超过 可 数 个 ， 
下 述 定 理 是 上 面 定理 的 补充 . 
定理 4 如果 可 分 Hilbert 空间 HH 是 无 限 维 的 ， 则 共 中 存在 
я 
.从 于 中 的 可 数 稠密 集 D= {2,} 出 发 ， 构 造 在 瑟 中 完全 的 
аня 为 此 , 可 以 认为 2 天 0, у, =, НХ, 取 元 素 
zn, 作为 у, 使 得 凡 Бу=2,, 线性 独立 , 且 下 标 п,>2 是 最 小 的 . 
这 个 过 程 继 续 下 去 即 得 要 求 的 元 素 组 {y)}， 事 实 上 ，{y} 是 完 
系 ， 因 为 任何 元 素 z АЖ у,- 2, (пуп) НА 5, Т 
ж: 0С ({,}), Аш ({у,})=Н 
对 元 素 组 (y;} 运 用 正 交 化 过 程 得 完全 的 规格 化 正 交 系 ， 显 然 
它 是 可 数 的 . 
5.8. 设 在 Hilbert 空间 丧 中 给 定 一 个 规格 化 正 交 系 (2,), 
再 设 xEH, 数 
а, = (2, х1) (&=1, 2, …) 
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ПЕ а 在 给 定 的 规格 化 正 交 系 中 的 Fourier 系数 ， 而 级 数 
Уаз, 叫做 元 素 = 的 Fourier 级 数 ， 
k=1 


构造 子 空间 Н, 50021,2, 2) 由 此 可 见 其 中 元 素 是 所 
给 规格 化 正 交 系 中 前 % 个 元 素 的 所 有 可 能 的 线性 组 合 . 

定理 5， 元素 2 的 Fourier 级 数 的 部 分 和 а= У аат, 是 元 

k=1 

ЖЕНЕ Н, ЕВ. 

证 ， 因 为 

2 一 5 十 (2 一 Sn，) 

Н. ѕ.ЄН,, 所 以 只 要 证 明 1—5, | 了 但 是 ， 显然 2—8. 12, (Е == 
1,2, ++, п), 于是, 根据 5.4 中 的 с) 2—5. 1 Н,. 证 毕 ， 

利用 定理 1 的 结论 得 到 


EP ке 


其 次 , 因为 
[212 18,12 |r— Е А (19) 
[8.[2= [4 ， (20) 
b=1 
则 下 述 结论 成 立 ， 


推论 2， РАМА Вен ан, 
> аа, 
Бф поо 取 极限 后 得 
Хаар" (21 
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如 果 对 于 某 个 zxEH, (21) 式 中 等 号 成 立 ， 则 称 对 于 z 封闭 性 
Н, Fourier 级 数 的 和 是 元 素 x 在 子 空间 Н,- (Ца. 上 的 投影 

元 素 的 Fourier 级 数 的 和 等 于 该 元 素 的 充 要 条 人 为 对 于 此 
元 素 封 闭 性 方程 成 立 ， 


A 


证 ， 从 不 等 式 (21) 推 出 ， 级 数 >И БИН, 
Я $, 表示 Fourier 级 数 的 部 分 和 , 有 


пър 


[8—81 > [4,12 —>0, 
天 一 和 + пэс 


由 此 推出 Fourier 5 021. 
设 s= sort 因为 scH 且 


Z 一 3 十 (z 一 3S)， 
所 以 , 如 同 定理 5 的 证 明 那 样 ， 我 们 只 须 证 明 2—51 Н, ЖАЙ 
再 次 利用 5. 4 中 c) 即 可 推出 ， 
最 后 , 如 果 利 用 等 式 (20) 把 (19) 式 改写 为 


ара Ха 1, 
қ=1 


则 不 难 证 实 这 个 定理 的 第 二 部 分 也 成 立 , 
如 果 元 素 组 {x4} 是 完全 的 , 则 Н.=Н НЕС СН ДЕН, 
上 的 投影 与 它 本 身 一 致 ， 这 样 就 证 明了 : 
推论 1。 МООА, 则 对 于 任何 xcH Д Fourier 级 
ита. 
给 出 一 个 规格 化 正 交 系 ， 如果 对 于 每 一 个 xEH， 封 闭 性 方程 
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成 立 , 则 称 它 是 一 个 封闭 系 . 

推论 2。 一 组 元 素 是 幸 闭 系 的 充 要 条 件 为 它 是 完全 的 . 

事实 上 , 根据 定理 6 , 封闭 性 方程 对 于 所 有 的 ЄН, 成 立 ， 且 
只 对 这 些 元 素 成 立 ， 因 此 元 素 组 的 封闭 性 等 价 于 Ho 二 H， 这 也 表 
示 所 给 元 素 组 是 完全 的 . 

Ж. 如 果 对 于 下 中 的 基本 集 忆 封闭 性 方程 成 立 , 则 给 定 的 规 
烙 化 正 交 系 是 封闭 的 . 

事实 上 , 因为 Н.Е, 所 以 Ho= < (Е) = Н. 

于 是 ,如 果 {xx} 是 王 中 完 爹 的 规格 化 正 交 系 , 则 任何 元 素 zE 了 
可 用 其 Fourier ЕС: 


со 
х= Уа. 
%=1 


所 以 完全 的 规格 化 正 交 系 叫做 Hilbert 空 间 HH 中 的 规格 化 正 交 基 
(参见 X11.7. 2), 


定理 7(Riesz-Fisher)、 设 有 数列 (c;}， ЗВ 
并 在 下 中 确定 规格 化 正 交 系 {xz}， 则 存在 唯一 的 元 素 zxEH, 使 得 


A 


其 Fourier 系数 а, =с,(#=1,2, +), ЕНЖЕ z 封 闲 性 方程 成 
у. 


证 。 与 前 面 定 理 的 证 明 一 样 ， 可 知 级 数 > ‘сл, и. На 
k=1 
示 它 的 和 ， 因为 对 于 m 之 有 ( > ить, е, 所 以 
к 


т 
а, = (=, Xn) = п оа) Cn (п= 1,2, »…*) 
т p=l 


于 是 ,从 前 面 的 定理 推出 , 对 于 元 素 z 封闭 性 方程 成 立 ， 
。 190 • 


元 素 z 的 唯一 性 由 定理 6 推出 ， 因 为 封闭 性 方程 成 立 的 元 素 
应 等 于 其 Fourier 级 数 的 和 . 

还 给 出 一 个 拓 广 的 封闭 性 方程 . 

设 对 于 元 素 x, УСН 封闭 性 方程 成 立 ， 那 么 , 如 果 {40} 与 (5) 
是 这 两 个 元 素 对 应 的 Fourier 系数 , 则 


(=, 3) = У `а,Б,. (22) 
К = 
事实 上 , 根据 定理 6 


х= Уат, у = У, 
b=1 k=! 
所 以 


(2,0) =lim(Djats, > Выль) 
195 p=1 К =1 


тъ 


=lim У 04,5, = Уа,Б,. 
г 
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如 果 所 讨论 的 正 交 系 是 完全 的 ， 则 拓 广 的 封闭 性 方程 对 任意 
的 z, yEH 都 成 立 . 
如 果 在 可 分 的 无 限 维 Hilbert 空间 其 中 有 不 完全 的 规格 化 正 
ЗЕ (21) (% 二 1,2,…)， 则 这 时 在 {zs} 上 所 张 的 子 空间 Ho 不 等于 
Н, Нат Н, 的 正 交 补 ， 子 空间 耳 是 可 分 的 Hilbert 空 
间 ， 所 以 在 其 中 可 以 找到 元 素 不 多 于 可 数 个 的 完全 的 规格 化 正 交 
Я {1,} (t=0, 一 1, 一 2,…)， 把 它 与 前 面 的 不 完全 正 交 系 合并 起 
来 得 到 元 素 组 {x。) (t= 二 …, 一 1, 0, 1,…)， 它 在 整个 空间 吾 中 是 完 
全 的 . 事实 上 , 与 所 有 ze (k=… 一 1, 0, 1,…) 正 交 的 一 切 元 素 yEH 
应 该 与 子 空间 Ho 正 交 , 即 应 有 ysEH。 于 是 , 因为 {x4} (%=0, —1, 
„НРА, 所 以 y=0. 
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我 们 指出 实 变 函 数论 中 的 两 个 命题 , 其 证 明 可 从 上 面 推导 的 一 般 结 论 中 
推出 . 


因为 在 空间 2 (а, 5) 中 三 角 系 是 完全 的 ， 所 以 , 根据 定理 6 的 推论 1 可 
知 ， 任 意 的 平方 可 积 国 数 展开 为 Fourier( 三 角 ) 级 数 是 平均 (二 阶 ) 收 敛 的 . 

从 Riesz-Fisher 定理 及 不 等 式 (21) 还 可 推出 ， 一 个 给 定 的 可 积 函数 是 
Та 空间 中 元 素 的 充 要 条 件 为 共 Fourier 系数 的 模 平方 级 数 是 收敛 的 ， 

有 趣 的 是 对 于 其 他 的 函数 类 要 证 明 类 似 的 结果 是 相当 朵 难 的 . 

5. 9。 最 后 证 明 , 任意 两 个 可 分 的 无 限 维 Hilbert 空间 是 线性 
等 距 的 (参见 1. 3), 确切 地 说 ,在 这 两 个 空间 的 元 素 之 间 可 以 建立 
一 一 对 应 ， 保 持 线 性 运算 和 内 积 运算 的 对 应 (当然 也 包括 范 数 对 
应 ). 设 本 与 H' 是 这 种 空间 ， 根 据 定理 4 在 H 中 存在 可 数 的 完全 
的 规格 化 正 交 系 人 zx}, 在 Н 中 也 存在 这 样 的 正 交 系 (xs). 设 2ЕН 
是 任意 的 元 素 ， 用 {as} 表示 这 个 元 素 的 Fourier 系数 列 。 于 是 根 
据 定理 6 的 推论 1 


b= 
光一 У 21, 
К=1 


并 且 , 由 不 等 式 (21) 可知 六 "|asl:<co， 在 空间 Н’ 中 应 用 Riesz- 
k=1 : 
Fisher 定理 到 序列 te 上, ТИВ ЄН, Бужун 
样 的 Fourier 系数 ， 并 且 
2' = 571. 


6 =1 


把 元 素 ”与 给 定 的 元 素 x 相对 应 ， 此 对 应 满足 1. 3 中 全 部 条 件 
(这 里 ， 我 们 用 对 应 元 素 的 内 积 等 式 代替 范 数 等 式 )， 我 们 不 去 验 
证 代数 运算 保持 对 应 关系 ， 因 为 比较 简单 ， 下 面 来 证 明 ， 如 果 
x,yEH, Н жу 是 它们 在 H' 中 的 对 应 元 素 ， 则 (2,0) = 
(z',y'). 事实 上 , 因为 两 个 正 交 系 {z 中 和 {z 人 是 完全 的 , 对 于 元 素 
х,у 及 类 似 地 对 于 z*,y ,它们 都 满足 拓 广 的 封闭 性 方程 (22), 即 
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(т, у) 一 У asp 《2 》 у ) 一 Уа, 5,, 
k=1 B=1 


其 中 {ay) 表示 元 素 z( 和 zx') 的 Fourier Ж Ж Я], (5,) 706 7 
(у ) й Fourier 系数 列 . 
特别 , 每 一 个 可 分 的 无 限 维 Hilbert 空间 互 与 空间 王 线性 等 
距 ( 按 上 述 定义 ), 这 个 结果 是 在 Neumann[11 的 文章 中 给 出 的 . 
我 们 不 加 证 明 地 指出 ,对 于 任意 的 Hilbert 空间 也 有 类 似 的 结果 ， 即 可 
以 证 明 完 爹 的 规格 化 正 交 系 的 势 是 空间 的 不 变量 (空间 的 维 数 ) 且 维 数 相同 
的 空间 是 线性 等 距 的 . 这 个 结论 的 证 明 可 参见 Ахиезер 与 Глазман. 
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第 五 章 ”线性 算 子 与 线性 泛 函 


51. 5-28] 53890558] 


1. 1。 因 为 除了 线性 算 子 外 我 们 有 时 还 需要 研究 非 线 性 算 子 ， 
所 以 在 这 一 段 中 引进 的 记号 , 包括 这 两 种 情形 . 

设 及 与 Y 是 两 个 空间 (度量 空间 或 赋 范 空间 ) 及 集合 BCX. 

如 果 每 个 zE 只 对 应 一 个 元 素 y 一 U(x)EY， 则 称 在 介 上 定义 
了 一 个 把 人 变换 (映射 ) 到 了 内 (或 由 © 到 了 内 ) 的 算 子 0, 集合 如 
叫做 算 子 品 的 定义 域 并 记 为 8v， 形 式 为 y=U(z) 的 元 素 全 体 组 
成 的 集 Ar ШКТ СОНА. Ж 9, = Х, ША.СХ, ВЯ 
算 子 U 把 人 X 映 入 自身 , 则 称 忆 是 和 中 的 算 子 . 

如 果品 是 由 ОСХ 到 了 内 的 算 子 ， 则 用 (Е) (5С 0) #7 
式 为 y=U(z) 的 元 素 yEY 的 全 体 , 其 中 xEE， 同 时 我 们 称 集 U(B) 

下 面 定 义 最 重要 的 算 子 类 . 

а) 设 X 与 Y 是 度量 空间 , U 是 CX 到 Y 内 的 算 子 .如 果 当 
ди то (2,8), И (xa) >0 (о), ШОСТЕ тС ЖЕ. пн 
ОЖ Ес 中 每 一 点 处 连续 , 则 简称 在 上 连续 . 

b) ШАХ 与 Y 是 赋 范 空间 , 是 包含 在 关中 的 线性 集合 ， 由 
从 到 Y 内 的 算 子 U 满足 条 件 

((11) = АО (х) (ЕО, ДЕК), 

ж) 时 常 以 Uz К DCz)， 而 在 非 线性 算 子 情形 ,“ 算 子 "这 个 术语 用 “映射 "这 

个 词 代 赫 . 
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则 称 乙 是 齐 次 的 ; 如 果 
0 (2, +2) = 0 (2) +0 (а) (2,229), 

则 称 鼠 是 可 加 的 . 

с) 如 果 算 子 忆 在 9, 上 是 可 加 的 与 齐 次 的 , 则 称 乙 是 线性 算 
子 . 

我 们 指出 , 如 果 买 与 了 是 典范 空间 , U 是 由 ОСХ 到 Y 内 的 可 
加 算 子 , 它 在 某 一 点 тосо 处 连续 ， 则 忌 在 如 上 连续 ， 即 在 集 吕 中 
每 一 点 处 连续 . 

事实 上 , 设 алт (1, 69), 因为 

2 一 [xzo 十 (za 一 2)] 十 (一 zZ0) 
及 
то + (2—2) ть, 

所 以 

И (zu 一 V(zo-+(zn 一 7)) НИ (х— о) >И (хо) НИ (2—20) 

=0(х). 


1.2. БИАД ШАН ЯТ АНЕМИЈЕ. 
ВО 是 把 赋 范 空间 XX 变换 到 赋 范 空间 Y 内 的 线性 算 子 ， 如 果 
存在 这 样 的 常数 C , 使 得 对 于 所 有 的 xEXX 
(==, (1) 
则 称 刀 是 有 界 的 . 
定理 1。 线性 算 子 0 连续 的 充 要 条 件 为 它 是 有 界 的 . 
证 。 必 要 性 . 设 U 是 线性 连续 算 子 .我 们 来 证 明 
Со=зар1 (2) [< о. 
те Х 


如 果 不 然 ,Co= оо, 则 可 以 找到 这 样 的 序列 {2} (x,EX, [1.|= 

1)， 使 得 4= 10 (а) |->00. ЗЕ НЕЙ (а), з ЈА, 8, 
za->0; 因此 , НО НЕВЕ, ЖИ (2) ->0, 这 与 |0 (06) |= 1 
° 195 . 


ЖЕ. 
ЭПТЕ 2520 是 X 中 任意 的 元 素 、 令 > ==/|=|, ИМ |] =1. 


因而 , 107 0а) Со, 但 根据 算 子 的 齐 次 性 , U0 (zx') = (х), 从 而 


loCz)1<culel 
可 见 (1) 式 成 立 (C=Co). 

充分 性 ， 由 条 件 (1) 直接 推出 算 子 可 在 点 0 处 的 连续 性 ， 根 
据 1. 1 可 在 空间 X 中 每 一 点 连续 . 

定理 证 毕 ， 

我 们 来 证 明 ，Ce 是 满足 不 等 式 (1) 的 最 小 常数 ， 事 实 上 ， 如 
Ж 1211, ДО (2) [< 0, 因而 Co 入 C、 另 一 方面 ，C。 满足 不 等 式 
С), 

注 ， 不 难看 出 

Co= зар 1002). 


事实 上 , 显然 Съ<вир (2), 同时 , 对 于 YEX (|1, x 关中 有 


со ено (27) С, 由 此 导出 相反 的 不 等 式 


由 算 子 己 确 定 的 数 Co 叫 做 线性 算 子 忆 的 范 数 ，, аж. м 
据 上 面 的 讨论 
У = Съ= заре) = зир |002). 


ЖЕ (1) НС = бо= [VI 得 
Уса. 
还 要 指出 , 如 果 有 形 如 (1) 的 不 等 式 , ШОС. 
最 后 注意 到 , 范 数 U1 的 简单 的 几何 意义 是 由 算 子 实现 变换 


ж) Hilbert 空间 中 算 子 的 范 数 最 先 由 Hilbert 定义 (参见 Hilbert)。 一 般 的 定 
МИ, Вапасћ (11. 


ВАЕ ИСТА ЕН ИЕ Е. 
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时 向 量 伸 长 系数 的 上 界 . 

1. 3， 我 们 研究 两 个 赋 范 空间 和 与 了 Y。 所 有 由 XX 变 到 YY 内 的 
ВЕНЕРА ГО У) 是 个 向 量 空间 (I。2.1)， 用 ВО У) 表 
示 所 有 由 关 到 YY 内 的 线性 连续 算 子 的 和 集合， 现在 我 们 来 验证 
B(X, YY) 是 L(X,Y) 中 的 线性 子 集 ， 且 算 子 的 范 数 10| 是 在 
В(Х, У) 下 的 范 数 , 即 ВОХ, Y) 是 个 赋 范 空间 

如 果 U1, VU,EB(X,),U=U0 4-07, й] 

ve + UH + 121. 

Н, UEB(X, У) В, 1-91. 

如 果 UEB(X, У), AEK,0=4U, ВО = 1401= ПОТ. 

显然 , 由 1Z = 0 推出 对 于 任意 的 ах, 1002) [= 0, и, 0 = 
0， 于 是 , 我 们 证 明了 ВСХ, Y) 是 个 赋 范 空间 , 

我 们 来 证 明 , 如 果 象 空间 Y 是 完备 的 , 则 空间 В СХ, 了 ) 也 是 完 
#0). 

事实 上 , 设 {0,} 是 空间 B(X, У) ВУ В Е]. Е е>>0, 
有 

[Un—U,l<e (т, n>N,), 

即 对 于 任何 YE 巧 

10,02) —0,(2)1 <=]=|. (2) 
ЊЕ Ща АҮ фс ЖАКО, С) АСКО, 故 由 空间 Y 的 
完备 性 , 存在 

И(х)= limU a(T) (ЄХ), 
显然 , ЯРОСГ(Х, Y)， 在 不 等 式 (2) 中 令 тоо, 取 极 限 后 得 
10(2)—0„(=)| = Ни |002) — 0,2) 1<е 12] 


(п>М.), (3) 
即 算 子 7: 
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У(2)=0(2)-0,.(2) (ЄХ) 
是 空间 В(Х, У) фу. МИО=и-И,ЕВ(Х,Х). ЕЮ 
(3) 推 出 
lv—U,l<e (> WN,), 

这 表示 在 空间 ВОХ, У) Ф 0,>0. 

以 上 所 述 归结 为 下 面 的 定理 . 
2118. 

因为 标量 空间 К 是 完备 的 ， 所 以 ， 线 性 连续 泛 函 全 体 构成 的 
空间 В(Х, К) В, ја) Х*. 这 个 B- 空 间 义 * 叫 敌 赋 范 空 
间 ХВ ЗЕ 空间 。 如果 FEX*, 则 

ifl = вир|7(2)1. 

回顾 (I. 2. 2), 如 果 所 研究 的 空间 和 是 复 的 , 则 在 X* 中 乘 以 

复数 的 运算 按 下 式 
(Ар) (2) = А) (fEX*, =ЄХ) (4) 

ЖУ. 

ОСОО НЕННЕ ТЕТ С А, 3.2) 讨论 . 


52. 具体 空间 中 的 某 些 泛 函 和 算 子 
2. 1， 在 空间 СГа, bj 中 研究 下 列 泛 函 : 


Кг) = Ус» (ts), (1) 
Е=1 


其 中 加 в», 569, 6, 是 区 间 [ao， 妇 中 的 某 一 组 点 、 这 种 泛 函 的 例子 
有 : 函数 在 指定 点 的 值 、 消 数 的 有 限 差 、 函 数 的 Riemann 和 、 按 某 
组 结 点 函数 值 的 加 权 和 等 等 . 

我 们 来 证 明 , 用 等 式 (1) 定 义 的 泛 函 是 线性 的 ,并且 
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[fl= >11. (2) 
b=1 
了 显然 是 线性 的 : 


РО, + ur) = У с, LAr (te) + ия, (4,)] 
k=1 


= >: СЛ: (1, + У ‘ска (ts) 
k=1 k=1 


= А (а) + и (о). 
其 次 , 由 不 等 式 


|f(2)|=|1 > cer (ё) | 
k=1 
<max|z(t)| DS le, 
а<і<Ь x 


= У |с, | 1] 
Б=1 
显然 可 见 了 是 连续 的 ,并且 
ИУ 6, |. 
= 


现在 在 区 间 [a, 如 中 作 分 段 线性 国 数 和 "ЕЛЕ а, 52，…, tr 处 取 
值 为 
Z(t,) =signe, (Е=1,2, :‹•, п), 
在 区 间 [t, 6, +] (% 二 1,2,…,% 一 1) 中 是 线性 的 ， 在 区 间 [a, #4 和 
[tj 中 是 常数 . 
显然 
Ia(t)|<<1, 
即 
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Азар) Кх) [227 (9) 
= S70,) = > с,ѕірпе, = > [е,|, 
в=1 к=1 k=1 
从 而 连同 已 有 的 相反 的 不 等 式 , 证 得 (27) 式 成 立 。 
2. 2， 研 究 CL[a,5] 中 的 泛 函 ,其 定义 为 
гу (рай, (3) 
ЕРФЕЖХЕ НЕ. 
这 种 泛 函 的 例子 有 : ЕЖЕ НИ Га, 6] ЕЕ 
区 间 上 的 积分 , ИЖ Е, ВУ Fourier 系数 等 等 . 
我 们 来 证 明 泛 函 (3) 是 线性 的 并 且 


А Са. (4) 


泛 阔 f 对 于 所 有 xzEC[a,5]， 其 至 对 于 所 有 261” (а,Ь) 有 定 
义 ,而 且 显 然 是 线性 的 ， 由 不 等 式 


[ера 
«тах |02) [100914 


АИС 
推出 它 的 连续 性 以 及 对 范 数 的 估计 
HI<| lp. 
下 面 来 建立 相反 的 不 等 式 ， 先 考虑 函数 р 连续 的 情形 ， 任 取 
220, 把 区 间 [a, БВ а= 0,6,6 分 割 ， 使 得 函数 
Ф 在 每 个 小 区 闻 [4s, 0.07 上 的 振幅 小 于 e， 我 们 把 所 有 的 部 分 区 


间 分 为 两 类 ， 在 第 一 类 区 间 Ai, Л, ее, А; ЕР ЖЕН 
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同 (在 不 同 的 区 间 上 符号 可 以 不 相同 )， 其 余 的 区 间 Лт, А», …,A。 
作为 第 二 类 ， 我 们 指出 ， 因 为 函数 p 的 值 在 区 间 Л; (k= 1,2,…， 
5) 上 变 号 , 则 必 有 等 于 零 的 值 ; 又 因为 函数 p 在 每 个 部 分 区 间 上 的 
振幅 小 于 e ,所 以 
1902) 1<е СС Л; 6-1,2, +, 8). 
现在 来 定义 汞 数 CLa,5]， 对 于 第 一 类 区 间 , 设 
#01) = ѕівпф(і) (СА: j=1,2,.,7). 
在 区 闻 te, 6] БАРЕН. 同时 , 如 果 a (或 5 ) 是 第 
二 类 区 间 的 端点 , 则 令 %(o) = 0С #(6) =0). 
估计 下 面 的 量 : 
= | рса. 
21202) 1<1 (а<1<6), {9 


[ера 


= 立 | ФО >| ФСЕ Ad 


қ=17 47 


>] еса 7] еса 


5-14; 61 A 
5 8 
= [1а 207 пеш 
4 b=1” лу 


>| 1Ф(1) |4 —2=6—а). 


因为 151<1, 更 有 = | 
>> [9 -2е6-—9. 
4 2-0, 即 得 所 需 的 不 等 式 
现在 认为 9 是 任意 的 可 积 函数 ， 因为 所 有 连续 函数 组 成 的 集 
在 空间 工 中 稠密 , 所 以 可 以 找到 连续 函数 使 得 
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пра = [| 19-е. 
对 于 函数 多 按 上 面 所 述 方法 作 函 数 zeC[a, 5], |211, 即使 得 
есес) [ав -е 6—0) 
= 110-2206), 
但 是 
191.:2>21ф1.: — іф Ф1.:221ф1,:— е, 
所 以 


Р = | Сай 


| 


[Ea a + | сес) фсе 


Ыф 2—2 6—а)— | ФСФР 


>{ф|.:—2е(6—а+1). 
同上 面 一 样 , 由 此 推出 
270) >|: -22Ф-а+1. 

于 是 , 4 г—>0 时 ， 

EAA 
定理 证 毕 . 

2.3， 还 可 以 在 Lr (а, Б) 中 研究 形 如 (3) 的 泛 范 ， 更 一 般 地 . 设 

С, , и) № rc- 有 限 测 度 空间 我 们 来 证 明 ” 

fC7)=| z(t (5) 
其 中 yELs? (Т, 5, и) (1<р<оо, 1/р+1/4=1), 3 25 И] Е 
(Т, ,pj) 中 的 线性 连续 泛 消 ,并 且 


ж) 后 面 将 要 证 明 , 表示 为 形式 (5) 的 泛 函 已 经 取 遍 工 *(1 魏 2<co) 中 线性 诈 函 的 
集合 , 即 (5) 是 Lr 中 线性 认 函 的 一 般 形式 (参见 第 六 章 $ 2)， 
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[pl 1<p<%, 
== 9”. (6) 
мгаіѕир|у( 7), р= 1. 

1) ЖЖ 1<р<о 情形 ， 积 分 (5) 对 于 所 有 zEL? 有 定义 . 
这 由 Holder 积分 不 等 式 推出 (参见 IV. 2. 3)， 利 用 这 个 不 等 式 还 
可 以 求 出 


1 || zr nar | 


«онаа асо аа] 
因此 ， 


= (ар, 
Фе. (7) 
为 了 证 明 相 反 的 不 等 式 成 立 , 考察 函数 
(6) = |900) | sign y(t). 
因为 
ВОО 
所 以 #61; 并 且 
1ар= [рен] 
= (пса |= ап, 
由 此 有 
Ея 1 р _ 
КО 


ар Ки у" ғ) 
А 
上 式 与 (7) 式 一 起 , 即 给 出 所 求 的 等 式 . 
2) 现在 设 ?=1。 记 
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1913. = vrai вир |9(2)1= 
Же АСО 显然 成 立 ， 另 一 方面 , 取 =>0, НАжлЖ е 
A= {4ЕТ:9()>9— е). 
我 们 指出 , 2(4) 20, 定义 函数 
,signy(t), 064, 
z= А. 


显然 ,zeEL', нА | 120) Са). ак 
2) = 4), y(t z(t an 


=, РР 1719—6706) 


06) — е. 
因此 由 于 e МЕН 129, К ЫВА 7—48, НИЗ 
ИЯ =е. 
3) ВН р= оо, ЖЖ: 显然 成 立 ， 另 一 方面 ， 
АЖ 26) = зірп y(t) 在 L" И В. °<1 НМА 


>= [ва y(t)-yC i)dp 


[Сечи 190 


а 2200 1а, ВА yh 
注 ， 如 果 研 究 复 空间 工 ” 则 把 还 函 (5) 写 成 


f(z)= | „2С Р)йи 


是 恰当 的 . МВ, 公式 (6) 显然 仍 成 立 ( 参 见 1. 3), 
2. 4， 我 们 研究 用 下 面 的 等 式 


vs)=| ‘EK(s, зб (8) 
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ВИА у=0(2), К КО 是 连续 函数 ， 作 为 形 如 
(8) 的 算 子 的 例子 有 ; Dirichlet 积分 和 Fejer 积分 ， 我 们 来 证 明 U 
是 空间 СГа, 5] 到 空间 СГа, 四 内 的 线性 算 子 ,并且 
[vl=max| | (+, 2048 = М. (9) 
算 子 (8) 显 然 是 线性 的 , 而 由 不 等 式 
ее = тах | KCs, бара 
атах | ECGs, 01а = М1] 
ЕВЕ ЗОМ, ЕЕ НС С. УА 
分 
акс, та 
是 з 的 连续 函数 , 所 以 存在 这 样 的 se[a, 6] 8 
M=max| 1, 0а кс, 01а. 
考察 空间 Са, СЮ, Ж ФСГ) = КСеь, 0), ВП 
f(z)= кс» zt)d (Са, 1). 
根据 前 面 的 讨论 , (参见 2. 2)， 可 以 找到 这 样 的 元 素 zeC[a, 51, 
[21 <1, 使 得 
24А е (1050, 014 —e=M—e. 


4 9 = 002), ИЕН 
101221062) 1 = 191229780) 
= ко, б) = К®>М-ь, 
由 于 e 的 任意 性 , 即 得 (9) 式 . 


2. 5， 我 们 来 证 明 ， 积 分 算 子 (8) 可 以 看 作 空 间 10а, 5) 到 
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Li(o, 5) 内 的 线性 算 子 ; 然而 , 在 此 情形 
01 max| IK(s, 2 }48= м". (10) 


0U 的 可 加 性 在 这 里 显然 成 立 . 利用 可 交换 积分 次 序 的 Fubini 
定理 得 不 等 式 


осо [| ка, rida јав, 
«ко, dlas ва «ма, 


从 而 
lV. 


其 次 ， 和 前 面 一 样 ， 取 toELa, 5] 使 得 


b b 
М' = шах | IK(Gs, tlas=| [К (в, to) lds, 


然后 , 任 取 е>0, рв К (е, НУ ЕА НЕ, 可 以 找到 8220, 使 
得 当 |s’ —5|<0, [27 一 t|<6 时 
|K(s',i')— K(s,1)|<e. 
环绕 点 如 取 区 间 d= [t,, 1,1(а<1,<10<1,<Ь), 使 得 其 长 谋 小 于 
9 (1,—#<8). ДЕ 
1 


一 一 -一 


конат 
0, #64. 


РА 


(121 = 21). 


87-02), 
о2о = = [195 14 


ds 


=|[ | кс», E(t 


Г 天 (st 14а 


1 
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1 5 #2 
1 -| | К(,і,)й | аз 
24, — 4, а 


1 РГ Кв, Ks, 10] а las 


вы 
= М' —e(b—a), 
从 而 得 出 (10) 式 . 
读者 不 难 证 实 ， 如 果 把 算 子 (8) 看 作 空 间 L'(a, 5) 到 С[а, 6] 
内 的 算 子 , 则 


ty 


107] = мах (в, ©) |. 
а585 


2. 6， 现 在 把 积分 算 子 (8) 看 成 空间 12 (а, Б) 到 1.2 (а, Б) 内 的 
算 子 ， 同 时 , 我 们 减弱 加 在 这 个 算 子 的 核 上 的 要 求 , 即 不 假设 它 是 
连续 的 , 只 认为 它 是 平方 可 测 的 , В. 

[Tf |K(s, 0) [480 = № оо. (11) 


我 们 来 证 明 ， 在 此 条 件 下 式 子 (8) 确 定 了 І 到 L? 内 的 连续 算 子 ， 


并 且 
ЕГА (12) 


算 子 (8) 的 连续 性 及 对 范 数 的 估计 式 (12) 都 可 以 由 Cauchy- 
Буняковский ДАЖ: 


лек || кс, ба | аз 


«Рико, о а (асга аз 
= №". 
我 们 来 证 明 , 在 对 称 核 情形 (天 (s, 0) = К (1, в)), 有 精确 的 等 
式 


ть (13) 
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其 中 是 楼 (5, БЕЛЫЕ. 
如 果 核 不 是 对 称 的 , 则 算 子 品 的 范 数 的 表示 较 复杂 一 些 , 即 


== (м) 
其 中 4, 是 核 
K*(s, t)= | ке, ЭК, рат 
的 最 小 特征 值 . 


为 了 建立 等 式 (13) 与 (14)， 我 们 需要 利用 积分 方程 理论 的 某 
些 知 识 ”， 大 家 知道 ， 具 有 对 称 核 的 积分 方程 有 基本 函数 和 特征 
值 的 完全 系列 (规格 化 的 六 о СР), СР), 95 А, А", 它们 是 齐 
次 方程 的 线性 独立 解 全 体 , 而 这 些 4 使 得 下 列 齐 次 方程 


о) А Ко оС) (1,2,6) 


有 异 于 零 的 解 。 根据 Hilbert-Schmidt 定理 **,， 所 有 通过 核 表达 
的 函数 ， 特 别 算 子 的 值 y(s) 可 以 按 特征 函数 展开 为 (L* 中 的 ) 平 
均 收 敏 的 级 数 : 


y(s)= > де) = ао, a b= 1,2,.), 
由 此 (参见 定理 IV. 5. 6) 
[91° = ИСТЕ = < НЫЙ 
这 表示 ， =. а= ov 则 有 一世 (多 一 元 元 所 以 
1-Е 
+) ЖИ, Петровский, 


*+) 仍 参见 上 书 ， 
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从 而 证 明了 (13)， 
再 来 过 论 任 意 核 的 情形 ， 利 用 Fubini 定理 , 有 


а | осе) 1245 
=| [| Kcs, га) [ко, z)z(r)dr lds 
=[ zar| ко, РК (5, rds оа 
= (|е, озер) ват. 


Я 4, О.Р) ВЕКУ (а, z) 的 特征 值 和 基本 函数 . 再 用 Hilbert- 
Schmidt 定理 , 求 得 
191° = [сое [кеа, куй 


-[ кое бо.) = Уа 
(н, | о), (ви, 6-1,2, <). 


由 此 看 出 ， = ;与 上 面 一 样 ， 取 5 和 = 88:， 可 以 证 明 千 号 成 


зу, НІС14) 05У. 
2. 7。 当 (8) 式 中 积分 号 外 还 有 一 项 时 ， 类 似 地 讨论 可 以 确定 
算 子 0 的 范 数 ， 设 
y=U(x), y(s)=z(s)—A| Ks, (ра. (15) 
我 们 限于 讨论 对 称 核 情形 ， 再 次 利用 Hilbert-Schmidt 定 
Ж, 在 基本 晒 数 系 ФРЕЕ Ер 020, Ф_1, Ф_»›, ***, 使 之 成 为 完全 
Ж. 函数 xz 按 此 国 数 系 有 Fourier 系数 ， 我 们 把 它们 表示 为 …， 
7 Йо» ba， ИЖ У Fourier 系数 
m= ys)os)ds= Габ) A KCs, Ошо) 


« 209 • 


А 
=ь (1-3, 
(&=1,2, :-), тА, (k=0,—1,—2,."). 
我 们 指出 , 在 一 切 情形 下 都 可 利用 这 些 公 式 中 的 第 一 个 , 只 要 对 于 
= 0, 一 1, 一 2, АЖ А, = оо, 于 是 得 出 
191° = >=. 


= — 00 


«ІУ |, |= а, 


其 中 


| 
五 | 


|= 2. 
2.8， 现 在 我 们 研究 有 限 维 空间 中 的 算 子 ， 设 入 与 Y 是 有 限 
维 B- 空 间 ， 它 们 的 维 数 分 别 为 m 和 %w， 设 UU 是 把 XX 变 到 内 的 
线性 算 子 , Не, (Е=1, 2, … т) жт Хос, 其 坐标 除了 第 
个 为 1 外 其 余 都 是 0, 元素 9.EY(%=1,2,…,n) 有 类 似 的 意义 . 
如 果 2= (5&4, 62， 5m)EX М у= (т, 72, ;a)EY, 则 


д= Dérer, у= У 0. 
1 b=1 
所 以 , 如果 у= ОС), 
y= DEVU (es). 
E=1 
用 ik; бзр ***, дз 表示 元 素 Ul(e:) (= 1,2, .-*, т) 的 坐标 ， 便 得 
у= D9;= УЕ, Dorgs 
j=1 k=1 j=1 
= 5н, 


ў =1 к= 
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由 于 元 素 9 9», ***, 9» 线性 独立 , 所 以 
1; 二 Уа, (7= 1, 2, ..., п), 
Қ =1 


Тр ЕСТЕ к "АН е ОАЗЕ ЕЯ 
Ql G2 ** т 


аз уо 6 Оц 


а] Cn2 “бт 


变换 后 得 出 ， 


反之 , 每 一 个 这 样 的 矩阵 定义 了 由 XX У 内 的 线性 算 子 ， 我 
们 留 给 读者 自行 证 明 ”， 算 子 也 的 范 数 与 我 们 在 空间 大和 立 中 


使 用 的 度量 有 关 . 


а) 讨论 品 作 为 由 15 到 1 内 的 算 子 (参见 TV. 3.5), 则 


[41 = 1021 = пах |1 < тах». [а | [ésl 


<lzlmax > | а; |, 
2 К= 


Ер 
ГО тах Эти. 
取 jo 使 得 
5а, 1=2, 
xs 


Е: 
Ё, = вірп аз к (=1, 2, .... т). 
+) ”这 样 , 在 有 限 维 В- 空间 中 的 所 有 线性 算 子 都 是 连续 的 ， 


‚271+ 


1012210091 = тах | Ха, &, | > аль 
7 | k=1 b=1 
— > | јо | 一 了 
Б=1 


从 而 
vl == таа. 
b) 如 果 把 口 看 成 3 到 1 内 的 算 子 (参见 IV. 3.5), 则 
[OI= max [а 
事实 上 , 1012 显然 成 立 ， 其 次 , 存在 这 样 的 о, 使 得 
51а. 
ТЕН 2 《0,0,…, 1,…,0)(1 处 在 第 ko 个 位 置 )， 于 是 


12106) [= 50 ар вы 一 也 
k=1 7. 


i=l 


从 而 , ТР. 
с) 还 是 讨论 这 个 算 子 , 空间 看 成 是 欧 氏 空间 , НХ =, Y= 
11. ХЕР, 如 果 тп Н.Н: АР, 则 


1%, 
ЗА АЕ 4 的 特征 值 中 按 模 最 大 的 一 个 , 
在 一 般 情形 
=, 


其 中 4: 是 矩阵 4*4 的 特征 值 中 按 模 最 大 的 一 个 (4* 是 Hermite- 
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ЗЕЗЕЯНИ:)®. 
ЕЖ ВЛ. НЕА 具有 实 特征 值 4，4z …, А 和 线 
性 独立 的 特征 向 量 z:，za, …, zw 可 以 认为 这 些 向 量 是 规格 化 和 两 
РЕВ). Ж = са, | со, Сат, 则 
= 0(2)-= 0 (сух, + сх. --- 十 Cn2n) 
Е Е А 
[912 [14,12 КРИ + «е4, 1 
«Ае? [126 е, |?) 
= 411°. 
并 且 等 式 在 х= 2,9591. 
注 ， 我 们 指出 ,jz 还 有 另 一 个 表示 式 , 即 
101= вор | (Ча, 2)| 


ыы | 
事实 上 ， 


1а, з) «раға = ПОС 
<IZl=141 12). 
а= а АК, ЯЙ sup | (4з, а) |= ИИ. 


现在 设 4 是 任意 的 矩阵 .在 此 情形 得 
ИЛ? = вир (2) = sup (Аз, Аз) 


и Р, 


=sup рэр: 2а, ое) 


р, 


= = Sup а А: 


*) 矩阵 4* лај, ША ој, == 1,2, т; 1, 2, +, п) 来 确 
定 ， 桂 别 ， 如 果 4 是 实 阵 ， 则 а = @ь,- 
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= вир (4*Ах, 2) = Лу, 


151=1 


根据 上 面 的 注解 , 其 中 4 是 矩阵 4*4 的 最 大 特征 值 . 

当 ?=]1 时 算 子 避 变 为 泛 函 .年 阵 4 退化 为 单行 的 ， 于 是 得 
知 ，r 维 空间 居中 的 任 一 个 线性 泛 函 了 可 用 一 组 积 个 数 (2，2o 
…， Фа) 来 确定 : 


f(7)= 了 Ju (== (6, 6», ё) СХ). (17) 
b=1 


因为 , 反 过 来 , 任 给 一 组 数 (g1, Фә, …, pm)， 由 公式 (17) 确 定 X 中 
的 某 个 线性 泛 函 ,所 以 可 以 把 这 组 数 和 汉 溯 看 成 是 一 致 的 , 并 写作 


f= (1, Ф, ***, Ф). (18) 
在 各 种 不 同 的 具体 空间 中 , 泛 函 (18) 的 范 数 由 下 面 的 式 子 
Х=15, |fl= Dj Фи, (19) 
k=1 
X=1, А шах фи, (20) 
х=12, |= фа" (21) 
来 确定 . к=1 


Ж. 如 果 义 是 复 空间 , 则 应 把 公式 (17) 改 写 为 
И) Phe, 
和 前 面 一 样 ， 把 了 与 数组 (8p,，92,…，m) 看 成 是 一 致 的 (参见 在 
2. 3 Ау), 
$3. Hilbert 空间 中 的 线性 泛 函 与 线性 算 子 


3.1， 在 可 分 Hilbert 空间 中 的 算 子 ”， 类 似 于 有 限 维 空间 中 
算 子 的 矩阵 表示 , 也 可 用 算 阵 表 出 (参见 2.8) 


*) 在 讲 到 Hilbert 空间 时 ，“ 算 子 ” 这 个 术语 永远 表示 是 “线性 连续 算 子 "， 此 
外 ,用 Uz КАО (а). 
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事实 上 , 设 忌 是 (无 限 维 ) 可 分 Hilbert 空 间 HH 中 的 算 子 ， 任 取 
一 个 完全 的 规格 化 正 交 系 201, 05, ***, Жи, ***. 每 个 元 素 ZE 了 都 可 以 
表示 为 


oo 
І > Ст 
E=1 


其 中 cs= (2, z4) 是 元 素 7 的 Fourier 系 数 。 所 以 ,根据 算 子 U 的 连 
ВЕН, 


y= 072 = 5 съ ть. 
k=1 
比较 左右 两 端的 Fourier 系数 得 
dj= Dasrcs, (1) 
k=1 


其 中 必 是 元 素 ! 的 Fourier 系数 ， 而 aj 是 元 素 Uzs 的 Fourier 系 
数 . 

于 是 ， 元 素 y 一 Uz 的 Fourier 系数 序列 可 以 由 元 素 + 的 Fou- 
iier АВР ВЕ 


ау 812 41, 
аз д2 22, 

网 一 | (2) 
ап ар ај, 


的 变换 后 得 出 ， 

因此 , 如 同 有 限 维 情形 一 样 , ВО АННЕ. 

然而 , 与 有 限 维 情形 不 同 ， 并 不 是 所 有 形 如 (2) 的 这 种 扯 阵 都 
确定 一 个 线性 算 子 ， 它 能 确定 线性 算 子 的 充 要 条 件 为 存在 这 样 的 
常数 c, 使 得 对 于 任何 m,n=1,2,… 及 任意 的 c1, сь …, cm 都 有 
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> «еар (3) 


这 个 条 件 的 必要 性 几乎 是 显 然 成 立 的 ， 取 其 Fourier 系数 从 
第 (m 十 1 项 起 为 0 的 元 素 作 为 多 得 
> Зале, ‘<> 5 азі, 


4=116=1 4=1 | К =! 


Зале, 


к =1 


= 1012 10а 01112 => ев", 
&=1 


由 此 看 出 , ВАЖНОЕ С. 
反之 , 如 果 不 等 式 (3) 成 立 , 则 先 令 其 中 % 趋 于 无 穷 , 然后 再 令 
п 趋 于 无 穷 , 便 得 


oo oo 
[91° = > У‘'алеь 
f=1 | b=1 


上 述 判 别 准则 验证 时 很 困难 , 因为 这 个 缘故 , 我 们 给 出 一 个 比 
较 简单 的 充分 条 件 , 它 使 算 子 类 缩小 许多 , 即 , 如 果 


一 УУ Мал? < о 


ї=1 к= 


2 < 
«0% [св |= с*| |". 
k=1 


则 秆 阵 (2) 按 公式 (1) 定 义 了 H 中 的 线性 算 子 ， 
事实 上 ， 


[УР = 5 


2=1 


со 
адо, 


k=1 


oo со oD 
SPNLADNLAL 
了 =1 Ek=1 k=1 

oo со 
= >15 а! [2], 


3=16=1 
НЕЕ НЯ РЕНА] В. 

还 应 该 指出 ， 算 子 己 的 矩阵 表示 依赖 于 规格 化 正 交 系 zi zs 
zw … 的 选择 , 当 它 改变 时 ， 给 定 的 算 子 忌 的 表示 乱 阵 (2) 也 要 
• 216 • 


改变 ， 在 什么 条 件 下 两 个 形 如 (2) 的 矩阵 确定 同一 个 算 子 , 这 个 问 
题 比较 复杂 , 我 们 不 去 讨论 它 了 , 建议 读者 去 看 专门 的 著作 六 . 
3. 2 现在 来 阐明 Hilbert 空间 中 的 线性 泛 函 的 一 般 形 式 . 
ЖЕН 中 研究 具有 指定 元 素 9E 瑞 的 内 积 (z, у). ЖЖ 
ЕЛЕЕ, 35 Е, 设 
К1)= (2, 0), (4) 
泛 函 了 的 可 加 性 和 齐 次 性 得 内 积 空间 的 公理 2 推出 ， 而 了 的 有 界 
性 是 Саисһу-Буняковский 不等式 的 推论 : 
02) [= | (=, 9) | НУ 
由 此 断定 
191. (5) 
ЗАПЗЕНЕВЯ, ИИС АЕ НАЯ ТН НЕ, 
并 且 (5) 式 中 等 号 成 并 . 
定理 1. 对 于 Hilbert 空间 H 中 任何 连续 线性 泛 立 f, 存在 一 个 
元 素 yEH, 唯一 地 确定 这 个 泛 了 区 了 ,使 得 对 于 每 一 个 zxEH, (4) 式 成 


A ET 


ВН 
171= 191. (6) 
证 .首先 证 明 元 素 # 的 存在 性 . 用 HH, 表示 使 (x)=0 成 立 的 
ЛЕН 的 集合 ， 由 于 f 是 线性 连续 泛 尔 , 所 以 这 个 集合 是 团子 
空间 .如 果 再 "三 再 , 则 可 以 取 y= 0. 
我 们 讨论 НН ЈК. уН, 把 加 表示 为 
yo=¥ у" "ЄН, у" [Но 
(定理 IV. 5. 1), 0750, 7007) 50, ВТЕ ТИЛЛАР) = 1. 
任 取 一 个 元 素 zEH, ја ў (т) =а. =", р 
Е’) = Кг) ај") =9-9=0, 
所 以 元 素 z 一 ?一 ap “ESHo 因此 
ж) 例如 , 参见 Ахиезер 和 Глазман, 
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(2, у”) — (2 ау”, у”) 一 GCC， и"), 


ІЫ А 
从 而 可 以 取 3 (у’, ГУ 
于 是 证 明了 的 存在 性 . 
这 个 元 素 的 唯一 性 的 证 明 很 简单 ， 事 实 上 ， 如 果 对 于 所 有 的 
хЕН, 
(2, 4) = (=, У), 
С, 0—91) = 0, 0—9. Н, Ажу, НЛ РТ ВЕ. 
其 次 ， 
СТИ 
пат) Ч’ 
它 与 (5) 式 一 起 , 便 得 等 式 (6)” 
定理 证 毕 ， 
特别 , ЧЕХИИ ТАСТ, /中 线性 证 函 的 一 般 形式 为 
Ја) (80) | za (nycL9， 
在 空间 上 中 


f(7)= (2,9) = У, 
b=1 


(== (61, E20) Y= ть Е). 
空间 LL?(a, 5) 中 泛 消 的 一 般 形 式 由 Frechet[2] 给 出 ， 对 于 抽 
象 Hilbert 空间 ， 在 可 分 情形 由 Neumann[1] 给 出 ， 一 般 情形 由 
Rellich[1] 给 出 . 
在 1. 3 中 我 引进 过 在 复 赋 范 空间 中 泛 国 与 标量 乘积 的 公式 
(А02) = (2). (7) 


*) 165—0, ДСБ): А) ЖАВ, 
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为 了 说 明 这 个 定义 的 合理 性 , 我 们 考察 Hilbert 空间 HH 中 的 泛 
函 ，Hilbert 空 间 中 线性 泛 函 一般 形式 的 定理 指出 了 泛 函 fEH* 与 
确定 此 泛 函 的 元 素 yEH 之 间 的 对 应 关系 : 
f(z)= (x, 9) (=ЄН). (8) 
同时 ， 如 果 7, НС 9, МЕ, 7 由 元 素 y; Е, А Ў Н 
元 素 у, Ну 确定, НААП НЕ ВА НЕ Лу 
来 确定 是 一 致 的 ， 事 实 上 ， 


ира) АС) = Nz, р) = (а, Л). (9) 
此 外 , 因为 上 f= 二 1yl, 所 以 按 此 方式 建立 泛 函 f 的 空间 HH* 与 元 素 y 
的 空间 王 之 间 的 对 应 是 线性 等 距 的 . 


3.3. 0 НИБегга уН 中 的 线性 (有 界 ) вт. ЖЕ 
Ва 
f(z)= (Uz, у), 
其 中 8 是 HH 中 指定 的 元 素 ， 显 然 f 是 线性 泛 函 ,而 因为 
Ау р= 102, у) | НИИ, 
所 以 泛 函 f 有 和 界 , 并且 
А1011. (10) 
因此 , 由 定理 1 存在 元 素 y*EH 使 得 
Кх) = (=, y*) (=ЄН), 
即 
(Их, у) = (=, у*) (ЕН). (11) 
元 素 y* 由 泛 国 了 唯一 地 确定 , 因而 它 也 由 元 素 y 唯一 确定 ， 从 而 
建立 了 元 素 9 与 元 素 拓 之 间 的 对 应 . 我 们 得 到 了 下 中 的 一 个 算 子 ， 
Хлоя, 并 记 为 Zx 在 (11) 式 中 用 UV*y 代替 
0“, 我 们 得 到 确定 共 斩 算 子 的 关系 式 
(Ох, у) = (=, U*y) (2, уЄН). 
算 子 U0* 是 可 加 的 ,事实 上 , 对 于 任意 的 xEH,， 
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(Оа, у.) = (2, И*у,), 
(Их, уз) = (=, U*y2), 
把 这 两 个 式 子 相 加 后 得 
(Uz, у, + у») = (х, И*у, НИ*у.). 


由 此 
Ux*(y, 十 加 ) =0*у, +О*у,. 
类 似 地 
(Из, у) = – (От, у) = — (2, И*у) = (2, iU*y) 
(2, УЕН). 
由 此 


(* (31) =iU*y. 

因而 对 于 任何 和 TI*(4g) =4DU*y, 故 U* 是 线性 算 子 . 

其 次 ,因为 || 二]y*1, 所 以 不 等 式 (10) 可 改写 为 

19*1 = 10*1 9. 
由 此 推出 算 子 Z* 的 有 界 性 , ВО. 
不 难看 出 , 算 子 0**=(U*)* 与 重合 ， 事 实 上 ， 对 于 任意 的 
z,yEH 有 等 式 | 
(И *х, у) = (=, 0**у) 
及 
(Urz, 9) = (1,0). 
由 此 (z, Vs*g = (z, 0 所 ,于 是 对 于 任意 的 JEH, 0**у =0у. 

从 上 面 的 式 子 可 以 得 出 算 子 UU 与 0* 的 范 数 相等 ， 事 实 上 , 利 
неш, 101 = 10000, 再 和 前 面 的 不 等 式 比较 
推出 等 式 10*[= 101. 

ОЙО С ЦИИ А Зеб, ЗБ Е ЈА 
等 式 

(02,4) = (2,04) (а, уЄН) 
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ЖОЖ. НЕЙ ТТЕ Hbert 空 间 的 算 子 理论 中 起 着 主要 的 作 
用 , 因为 这 个 理论 的 最 深刻 的 结果 都 与 自 共 轿 算 子 有 关 ， 同时, 还 
可 以 讨论 无 界 算 子 . 

下 面 (第 九 章 )， 共 思 算 子 的 概念 将 推广 到 任意 至 -空间 中 线性 
算 子 的 情形 ， 然 而 , УЖ НЙТ УЕ, 
所 以 , 自 共 轿 算 子 的 概念 不 能 推广 到 一 般 情形 . 

НЕГР (а, 5), U 是 在 2.6 中 定义 的 积分 算 子 ， 即 y=UVz 表 


一 ~ 


ях 
в) Ks, Оаа (ГР |К (3, аз ео). 
(12) 
不 难 验 证 , НН И* 也 是 积分 算 子 , ПЖ у" =И*у, 则 
уба) = | кесе, y(t (К*(8,#) = КО, ѕ)). (13) 
事实 上 , 对 于 任意 的 zxEL? 应 有 


(Ох, 9) = (т, у*), 
即 


РГ кс, ребра Убаз= | «Фа. 
因而 
Гр кабин, 
由 yz 的 任意 性 可 得 
| Kd, (8) йв, 
即 (13) 式 成 立 ， 
ЗИ ЕК (3, 2) В РК, ВП 
К (6, з) = К(в, 1), 
2-6. 012) НСАУ, 
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现在 设 算 子 0 用 和 矩阵 (2) 来 定义 ， 用 41，d。，… 表 示 元 素 的 
Fourier 系数 , 便 有 


(Uz,y)= У 


oo 
QI7ECE 1; 
j= 1 \ b=1 


其 中 间 * 是 这 样 的 元 素 , 它 的 Fourier 系数 为 


dy = У 'а%,4, (= 1, 2, "3 a = rj). 


k=1 
因为 y* =UV*yg, 所 以 这 表示 算 子 U* 的 奸 阵 为 
ат, ат, + ат, 
az! аә й 
А*= ... 
аф а} @уь 


ЕЕ ЕВЕ (2) Негшие 98, #7, 0*=Ижжар=а,.. 

3.4. ИЯ 7, іх 是 Hilbert 空间 中 的 一 类 重要 的 算 
子 . 

ЕН, = Hilbert 空间 世 的 子 空 间 ， 根 据 定理 ТУ. 5.1, 对 于 每 
一 个 ЕН, ЖИРЕ НЫ, ЕО. ЛЕН 
定义 了 一 个 算 子 P= Ри, 称 为 (在 子 空间 再 ,上 的 ) 投影 算 子 或 投 
影 

投影 算 子 显然 有 下 列 性 质 : 

а) 对 于 任意 的 zxEH, 元 素 Px 与 + 一 Px 相互 正 交 . 

b) zEH 等 价 于 Px 二 x. 

с) zx 1 И, ИТ Pz 二 0. 
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其 次 , 因为 151°= 1Р1 12— Ра, ЕРАЗ, ИМ 
1Р1<1. 如果 H。 具有 非 零 元 素 , 则 取 ЕН. |#| =1 и |Р] > 
{Р2[= 121 = 于 是 有 

а) [Р[=1. 

下 面 的 定理 描述 了 投影 算 子 类 的 特征 . 

定理 2， 二 中 的 线性 算 子 卫星 投 影 算 于 的 充 要 条 件 为 

(1) РАН: 

(2) 对 于 得 一 个 xEH, РСР») =Pz 成 立 

Ш. ФЕ БРЕТАН, БВВ. (Е з, yEH 
并 把 它们 表示 为 

T=7 их" (x’'=PrEH,, х" | Ho,), 
y= у” (у = РУуЄН,, у" 1 Ho). 
于 是 有 
(Рх, у) = (2',9 +9") = (2, 9) 
= (а 2", у’) = (2, Ру), 
МЕНЯ Т РАНЕ, 
其 次 , 利用 Ъ) 
Р(Рх) = Рх' = х! = Рт, 
即 证 得 第 二 个 条 件 的 必要 性 。 

充分 性 ， 设 已 是 满足 定理 两 个 条 件 的 线性 算 子 . ДН 表示 使 
Px 二 7% 成 立 的 所 有 xzEH 的 集合 。 不 难 验证 Н, 是 子 空间 ， 我 们 来 
ЧЕНРЖЕН, 上 的 投影 算 子 ， 事 实 上 , 任 取 xEHo, 把 它 表示 为 z= 
Pz 十 (zx 一 Px), 应 该 证 明 PxEHo, x 一 Pz | Н. 

第 一 个 关系 式 显 然 成 立 , 因为 P (Рх) = Ра. 其 次 , п СН, 
则 Pa=%, 因而 

(2— Ра, и) = (ти) — (Рк, и) 
= (ли) — (х, Pu)=0; 
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于 是 x 一 Pz | Ho， 定理 证 毕 . 

为 了 得 到 投影 算 子 Р 的 适当 的 些 阵 表示 ， 应 选择 规格 化 正 
Ж т, т …， 使 得 对 于 每 一 个 48= 1，2，…， 或 者 xEHo， 或 者 
х, | Но). 

在 这 种 选择 下 有 

0， 7 天 加 
а= (Рх, zhi) 一 40， =, 2, |Н, 
1, 1=й ЄН. 

因此 , 表示 投影 算 子 尸 的 矩阵 (2) 的 所 有 元 素 ， 除 了 位 于 主 对 
角 线 上 的 元 素 可 能 等 于 1 外 , 其 余 元 素 全 为 0. 

共 示 算 子 和 投影 算 子 的 概念 ， 对 于 可 分 的 Hilbert 空 间 是 由 
Neumann[1] 引 进 的 , 在 一 般 情形 是 由 Rellich[113 引 1 进 的 ， 

3,.5、 我 们 来 建立 在 3.4 中 引进 的 投 影 算 子 和 在 赋 范 空间 理 
论 中 讨论 的 〈IV. 1. 9) 投 影 算 子 之 间 的 关系 ， 第 一 种 算 子 我 们 有 
时 叫 它 为 正 交 投影 算 子 , 而 第 二 种 叫做 投影 算 子 ， 设 陕 是 Hilbert 
空间 ， 显 然 正 交 投 影 算 子 是 投影 算 子 ; 反之 并 不 成 立 . 定理 
ТУ. 5.1 指 出 , 存在 到 Hilbert 空间 的 任何 子 空间 上 的 正 交 投 影 算 
子 ， 而 这 时 它 是 可 补 的 ( 按 IV. 1. 9 意义 )， 这 个 性 质 还 描述 了 В- 
空间 中 Hilbert 空间 类 的 特征 ， 

定理 3， 如 果 在 B- 空 间 X 中 的 任何 闭 子 室 间 有 补 , 则 X 与 基 个 
Hilbert 空间 同 构 . 

定理 3 及 其 证 明 ( 还 有 在 各 种 B- 空 间 中 具体 的 不 可 补 的 子 空 
间 的 例子 ) 可 在 Kanen #1 Митягин[1] 的 文章 中 找到 ,本 Linden- 
strauss ЯП Г, Tzafriri 也 给 出 了 证 明 . 不 可 补 子 空间 的 最 有 名 的 具 


*) 这 可 以 用 下 述 方 法 得 到 : 在 五, 及 其 正 交 祭 空 间 中 各 选 一 个 规格 化 正 交 Ж, 
使 它们 在 每 个 子 空间 中 都 是 完全 的 。 然 后 把 这 两 个 正 交 系 合 并 在 一 起 (和 IV, 5. 8 
比较 ). 
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体例 子 有 : ¢, 在 二 中 不 可 补 , CL0, 1101200, 切中 不 可 补 . 


84, 算 子 环 


4.1， 线 性 算 子 不 仅 可 以 相 加 , НАНА. Я Х, УМ, 
是 三 个 赋 范 空间 , О ТГУ ХУ АМН У ЛВ 
算 子 (VEB(X, У), УЕВ(Х,7)). ТУУС НЕЙТ = 
VU, 它 是 和 到 内 的 算 子 , 其 定义 为 : 
И(1)=У(0(=)) — (4ЕХ)®. 


因为 
琵 (2 十 zs) 一 (TI(z 十 za)) 

=У(0 (2, ) И (2)? 
=У(И (и) )-НУ(0 (>) 
=И (х,) И (2) 

ЗН. 

С) = Ор Но) НИНЕ, 
所 以 环 是 线性 算 子 , 并 且 


ВИТУ УНО. (1) 
ШАХ, У, ДЖЕК т, п, р), ША, В, О 
是 对 应 于 算 子 局 了、 厂 的 年 阵 , 则 C= B4， 事实 上 ，z 二 W(7) 表 示 


如一 全 cj 人 
k=1 


(ј= 1,2, +, р; Ж=(Ё,, Ё, 06, Em); а= (61, 69, ,)). 


т т 
2 一 УЬ, Nm = Уа, 
т= 1 Е =} 


*) 这 个 定义 对 于 非 线性 算 子 也 有 意义 ， 
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(3=1,2, 5, рр т=1,2, 0, R; Y= р, Te Па) 
把 这 个 式 子 与 前 式 比较 , 又 由 于 元素 z 的 任意 性 得 


в 
с = 576 ат (3= 1, 2,6, р; Е 1,2,6, т), 
m= 1 


证 毕 . 

从 线性 代数 中 知道 ， 两 个 矩阵 之 积 可 能 是 一 个 元 素 全 为 0 的 
矩阵, 虽然 各 矩阵 因子 异 于 零 ， 这 表明 在 (1) 式 中 不 等 式 不 能 改 为 
等 式 , 甚至 在 有 限 维 情形 也 不 能 . 

然而 , 数 的 乘积 运算 的 一 系列 性 质 对 算 子 也 成 立 ， 例 如 , 可 证 
算 子 乘法 具有 结合 律 和 分 配 律 . 其 次 ， 算 子 乘法 也 存在 数 的 乘积 
运算 中 起 单位 作用 的 那 种 算 子 , 然而 与 数 的 乘积 不 同 , 这 里 有 两 个 
单位 算 子 一 一 左 单 位 算 子 和 右 单位 算 子 。 实现 和 中 恒 等 变换 的 算 
子 TEB(X, 入 ): 


T(7)=z (ЄХ), (2) 
是 右 单 位 算 子 : 
UI=U, 
实现 Y 中 全 等 变换 的 算 子 九 是 左 单位 算 子 : 
TU=U. 


应 该 特别 着 重 指出 , ПРУБЕЛИЮ В. АНИ, — 
来 说 , 算 子 UT 连 定义 也 没有 ， 所 以 等 式 VV = РО 宫 无 意义 ， 但 即 
使 算 子 UV ВЕУ ОЯ, 2= ХІ), ЯРУС 和 UT 定义 在 不 同 
的 空间 中 , 第 一 个 在 XX 中 , 第 二 个 在 中. 

因此 , 关于 算 子 己 和 下 可 交换 性 的 问题 仅 在 入 = 又 = 忆 时 ， 邯 
当 此 两 个 算 子 是 同一 个 空间 美 中 的 算 子 时 , 换 名 话说 , 它们 是 空间 
B(X, 外) 中 的 元 素 时 才 可 以 提出 . 

然而 , 如 果 X 不 是 一 维 空间 ， 等 式 UV = РО НЕКАЯ И, 
VEB(X, 站) 一 般 也 不 成 立 . 
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4.2. 在 连续 线性 算 子 空间 B (X,Y) 中 ， 把 XX 映 射 到 自身 的 
算 子 B(X, 义 ) 有 特殊 的 意义 ， 因 为 只 有 在 这 种 情形 下 任意 两 个 元 
素 的 乘积 有 意义 . 

设 有 一 个 系统 ， 对 于 其 中 的 元 素 定 义 了 两 种 运算 : 加 法 和 乘 
法 ,并 服从 数 的 运算 的 通常 法 则 (除了 乘法 的 可 交换 性 和 可 求 逆 性 
外 ), 则 称 它 是 个 环 ， 如 果 对 赋 范 空间 中 的 元 素 定 义 了 乘法 ， 则 称 
之 为 赋 范 环 "， 同 时 , 为 了 使 乘法 运算 和 空间 的 度量 发 生 联 系 , 要 
求 乘积 具有 连续 性 . 

这 样 , 空间 В СХ, 和) 是 赋 范 环 ( 乘 积 的 连续 性 由 不 等 式 (1) 推 
出 )#*?. 

在 赋 范 环 中 ， 特 别 在 空间 В СХ, Х) 中 可 以 定义 任何 元 素 的 
Ж. 1 ОЄВ(Х, Х), 我 们 定义 

0% 1,0% 0°%Ч/ (в=1,2,..:), 
其 中 了 是 关中 的 恒 等 算 子 ( 参 看 (2)). 
因为 这 个 定义 与 数 的 相当 的 定义 没有 什么 区 别 , 所 以 , 对 于 任 
ЖЛЕ т ЯП п, 
От = И", 
由 此 推出 , 一 个 算 子 乙 的 任意 次 寡 之 间 是 可 交换 的 ， 
其 次 , 相继 利用 不 等 式 (1) 可 得 
О n=0,1,.); (3) 
ЖН, 等 导 一 般 不 成 立 ， 

下 面 我 们 认为 空间 Х 是 完备 的 ， 于 是 根据 定理 1.2， 空 间 

ВХ 和) 也 是 完备 的 .在 此 假设 下 , 研究 “几何 级 数 ”: 
НОО"... (4) 


A 


**) 我们 只 考察 与 空间 ВОО И, 希望 进一步 了 解 赋 范 环 的 读 
者 , ПЛ М. А. Наймарк 的 书 (参见 Наймарк). 
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我 们 来 阐明 在 怎样 的 条 件 下 这 个 级 数 收敛 . 由 (3) 直 接 推出 , 如 果 
<, (5) 
则 因 收 敛 的 数 项 级 数 
ани ++ 101". 
为 级 数 (4) 的 优 级 数 , ХОРЕ В (Х,Х)НУЗЕ Е, 故 知 级 数 (4) 
收敛 (参见 IV，1. 5)， 然 而 ， 与 数 项 级 数 情形 不 同 , 条 件 (5) 并 不 
是 级 数 (人 4) 收敛 的 必要 条 件 . 


lim «О = со 
ЖЕ. ЗЕН, ИП со<1, 则 级 数 (4) 收 分， 如 果 co>1 则 级 数 发 
Ш. 记 

а= іа", 

我 们 来 证 明 со = Нш УТ" а. № 220, ИА Е 

У Ш" <а+е. 
其 次 , & 

М=тах[1, 01, .., 0" |], 


考虑 任意 的 7, 把 它 表 示 为 4= т На, (0<1,<т—1). ИН, М 
#3), 


У" ПО" 
ТАТЫ А 
< М" + ё) "770/9, 
因为 
lim М" (аа) “= аа, 
ду ард $21 №. 
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М" (а) "а 2е (п>мМ.). 
所 以 , НР 22, 
а<4/ 10" <а+2е, 


由 此 推出 lim УТО] = ал, 
现在 把 Cauchy 收 伍 判 别 法 应 用 到 级 数 了 210"| 上 来 得 到 级 
k=0 
数 (4) 是 收敛 的 (co<I 时 ) 或 是 发 散 的 fcv> 工时) 


< (6) 
事实 上 ， 如 果 级 数 (4) 收 全 ， 则 1Z"1 -0, 因此 , 当天 充分 大 时 
(6) 式 成 立 。 反 之 , 如 果 (6) 式 成 立 ， 则 co= РТИ АТ < 


1, та (А), 
4.3. ЖТР Я РР На НИМ, 设 有 一 个 把 赋 范 空间 
外 映射 到 赋 范 空间 YY 内 的 线性 第 子 50。 如 果 存 在 一 个 把 了 映射 到 
和 内 的 算 子 F, 使 得 
VU=Ix, ОУ = Гу, (7) 
ДОК ОЯ СВ О Е ру Ву), 其 中 Ix 和 Ty 分 别 是 空间 
XX 和 空间 Y 中 的 恒 竺 变换”， 算 子 V 叫 做 加 的 道 算 子 并 记 为 V= 
0". 
从 定义 直接 推出 , НИРО" БО ЖЕНИ. ШГ, 
Я 0, СҮ, 则 由 于 关系 式 (7) 的 第 二 式 
yr=U (ть) (1.=Т(у,); &=12). 
因此 根据 关系 式 (7) 的 第 一 式 得 
И (у, + у) = (ИС) == 
*) 今后 我 们 利用 记号 7х, [у 等 时 不 每 次 都 作 说 明 ,在 不 致 产生 误解 的 梢 况 下 ， 
表示 空间 的 下 标 将 被 略 去 。 
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=V(y) БУС). 
类 似 地 可 证 算 子 V7! 的 齐 次 性 , 

其 次 , 由 定义 推出 算 子 也是 Z Ва, (07) "1'=V. 

上 述 北 算 子 的 定义 带 有 形式 上 的 特征 , 为 了 午 清 楚 它 的 本 质 ， 
我 们 来 证 明 , ДЕМО, О НХ рҮ Б 
一 一 映射 . 

Е, Же (2, щЕХ). 如果 U(z1) =U(z;)， 则 根据 
关系 式 (7) 的 第 一 个 式 子 有 

X= VU(s)=VU(x) =. 

其 次 ， 每 一 个 JEY 是 某 个 СХ: (О НАТТИ ПЕНЯ, 这 
样 的 x 只 有 一 个 ), 即 作为 x 可 取 元 素 x=V(y)， 于是， 根据 关系 
式 (7) 的 第 二 式 

U(x)=UV(y)=Y. 

反之 , 设 算 子 U 实现 站 到 YY 上 的 一 一 映射 ， 把 元 素 yEY 与 它 
的 原 象 相对 应 , ВЫЕ О(г) = уус ЄХ РУ, ЗН 出 把 
УШНХ ЕЮЯТУ. ЖЖЕНИЕ, #НУ=И“". 

事实 上 , 关系 式 z 二 V(9) 与 y=UV(7) 是 等 价 的 , 因此 

У0(2)= (0) ==, ПУ (9) =0(2)= 0. 
ЖИВ, 从 以 上 讨论 推 得 , 逆 算 子 如 果 存 在 , 只 能 有 一 个 .还 
可 以 从 另 一 种 观点 来 考察 逆 算 子 , 设 有 方程 
О(х2)= у, (8) 
其 中 是 了 中 任意 指定 的 元 素 , 而 7x 是 空间 和 中 的 未 知 元 素 . 
显然 , ТЕТО", 则 对 于 任何 y&Y, 方程 (8) 有 唯一 
的 解 , 并 县 这 个 解 是 +=U"!'(y). 

方程 (8) 有 唯一 解 这 点 还 不 能 保证 连续 逆 算 子 己 -: 的 存在 . 

定理 2， 设 对 于 任何 ycY 方程 (8) 有 解 , 又 设 存 在 正 数 m 使 得 
对 于 每 一 个 XE 和 


NN 


(гта. (9) 
ТОНЕ ИТО, 并 且 
Li be (10) 


证 ， 因 为 如 果 z, 关 x2, 则 
IVUCz)—U(z2) [т], 2,120, 

所 以 算 子 口 是 一 对 一 的 上 映射。 此 外 ， 由 于 方程 (8) 对 任何 yEY 有 
解 , ЖИ(Х)=У. 

因此 , 由 前 面 的 讨论 可 知 存在 线性 算 子 了 = 了 因为 :=V(9) 
表示 y=V(z), 所 以 , 由 (9) 得 

1 四 1 过 mi CeY), 

或 


LA Ee бєх). ар 


换 句 话说 , U-! 是 有 界 的 , 因此 它 是 连续 算 子 ， 由 (11) 式 可 直接 推 
出 估计 式 (10). 

注 、 定 理 的 条 件 对 于 连续 逆 算 子 0-! 的 存在 性 来 说 也 是 必要 
的 . 

第 一 个 条 件 显 然 是 必要 的 ， т ТО, 容易 验证 第 二 
个 条 件 的 必要 性 . 

作为 应 用 上 述 定理 的 例子 ， 考 察 L*(a, 5) 中 的 算 子 U, 其 定义 
如 2.7 中 那样 : 

y=U(z), y(s)=2(s)—4| K(s, рр 


ОВАР К (3, t) 是 对 称 的 ). 
设 4 不 是 核 的 特征 值 ， 根 据 积 分 方程 理论 可 知 ， 对 于 任何 
IEEL: 方 程 (8) 有 解 (网 Петровский). 其 次 ， 在 2.7 中 曾经 指出 (我 
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们 和 仍 洛 用 以 前 的 记 和 器) 
месо), 
由 此 可 见 
ети сн = теа, 


其 中 
(天 一 …， —1, 0, 1, ...), 


而 和 ЖЕ К (5, ИЮНЕ (80, —1, 一 2，… 时 可 认为 4 一 
оо). 因为 入 关 4 并 且 当 1>oo Њу Л, ->оо, В т>0. РЕЛЕ 
ЯРО“, 并 且 

[0 <= sup |а | (=... —1,0,1,..). 


4. 4 在 关系 式 (7) 中 只 有 一 个 式 子 成 立时 ， 我 们 分 别 得 到 寿 

逆 算 子 和 有 逆 算 子 的 概念, 确切 地 说 , 如 果 
VU=Ix, 

ИИ СОХ) 到 入 内 的 牌子 六 ТОНЕ: № 
ОР, = 1, 

则 称 由 YY 到 XX 内 的 算 子 V; УЖО. 

我 们 以 记号 Vi! ЖЕНИ, ДО 表示 右 逆 算 子 , 当 讲 到 
某 个 道 算 子 其 含意 已 经 清楚 时 ， 下 标 有 时 就 略 去 。 从 上 面 讨论 可 
知 , 左 逆 算 子 一 定 是 线性 的 . 

当 左 逆 或 右 逆 算 子 存在 时 能 够 对 方程 (8) 的 可 解 性 作出 某 些 
结论 ， 也 就 是 说 , 如 果 存 在 左 逆 算 子 V7?， 则 方程 (8) 的 解 , 要 是 存 
在 必定 唯一 , 换 名 话说 ， 如 果 有 左 逆 算 子 , ОЕ ЕЮ 
一 一 映射 ， 事 实 上 ， 在 递 算 子 存在 情形 , 验证 这 一 性 质 时 ,我们 只 
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利用 了 关系 式 (7) 中 的 第 一 式 , 此 式 对 左 逆 算 子 也 成 立 , 

应 当 注意 , 集合 U(X) 一 般 并 不 与 了 重合 , 因此 算 子 Ui! 并 不 
是 在 整个 空间 Y 上 有 意义 . 

同样 可 以 证 明 ， 右 逆 算 子 的 存在 萤 涵 方程 (8) 对 任何 yEY 时 
的 可 解 性 (但 一 般 说 来 不 是 唯一 的 ， 解 为 z==0U7'(y))， 即 这 时 有 
U(X)=Y. 

由 上 面 讨论 可 知 , 如 果 左 逆 U7* 和 右 道 57: 同时 存在 , 则 它们 
相等 , 并 且 存 在 逆 算 子 0U-'=0i'=U71， 所 以 , 我 们 有 时 把 逆 算 子 
则 做 双边 逆 ， 

最 后 指出 ， 连 续 左 逆 算 子 存在 的 充 要 条 件 为 算 子 口 满足 条 件 
(9). 

4.5. жү Ха, ПИРА ОЕВСХ, Х) 存在 连 
续 逆 算 子 ， 则 这 个 逆 算 子 也 是 同一 空间 BC(X，X) 中 的 元 素 . 

考虑 4.2 中 的 级 数 (4): 

ТОН, 
得 到 下 面 的 定理 (参见 Вапасћ[2]). 
定理 3 (Banach). Ш Хх: 8- 空 间 , В ОЕВСХ, Х). 于 是 , 如 
果 
19| <9<1, (12) 
则 算 子 1 一 UV 有 连续 逆 算 子 , 并且 
бе (13) 
证 ， 在 4.2 中 已 经 证 明 ， 在 定理 的 条 件 下 , 即 在 条 件 (5) 下 级 
数 (4) 收 和 敛 ， 用 严 表 示 这 个 级 数 的 和 , 有 
Р) = ИА 0) 10) 
= (40-66 0%.) = (0 +06. 0% 4) 
= | (14) 
• 233 • 


类 似 地 也 可 得 
(7 一 DZ)7= 工 (15) 
Н, И= (1—0). 
其 次 , 由 于 (3) 
ПАЕЗНЕ ТАЙ а СЫ ВУ 
«ажене, 
从 而 得 估计 式 (13). 
注 ， 因 为 当 级 数 (4) 收 敛 时 关系 式 (14) 与 (15) 总 是 成 立 的 ,所 
以 , 由 定理 1 及 其 推论 可 知 , 当 
а УП <1 06 
或 在 某 个 =1,2,…。 
«< (17) 
时 存在 连续 线性 算 子 (7 一 DC 
4.6. PEanach 定理 指出 ， 与 具有 连续 逆 算 子 的 恒 等 算 子 
КГ! = 相差 不 大 的 算 子 了 7 一世 具有 连续 逆 算 子 ， 这 个 事实 可 以 
推广 . 
定理 4. ЕОВ(Х, У), 其 中 X 与 Y 是 两 个 B- 空 间 ,又 设 存 
在 U5'EB(Y,XX). 于 是 ,如 a UEB (X,Y ) 满 足 条 件 


ШЯТУ= 0+0 ДНИ, 并 且 


~ 


一 1 Ос: | 105: і 
тоер а 


Я = 00И = 1х +050. 


бб НИ 


所 以 由 Banach ТИ ТИ ЖА. 


рор ронро а9) 
其 次 
Ui'VW-!= 1x, 
由 此 
Уи -'=0, 
因而 
ИМ: = Ту. 
另 一 方面 
WVUs VT=Ix. 


Н ЕА ААЯТ ИУ ОЕТ У Вар. 
213 (19) НКИ О МЕН, 
УИС НЕЯ | 


051 104 
“100 1105-07 


$5. Аа: 
5.1. 我 们 研究 方程 
2—0(1)= у, (1) 
其 中 UU 是 8- 空间 X 中 的 连续 线性 算 子 ，y 是 空间 外 中 的 给 定 元 
素 ,z 是 其 中 的 未 知 元 素 . 

所 谓 逐 次 逼近 法 是 求 方程 (1) 的 解 的 一 种 常用 的 方法 , 其 组 成 
如 下 : 任 给 一 个 元 素 zoEX 为 初始 逼近 , 由 它 出 发 构造 近似 解 的 序 
Я {18}: 

21419 О (хи) (п=0,1, +). (2) 

如 果 这 时 得 到 收敛 序列 ， 其 极限 是 所 讨论 方程 的 解 ， 则 称 对 于 方 
程 (1) 以 元 素 zo 为 初始 逼近 的 逐次 逼近 过 程 是 收敛 的 〈 收 敛 于 方 
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程 (1) 的 解 )， 因 为 UEB(X, XX), 由 序列 {zw} ЗЫ, =“ Ито, 


是 方程 (1) 的 解 ， 为 了 证 明 这 一 点 ， 只 要 在 关系 式 (2) 中 令 n>co 
取 极限 就 够 了 . 

方程 (1) 的 逐次 遐 近 过 程 的 收敛 问题 与 级 数 

г+0 + 0 (3) 

的 收敛 有 关 , 其 和 (在 收敛 时 ) 为 CT 一 Z)-!( 见 Banach 定理 4. 3 的 
注 ). 

定理 1 如 果 级 数 (3) 收 敛 , 则 对 于 任意 的 初始 过 近 zo， 方 程 
(1) 的 逐次 逼近 过 程 收 化 于 方程 (1) 的 唯一 的 解 z*， 并 且 有 估计 式 


CP Tp ттт плит д пл RA A 


[зв] (1,2,0). (4) 
特别 , 如果 满足 Banach 定理 的 条 件 , 则 这 个 估计 式 可 以 改 为 
ар риа] (а=1,2, 6), 
证 ， 相 继 应 用 公式 (2) 可 以 求 得 
д,=У-НО (у) +: 07) И" (в) (п=1,2, -..). 


(5) 
显然 ,如 果 级 数 (3) 收 化 ,由 于 UV”*(zo) 一 0, 则 存在 


х* = Нал, = 510% (5) = 027—0) 7:00). 
по k=0 


因为 z* 显然 是 方程 (1) 的 解 ,所 以 定理 的 第 一 部 分 得 证 . 

为 了 要 得 到 估计 式 (4), 在 等 式 (5) 中 用 x* 代替 zo。。 于 是 ,由 
АКО) ШН 1,=1*(п=1,2,..-). 由 此 可 见 ， 我 们 得 到 关系 式 
д*=У-И (у) ++" (у) FO) (n=1,2,.). 

上 式 减 去 (5) 式 后 再 取 范 数 得 

和 人 一 2 入 jx 一 zf (01,2, …). (6) 
记 3=2z* 一 to， 注意 w* 是 方程 (1) 的 解 ， 所 以 x2* 一 U(x*) =, 我 
们 有 
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(1—0) (0%) = #—0() =2* (2) щи НИ (0) 
= 0 0 (00) — == 21—70; 
由 此 求 得 
t=(T—U) (x 一 Zo)。 
把 上 式 代 入 (6) 式 就 得 到 所 需 的 估计 式 . 
5. 2， 定 理 1 有 各 种 各 样 的 应 用 , 我 们 举 其 中 几 个 . 
首先 ， 设 XX 是 mr 维 空间 ， 这 时 线性 算 子 ОЄВОХ, Хх) 由 方 阵 
4 二 (4;) 所 确定 ,方程 (1) 可 以 用 展开 式 写 成 方程 组 的 形式 : 


Ej— аъ =1; 
к=1 (7) 
(7 一 1， 2， «т (5, Ё, +", =); у= (1, Ла, *** #)). 


根据 公式 
85099 = пар +1; (7==1,2, ‚т, п=0, 1, +.) 
5—1 


求 出 解 的 逐次 逼近 
Zn= (81°, 2”), ..., т) (п = 0, 1, 0). 
上 第 的 条 件 (12) 保 证 逐次 逼近 过 程 收敛 于 解 ， 这 个 条 件 与 % 
中 范 数 的 取 法 有 关 ， 例 如 , 如 果 Х=1, 因为 在 此 情形 (参见 2. 8) 


104 == пах У 1а, |, 
7 к= 
所 以 在 条 件 


У Ча» <1 (7= 1,2, …， т) (8) 


k=1 
下 存在 lim ЕР = Е (]=1,2,.,т), $Н&=&, &=&2, +9, 


to 一 此 是 方程 组 (7) 的 (唯一 的 ) 解 . 
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хп Не Х =, 则 得 另外 的 条 件 
У ал! <1 (&=Ъ 2, “> т). (9) 
f=1 
最 后 , 取 Х=Н, 在 此 情形 由 于 有 估计 式 
2 mm р 
Дарэ Уеа > 
j=1 К=1 
条 件 变 为 
> 之 ,10itj?<1. (10) 
1=1 6-1 
有 趣 的 是 , ЕБЕ А ТИЕ Н Х =15,, 则 对 于 逐次 逼近 过 
程 的 收敛 性 来 说 ,条件 jz 一 1 不仅 是 充分 的 ， 而 且 也 是 必要 的 ， 
事实 上 , 如 同 在 2. 8 中 指出 , 在 此 情形 
10] 一 14， |, 
Жи Л, 是 矩阵 4 的 按 绝 对 值 最 大 的 一 个 特征 值 ， 在 方程 组 (7) 中 
取 与 4, 相对 应 的 特征 向 量 作 为 y, 并 令 2, =0, 则 得 
ху; х. = (т) у= (АБД; 6; 
21+1=0 (2) Бу (Nd 二 十 机 十 Dy (R=1,2,..), 
由 此 推出 ， 如 果 | 如 | 宇 1 (9:70), 24 n>co 时 序列 {EF 没有 
极限 . | 
这 样 , 当 和 矩阵 4 是 对 称 阵 时 , 逐次 逼近 过 程 收敛 于 解 的 充 要 条 
件 为 矩阵 4 的 一 切 特 征 值 的 绝对 值 都 小 于 1, 
在 第 八 章 中 我 们 将 证 明 更 一 般 的 结果 ， 从 其 中 可 以 推出 当 矩 
阵 4 没有 关于 对 称 的 假设 时 上 述 结 论 也 成 立 ， 请 读者 自行 验证 这 
个 结论 . 
我 们 还 要 给 出 任意 和 矩阵 4 的 按 模 最 大 的 特征 值 4 的 估计 . 用 
2icX 表示 与 畦 征 信 А, 相对 应 的 特征 向 量 ， 我 们 有 7(zi) = Ау, 
• 238 • 


因而 
12.112: = AACA LE 
即 14 | [0]. 如 果 以 15 作为 空间 Х, 由 此 得 


1А, «тахал. 
х1), 则 得 估计 式 
А. Так [ад 
最 后 , 如 果 ХВ, 则 
1 «ни Эль |. 
5.3。 下 面 来 研究 无 限 组 5), 考虑 方程 组 
Барт, G = 2 =). (11) 


如 果 有 这 样 的 数列 (569), 当 = 25 时 (11) 式 左 端的 级 数 收敛 ， 且 
(11) 的 所 有 方程 成 为 恒等式 , 则 称 这 个 数列 是 方程 组 的 解 ， 

在 研究 数学 物理 方程 边 值 问题 和 积分 方程 时 遇 到 这 类 方程 
组 **). 


首先 假设 方程 组 (11) 的 无 穷 矩 阵 
а: Фә а 
аз 92 а, 
А = .... 
ал @ар в, 


*) 基于 有 限 组 的 千代 解法 , 参见 Фалдеев 和 Фаддеев 第 三 登 . 
жж) ”关于 无 限 组 , 参见 Канторович! 4), # Канторович #1 Крылов 的 书 中 有 无 
限 组 的 文献 ， 
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满足 条 件 
5. 514,151. (12) 
f=1 К=1 
同时 ， 如 同 在 3. 1 中 曾经 指出 ， 和 矩阵 4 定义 了 在 空间 中 的 线性 
连续 算 子 0; 


2=0(1), 6= ant 
r=1 


(j=1, 2, НАЕ ї= (Ё;, ё, ...), 2= (С, С, ...)), 
条 件 (12) 给 出 


ә ә } 
Дарэ Biot <1, 
1=1 k=1 
所 以 , 把 方程 组 (11) 写成 形 如 (1) 的 一 个 方程 : 
zr—U(r)=y (z= (6,, 2, е), у= (т, 12, ...)). 
根据 定理 1， 对 于 每 一 个 yE1 存在 唯一 的 (在 空间 中) Ж 2 = 
(ЕРТ, Я АГЕН Жо: 


ED ав, (1,2-3 n=0,1,.), 
k=1 


нъ 16) =0 
МЕГ 


СЕ) Р 中 任意 的 序列 )， 
现在 用 更 弦 的 条 件 
bp У. [а |2<оо (13) 
1=1 k=1 
来 代 起 条 件 (12)， 虽然 在 此 条 件 下 和 矩阵 4 在 中 确定 了 线性 连续 
ЯРО 但 是 一 般 来 说 ,不等式 101<<1 已 不 成 立 , 从 而 不 能 应 用 定 
理 1. 
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我 们 指出 ， 在 条 件 (13) 下 研究 方程 组 (11) 归 结 为 研究 有 限 组 
(我 们 假设 右 端 序列 {%j) 是 空间 工 的 元 素 ). 
可 以 找到 这 样 的 ло, 使 得 


co 


>. >. [аль [?< 1. 


јевпо+і ное! 


指定 前 w ЛЖИ 61, 20,57, 5, 并 研究 方程 组 


&— УГ ал = Ув ь 
®=1 


Е=по+1 


、 14 
(3= п +1, п +2, -**). ( ) 
因为 
> [аз,5,1° = [6,2 >’ (lanl :< | 50 [а;,|°<оо 
j=not! j~not1 j=1 в-1 


(= 1, 2, ..., 1), 
所 以 方程 组 (14) 的 右 端 序列 属于 12, 由 此 根据 上 面 的 讨论 , 这 方程 
组 在 8 中 有 唯一 的 解 所 оао 它 与 指定 的 值 51, щ 
有 关 , 我 们 来 阐明 这 种 相互 关系 的 特征 , НЕ 
&;— У а, =ау» 


(7 一 ?20 十 1,20 十 2， Wt 8= 1, 2, 6.) 


Ei У) азё, =т (= Ь т 2, <), 


它们 的 解 (已 指出 过 解 是 唯一 的 ) ЯП {с} Уй СЕ = по + 1, 
по 2, ..., $=1, 2, ..., п) Ех, 于 是 便 有 等 式 
Cjs 一 5 ЧС. 一 Ge 
Е=по+] 


6241 。 


(ј=п+1, --2, ...; 81,2, +, т), (15) 


%— 5) а, =т (Ој=т+1, Rot+2,.). (16) 


真一 0 二 LE 


第 一 个 等 式 乘 以 所 后 求 和 , 再 加 上 后 一 式 得 


по со по #0 
(95+ 57 с) — УТ ал Wit Borts) = Ўз, 
8—1 аспон 8-1 8-1 


(1=т +1, п +2, ...), 


由 此 推 得 序列 全, cisésy 是 方程 组 (14) 的 解 ， 又 由 于 唯一 
性 , 故 
所 一直 十 УЕ, (= ЕТ, №2, --*). 


所 得 的 结果 可 以 简 述 如 下 : 给 定 的 方程 组 (11) 等 价 于 方程 


组 

&;— ав =; (3=1, 2, 0 ), 
у (17) 

Ej— Усё, = у (јет 1, ш 2, -*°). 
к = 

把 从 第 二 组 中 得 到 的 >п) КАЖ 8 +8 

8, У ан, — >! аз, (Яь-+ её) =; 

k=L k=notl 8=1 (18) 


(3=1,2, По), 
或 者 , 如 果 记 (与 (15) 及 (16) 比 较 ) 
Сз = аз >) QjsCsr; 95 = > 2317, 
3 =по+І ЕО 
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(1, &=1, 2, 6,0), 
则 方程 组 (18) 可 以 改写 为 


тель ея, (j=1,2..,n0) (19) 
8—1 

把 这 些 方程 合并 入 (17) 中 的 第 二 组 

Улс (јет, tot2,.), (20) 
К=1 


即 得 等 价 于 给 定 方程 组 (11) 的 无 限 组 ， 

解 这 样 的 方程 组 可 以 分 两 步 来 实现 : 第 一 , 由 有 限 组 (19) 求 出 
前 wo 个 未 知 数 ,第 二 ,把 它们 代入 方程 组 (20), 确定 其 余 未 知 数 的 
值 . 

因为 当 第 一 步 实 现 后 第 二 步 总 是 可 以 实现 的 ， 所 以 解 无 限 组 
(11) 的 问题 就 归结 为 解 有 限 组 (19). 

利用 这 个 事实 可 以 指出 ， 在 条 件 (13) 下 方程 组 (11) 上 共有 有 限 
组 的 所 有 性 质 ， 因 为 在 第 八 章 中 我 们 将 另外 从 一 般 的 考虑 来 推导 
这 些 结果 ， 这 里 只 指出 一 个 性 质 ， 如 果 对 应 于 (11) 的 齐 次 方程 组 
( 即 在 (11) 式 中 令 п, = Па = 6 =0 后 得 出 的 方程 组 ) 在 上 上 中 有 唯一 
解 (显然 是 零 解 )， 则 对 于 任意 的 右 端 序列 {7;}， 方 程 组 (11) 有 了 只 
一 解 . 

事实 上 ， 如 果 方 程 组 (11) 是 齐 次 的 ， 则 方程 组 (19) 也 是 齐 次 
的 ”又 因为 对 于 右 限 组 上 述 命题 成 立 ， 所 以 对 于 任意 的 右 端 序 列 
《75)} 非 齐 次 方程 组 (19) 有 唯一 解 . 

我 们 留 给 读者 验证 ， 齐 次 方程 组 (11) 具 有 有 限 多 个 线性 独立 


о 因为 级 数 7 Іа, [ 5 ев 5 пы РЖИ 


в=по+ 1 8 = по 1 k=not+ 1 
两 个 级 数 也 收敛 ， 
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的 解 ， 还 可 以 推出 ， 当 这 个 解 的 个 数 大 于 零 时 非 齐 次 方程 组 是 可 
解 的 . 
5. 4 现在 假设 矩阵 4 满足 条 件 


У\а,1<1—р (j= 1,2, ~), (21) 
К=! 


其 中 р>0. 
满足 这 个 条 件 的 方程 组 (11) 叫 做 完全 正则 的 . 
在 空间 1* 中 引进 算 子 UV: 
z=U(7z), 


Е У аз Ё, (3= 1,2, ...5 х= (Ё, 8, 6); 2= (61, 6», ..)). 
k=1 
由 于 (21)， 


14150 |а. NLAL Se mE 
k=1 b=1 


А (22) 
(1=1,2, ..), 


所 以 对 于 任何 61°, xz 一 CCGz) 有 意义 且 是 空间 с. 同时， 
[21= О (р). 
因为 所 显然 是 线性 算 子 , 故 志 是 Ганя, 并且 
[01<1— р. (23) 

如 同 在 5. 3 中 那样 , 现在 可 以 把 方程 组 (11) 写 为 形 如 (1) 的 一 
个 方程 : 

x—U(z)=y (z= (61,5), у= (т, т, ***)). (24) 
不 等 式 (23) 保 证 了 可 以 把 定理 1 用 干 方程 (24), 根据 这 个 定理 ,对 
于 任何 уе”, 此 方程 (在 空间 1” 中 ) 有 了 唯一 的 解 ， 这 个 解 可 以 用 逐 
次 逼近 法 求 得 . 

由 此 可 见 , 对 于 任意 的 有 界 的 右 端 序列 人 让 ,完全 正则 方程 组 
，244， 


有 唯一 的 有 界 解 . 
注 ， 上 述 命题 保证 完全 正则 方程 组 有 唯一 的 有 界 解 ， 则 时 并 
ЛЕНЕ 例如 ,方程 组 


&;— 一 一 一 去) 一 0 (3=1, 2, ...) 


有 无 限 多 个 解 
&=а, &=24, "ёца, +, 
其 中 a 是 任意 常数 , 然而 , 如 果 970, 所 有 这 些 解 是 无 界 的 ， 
对 于 在 5. 3 中 讨论 的 方程 组 也 有 类 似 的 注解 . 
如 果 对 于 所 研究 的 方程 组 ， 存 在 这 样 的 ae М, 使 得 


711 


>! а» <1—р, 


k=no+l 
oo 
У а» |< М 
К=1 


则 在 5.3 中 对 于 满足 条 件 (13) 的 方程 组 所 得 的 一 切 结果 ， 不 用 作 
任何 本 质 的 改变 也 可 以 搬 到 这 种 方程 组 上 . 
5. 5、 研 究 积分 方程 
zs(s)~—A| КС, 1)а(?)аі=у(), 
假设 核 六 (s, ЗЕ. 
引进 空间 CLa,51 或 空间 L*(a，5) 中 的 积分 算 子 UV( 参 见 2.4 


或 2. 6), 我 们 可 以 把 积分 方程 改写 为 
#—10(1)=1.- (25) 


(3=1, 2, ..., р>0), 


如 果 


< (26) 


ГР 

则 根据 定理 4.3 算 子 1 一 40 具有 连续 的 逆 算 子 
АР) = А+ MU A+ 
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因此 ,方程 (25) 的 唯一 解 x* 的 形式 为 
#*=(1—10) (у) 
=yt AU Cg) АСУ) + А бу) + (27) 
这 个 级 数 叫 做 Neumann 级 数 . 
我 们 来 证 明 算 子玉 与 也 一 样 也 是 积分 算 子 .事实 上 ,2 王 Z(z) 
жж о=0(2), Ни в=0(2), Н 
(8) =| ко, в) (1), 


z(t)=| ко, н) (и) аи. 


由 此 
v(s) = [кс Р) [| се, уже la 


| 


Ь ь 

| | K(s, К, ша ва) 
5 

-| К, (в, азии 


(к.а) [ко ока, маг ) 
Ван? агр ИЕН, о = 07) к 
vs)=| Kls, ива (а=2,3,--.), 
Ж К, (з, 2 由 递 推 公式 : 
К„(,и) = | "К. KC, wdt (п=2,3,--), 
确定 , 展开 后 得 
К, (3, и) 
= кс, К, КО ш) а. 
函数 К, (в, му ЩЕ Ы, 
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现在 Neumann 级 数 可 以 写成 展开 了 的 形式 : 
2" (5) = бз) +А| КС, ва 
+4? | Kals, 1) y(t ) dt --- 二 和 | Kals, 1)0(1)а1+.... 
Ж ОВЕ ФАГ Н У ЕПА Е ГС ЭС. 
如 果 把 [V1 的 表示 式 代 入 (26) 式 , 即 得 Neumann 级 数 的 收敛 
条 件 ， 例 如 , 研究 空间 СГа, 2], ИСИ, 2. 4) 
НО = max| | (а, 09140 М 6—0) 


(М = тах | К ($, #) [), 


条 件 (26) 写 为 
А1 ， 
тах | ГК (8,14 
或 更 简单 些 
1 
Мру" 


在 工 (o, БАНН СВ, 2. 6) 
lvl<[| | xc, д Гава А. 
因此 ,在 12 中 Neumann 级 数 收敛 的 充分 条 件 为 
ИЕ ЕН 
акс, огава 
如 果 核 К (в, t) 是 对 称 的 , НЫЕ 2. 6 中 已 指 由 有 精确 等 式 


1 


其 中 和 是 核 下 (s, 引 按 绝 对 值 最 小 的 特征 值 ， 所 以 , 在 对 称 核 情 
形 当 


[11 < 
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1411 | 
上 时 Neumann 级 数 ( 仍 在 工 ЗК, 
正如 在 5. 2 中 对 有 限 组 的 情形 一 样 , 可 以 验证 ,， 当 141 之 | 和 | 
时 Neumann 级 数 对 于 任何 9%E 开 都 不 收敛 。 因 而 , 在 此 情形 条 件 
(26) 对 于 Neumann 级 数 的 收敛 性 不 仅 是 充分 的 而 且 是 必要 的 ， 
利用 不 等 式 1241 三 上 ,用 类 似 的 方法 得 到 核 的 按 模 最 小 特 


10| * 
征 值 的 估计 ( 自 下 ): 


1 
| р, 


ғ 之 
тах | [К (3, 1) [4 


1 
ПИК [К (3, 2) аз |? 


а 


最 后 指出 , 由 Banach 定理 的 注 (4. 5) 得 知 , МЕРЕЖА п=1, 
2,… 有 


[24.122 


1 == хде 
Бра (0=1,2, +.) 
时 , 即 (在 空间 СГа, 51%) 


[41< 1 


| max| |К, (5, ота" 
盛 ( 在 空间 12 (а, 5) +) 


111 < 1 


касо, орага" " 
й] Neumann 级 数 收敛 . 
$6. Hilbert 空间 中 的 算 子 环 


6.1. 我们 较 详 细 地 研 究 Hilbert 空间 王 中 的 线性 算 子 环 
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В(Н,Н), НАНА БИ АЯ 2 НО. 2х 
时 , 下列 命 题 成 立 : 
а) 10,+0,]* =0,*+0*. (1) 
事实 上 ,对 于 任意 的 z,yEH, 下列 关系 式 成 立 ; 
(0, +012, у) = (x, [UV Ua"Y), 
(Их, у) = (rx, UrYy), 
(Пт, у) = (а, 019), 
第 二 ,第 三 式 相 加 后 得 
(0,012, у) = (а, Оту + UY) 
= (2,[01+02 у). 


故 由 于 xz 的 任意 性 ， 
LT yy 一 LT 十 2 
从 而 (1) 式 成 立 . 
b) [4101*=^И*. (2) 
我 们 有 
(ГА, у) = (х, ГЯ03*у) (х,уЄН), (3) 


48381107 402, у, 
(А0), 5) = А002, у) = А04, И*у) = (а, ГМ* 9). 
把 它 与 (3) 式 比较 即 得 (2) 式 . 
с) 10.0,]* = USUY. (4) 
事实 上 ， 
(0, у) = (х, 0, *у) (x,yEH), 
另 一 方面 ， 
(ОИ, у) = (0,002), у) = (Ох, Оту) 
= (2,02 (Ту) ) = (=, (РО). 
与 上 面 一 样 讨论 ,得 到 (4). 
d) ЯЖЯТОЛ НАШИ, ШЕЕ ВТО 也 有 线性 
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и *, 并 且 

| (VU*) = 0)*, (5) 

事实 上 因为 VV=UVV"!'=7, 所 以 根据 с) 

UU I)*=(U U1*=], 

由 此 推 得 命题 成 立 , 

ЧЯТ О, ТИ, 是 自 共 斩 算 子 时 ， 由 命题 a) 一 c) 推出 下 列 
结果 : 

е) 如 果 р Е, 则 算 子 Л, РО, А. 

Г) 乘积 0, АЯ ТАУ З ЗЕ Ж Е ЖИ, =0Л, Нр 
DZ 与 Vs 可 交换 . 

事实 上 ,因为 U0, БО, НЯ, 根据 c)， 

[0.0,]* =031, 

由 此 推 得 所 要 的 结果 ， 

设 有 算 子 序列 (0,} 及 算 子 UV， 如 果 对 于 任何 x+,yEH,， 

lim (Ung, у) = (02,0), 


则 称 序列 47 弱 收敛 于 乙 ， 显 然 ， 自 共 力 算 子 序列 的 弱 收 敛 极 限 
Че ня. 

同样 ,如 果 对 于 任意 的 zxEH,Vaz-~>Vz (这 时 称 算 子 序列 {U0} 
ЕН ЕРИНО, ВАТ, МОЩЬ НЗ. 

最 后 , 如 果 在 空间 ВОН, H) 中 О,->0, ИИ 0, АЗЕ НЕ 
ФА н ТОА) НЕ, 

ЈАНИ 0 ИК, ВАР ЛЕЗО) васак 
于 算 子 U. 

6.2,， 设 UV 是 Hilbert лғ АННА Р, 如果 对 于 任何 
хЕН 


*) 在 Hilbert 空间 中 “线性 算 子 ”一 词 表示 线性 连续 算 子 (参见 3. 1 中 脚注 )。 
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(Оа, х) >0, 
ДКО ЛЕТ, 记 为 加 >>0， 
不 难 验证 ， 正 算 子 是 自 冻 斩 的 ， 事 实 上 ， 设 对 于 任何 xEH,， 
(Оз. МУ 


Сау) = ААГ@а+у), ety) — (#9), =—0] 
-ИЧачур, 2+1) — (О (2—0), ==), 
且 括 号 中 的 表示 式 是 实 的 , 所 以 交换 x 与 y 的 位 置 有 
Uy, +, yt) (Оу 2), у—2)] 
+000 22), у) – (О (ух), у=) 1) 
= 100708) 2+9) 002—0), #01 


(ау, 2+9) – (0 (2—54), 5—11)]} 
= (Оа, 4). 
由 此 得 到 
(Из, у) = (у, т) = (=, Uy), 
这 就 是 所 要 证 明 的 . 

Ж. 其 实 我 们 已 证 明 ， 对 于 任何 xzEH 表示 式 (Vzx，z) 是 实数 
ВО ЗЕН, АНН, ОАА С В) Н ЗЕ 
子 也 是 必要 的 ， 

如 果 差 01 一 UV 是 正 算 子 , ДШИ О, 大 于 算 子 Ua(U, 20), 

我 们 指出 , 对 于 任意 的 算 子 С, 算 子 0*U( 或 UU*) 是 正 的 ， 事 
Е, 

(LU 2) = (И, Ок) 220. 

特别 , 如 果 0* = 0, НОЖИ О НЕ ЕВ, 则 072220. 

同样 显然 , 正 算 子 的 和 也 是 正 算 子 ， 

还 要 指出 , 正 算 子 的 非 负 实 系数 的 线性 组 合 仍然 是 正 算 子 . 
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其 次 , ЕНТО ВИК V" ЛЕНТ. ЖЕ, п 
2т 是 偶数 ”…, 则 


(Urz, х) = (Пт, mxz) 一 nz0 (ЄН), 
ЗП п=2т +1 是 奇数 , 则 
СО", ж) = СОСО"), О") = (Оу, 9) >0 
(ЕН, у= О"), 
由 此 推出 , ТЕ ЕККЕН ВЕН А, 即 形式 为 
PO) =" 十 OU 十 十 os (ара, 5, а,2>0) 


的 算 子 也 是 正 算 子 ， 算 子 p(0) 叫 做 忌 的 算 子 多 项 式 . 
设 忌 是正 算 子 , 则 下 列 不 等 式 成 立 : 


17z, у) [< (Из, ж) (Оу, у) x,yEH). (6) 


228 Буняковский 不 等 式 的 推广 《如 果 在 (6) 式 中 取 品 =7 就 得 
到 Буняковский 不 等 式 )， 不 等 式 (6) 的 证 明 几 平 逐 字 逐 句 重复 
在 IV. 5.1 中 对 Буняковский 不 等 式 的 证 明 ， 因 而 我 们 把 它 留 给 
读者 . 
6. 3， 根 据 不 等 式 (6), 我 们 来 证 明 “ 单 调 序 列 极限 定理 ”. 
定理 1 Н ИНН ТИКО), ЯА, 
зар, = 4<cc, ЙЕЗЕ 7-0, 使 得 对 于 任何 «ЕН 


ver ww 


Из = пт Us, 


пә 


并 且 
10] =<А. (7) 


*) 如 果 т 0, 因而 U*= 了 , 则 命题 显然 也 成 立 。 
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Ш. Ж т2л, ПРИ, 0, 是 正 的 , 因此 对 于 任何 ЕН 
(Оа, 2) — (Ох, 2) = (О, 10,7], #) 20, | 
即 数 列 {(7。z, x)}) 递 增 ， 因 为 
00,2, 2) [Ия , (8) 
所 以 存在 有 限 的 极限 т (07а, а), 


其 次 , 把 不 等 式 (6) 用 于 算 子 0, - И, (тп), 由 (8) 可 得 
| (Unz— И, у) |? 
<[(И тя, #) — (Иа, х) 10у, у) — 09,91 
«2А |100,2, 2) — (Пн, 2]. 
在 上 式 中 令 
у= 172—107, 
即 得 关系 式 
[ба Иа ЗА(И их, ғ) – (Ох, хур (ЄН). 
按 前 面 所 证 可 知 上 式 右 端 当 т, "~>co 时 趋 于 0, 因而 存在 


Uz= Ишб,х. 
пэс 


这 样 定义 的 算 子 品 是 可 加 的 和 齐 次 的 ， 而 由 于 
Пари, А 


则 在 极限 情形 
lvzl<Alzl, 
ИЕР НИ 入 4. 
定理 证 毕 , 


注 ， 这 个 定理 对 于 递减 算 子 序列 也 成 立 . 
6.4. 设 忆 是 正 算 子 , 如 果 有 个 正 算 子 了 使 广 =， 则 称 亚 是 
算 子 也 的 平方 根 ， 并 且 记 了 = 7 或 у=, 
定理 2 ШОЕ. ШЕЖЯГОЮЕ РУУ 
МО. 同时, 7 与 任何 和 如 可 交换 的 算 子 可 交换 
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证 ， 不 失 一 般 性 , 可 以 认为 0j<1. %Ц=1-0. ЖЖ 
(Uoz, т) = (2, х) – (Их, х) 
212° 101141220 (ЄН), 
所 以 算 子 V6 是 正 的 . 由 (6) 式 有 
| (Сож, у) 12000, =) (Ооу, у) «121191. 
取 y=Uoz, 即 得 不 等 式 
ЧЕЧДИК 
因此 
{vole1l. (9) 
我 们 来 定义 算 子 序列 {V。}, 令 


Vi=0, У 3-00) (и=1,2, -..). (10) 


由 (9) 式 不 难 用 归纳 法 验证 
YA =1, 2, …). (11) 
现在 来 证 明 , ВУ У, У, У, 是 Uo 的 具有 非 负 系 数 的 算 
子 多 项 式 . 对 于 2&=1 这 是 显然 的 ， 其 次 , 因为 算 子 多 项 式 的 运算 
法 则 与 一 般 多 项 式 运算 法 则 一 样 , 由 公式 (10) 推 出 , 如 果 У, 是 UV。 
的 上 共有 非 负 系数 的 算 子 多 项 式 , 则 ,ri 也 是 这 样 的 多 项 式 ， 再 利 
用 公式 (10) 写 下 


РУ СИ) +7 ,) 


НУ. 


则 假设 已 证 У, У, 是 具有 非 负 系数 的 算 子 多 项 式 , 又 考虑 已 经 
证 明 У, У, 也 是 这 样 的 多 项 式 ， 我 们 推 得 算 子 了 У, 作为 
Uo 的 具有 非 负 系数 的 算 子 多 项 式 的 乘积 ， 本 身 也 是 U0o 的 具有 非 
负 系 数 的 算 子 多 项 式 ， 

由 于 县 有 非 负 系数 的 算 子 多 项 式 是 正 算 子 ( 见 6. 2)， 可 以 推 
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ЖИ, 20 БИ,.,—У,>0. ЖЖ, ЛЕСУ, Н.Т, Я 
为 是 正 的 , АН: А ЗЕЕ НУ. АЖ СО АЛЯ У} 有 界 , 所 以 根 
据 定理 1 存在 算 子 Vo 使 得 
Год = lim Vs, 
同时 , НРУ, 是 正 算 子 ,Vo 也 是 正 的 ， 而 由 (11) 式 得 
1F 中 和 1 (12) 

ЯРО 与 算 子 可 交换 ， 从 而 与 V6 可 交换 ， 显 然 算 子玉， 

#50 可 交换 , 于 是 
Пух =0( lim Vx) = lim СҮ „а 
= lim VUz=VUz (хЕН). 


НУ, 50 可 交换 。 特别 ，Vo БУ, 中 任 一 个 可 交换 .由 此 太一 
И = (ИИ, (Г, —И,), 所 以 
Из Иж Ро НУ, [Го . 
<2(Т,=—7,2|->0 (ЄН), 


从 而 
Fiz= limViz (СН). 
ны (Uort Va) (2=1,2,.%; 2ЄН) 
在 n>co 时 取 极 限 后 得 


Vor=3 (Ио) (rEH). 


因而 , 令 了 = 了 一 Fo 则 有 
了 一 7 一 2 十 7 三 [一 27 + [2Vo—00] 
=1-—0,=0. 
利用 (12) 式 , 与 证 明 算 子 V6 是 正 算 子 时 一 样 可 以 证 明 算 子 焉 也 是 
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正 的 ， 由 此 可 见 V=~vU. 
还 要 指出 ，F 与 Yo 一 样 ， 它 与 任 一 个 和 忆 可 交换 的 算 子 可 
交换 . 
现在 来 证 明 平 方 根 的 唯一 性 ， 设 V' 是 局 的 平方 根 , 因为 
UV'=V'?=V'D, 
所 以 下 与 可 交换 ， 从 而 了 也 与 六 可 交换 . 任 取 xEH 并 记 y= 
Vz 一 Vx， 我 们 有 
(V'y,g)+ (Ру, 9) = (V+VIV'—V]z, у) 
= (0° И], у) 
= (10-0), у) =0. 
于 是 , 由 于 (Vy, у) 20 和 (7y, у) 20, 得 
(Ту, у) = (У’у, у) =0. 
МУЖУ НЕА. ИЖ 
[Ту = (Му, Му) = (39, у) = (Фу, у) =0, 
所 以 Иу=0, Ат Му = ИСИ) =0. 类 似 地 V'y=0. 但 这 时 
Иа Уа = ([У’— У], 2) 
= У’ ТИ], 2) =0, 
于 是 , 对 于 任何 «ЕН, И'а= Ух, ММУ’, 
НИЕ». 
推论 ， 如 果 7, 与 0。 是 彼此 可 交换 的 正 算 子 ， 则 它们 的 乘积 
事实 上 ， 算 子 VVs。=V БИН, 因此 
(И.О, х) = (ЛУ, х) = (УЦ Ух, х) =(0,(7#), Из) 20 
(ЕН). 
6.5. ОЖ, 关于 级 数 


+) 这 个 证 明 属 于 Visser (存在 性 ) 和 52. -Nagy( 唯 一 性 )， 参 见 F. Riesz 与 
$2. -Мару. у 
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И.Е... (13) 
收敛 区 域 的 定理 V. 4. 1 可 以 简化 . 
定理 3. ДЖОН, 则 级 数 (13) 收敛 的 充 要 条 件 
为 [Vi<1. 
证 ， 先 证 
=. (14) 
事实 上 ， 
112 (0°, х) 
Ро ар 
<sup 让 vl 
县 相反 的 不 等 式 173j 委 i7 时 对 于 任何 算 子 乙 都 成 立 。 
从 (4) 推 出 
上 7” — (т=ь2, -..) (15) 


Рио Е 


oo= lim ПОТ" tim трт О, (16) 


考虑 到 定理 4. 工 的 结果 和 关系 式 (16)， 只 要 验证 ， 如 果 cv= 

101—1, 则 级 数 (13) 发 散 ， 但 在 此 情形 根据 (15) 
[0°"|=1 (а=1,2,--.), 

于 是 级 数 (13) 的 一 般 项 不 趋 于 零 . 

6.6， 在 Hilbert 空间 中 的 算 子 赋 范 环 8(H, H) 里 , 投影 算 子 
(3. 4) 族 起 着 重要 的 作用 .在 第 九 章 8 5 中 将 证 明 , 任何 自 共 轿 算 
子 可 以 利用 特殊 的 结构 归结 为 投影 算 子 ， 这 个 情况 说 明了 下 面 导 
出 的 关于 投影 算 子 定理 的 重要 性 . 

ВСР, 和 Ps 是 两 个 算 子 ， 如 果 PiP:=0*) ， 则 称 它们 是 正 交 


+) 因为 0 是 自 共 辆 算 子 ,所 以 由 6.1 中 的 f), 算 子 P 与 五 是 可 交换 的 ， 从 而 
Р.Р:= Р.Р, =0, 于 是 这 个 定义 与 所 提 到 的 投影 算 子 的 次 序 无 基 ， 
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=. ЯН ЯН, 分 别 表 示 投 影 算 子 P 和 Pi 对 应 的 投影 子 空间 . 
影 算 子 P, 和 Ps 相互 正 交 的 充 要 条 件 为 子 空 间 Н, 和 再 * 相互 
Ри 事实 上 , № P,Ps 一 0, "ЕН,, 2"ЄН,, 利用 3.4 中 的 性 质 b) 
及 定理 3.2 可 知 
(2', 2") = (Px', Рх") = (x, PiPsx’')=0., 
反之 , 如 果 Н, 1 Н, 及 =ЕИ, Д PazEH:， 因 而 Px 上 HH 这 时 ,由 
3.4 中 性 质 с)Р.Р,х=0, 即 Р,Р,= 0. 
定理 4， 设 P,，P: ~, Р. 是 投影 算 子 ， 则 算 子 P=Pi+ 
Р. 十 P。 是 投影 算 子 的 充 要 条 件 为 算 子 P，，P 了 。，…, Р, 两 两 正 
25. 
Ч. 必要 性 ， 设 书 是 投影 算 子 ， 根 据 定理 3.2 
[22|2= (Рх, Рх) = (Р*т, ғ) = (Рх, х) (хЕН). (17) 
类 似 地 
[Р‚= |? = (Рьх, х) (ЕН; #=1,2, …， в). 
因而 


[Ре + РТ |Рыи = 立 '(Puz 2) = (Ра, а) 
В =1 В 1 


=|Рз|<|#|° СЕН). (18) 
考察 任意 的 元 素 yEH.， 且 在 (18) 中 令 z=Piy， 因 为 Pix=Piy= 
Ру, 故 

|. [Р.Р РУ. 

由 此 推出 Р.Ру=0 Ат Р.Р, =0, 即 投 影 算 子 Р, БР, Е, М 
样 可 证 其 他 的 投影 算 子 两 两 正 交 . 

充分 性 ， 我 们 来 验证 算 子 =P 十 Ps 十 … 十 P, 满足 定理 3.2 
的 条 件 , 从 而 是 投影 算 子 .因为 了 是 自 共 轿 算 子 的 和 , л В 25 
(6.1 中 d))， 余 下 要 证 明 Р*=Р. 由 于 Pi(%=1,2,…, п) 
是 两 两 正 交 的 投影 算 子 , 即 
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Р,(ј= Е) 


我 们 有 
п 2 т п п 
4 >.) =У SPP, - УЈР,=Р, 
к=1 К=1 


3=1 = 
定理 证 毕 . 
假设 定理 的 条 件 满足 ， 我们 来 讨论 投影 算 子 已 = 已 十 Ps 十 … 
+Р, 投影 其 上 的 子 空 间 НН. МН, 表示 对 应 于 投影 算 子 


Р,(Е=1,2, <", ПАН. № ЄН, № 
== Рг Рх Рх + БР, = ++ Б, 
其 中 z= 二 PxEH, (&=1, 2, -., п), 
反之 , 设 z 是 可 以 表 为 下 列 形式 的 元 素 : 
х= 2123 Б (х,ЄН,; = 1, 2, •., ж), (19) 


因为 РР, = >_Р.Р, ЕР, № 1, =Рьхь =РРьть, 所 以 
2=1 


Pz= 5) prs= 57 РРџх, = Хх = 2, 
&=1 k=1 R=1 
即 zxE 了 由 于 Psz;=0 (350). 
Ез ч) (&=1, 2 а), 
4=1 j=1 
特别 , 由 此 推出 * 的 委 示 式 (19) 的 唯一 性 . 
归纳 起 来 可 以 说 , 子 空间 И 由 用 公式 (19) 表 示 的 元 素 z 组 
Ж. ВИН 为 子 空间 НН, 了 ,的 正 交 和 , 并 记 为 
н=н‚@Фн,Ф..Фн,=® SH,. 
t=1 
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现在 来 研究 投影 算 子 的 差 与 乘积 . 
先 来 证 明 下 列 引 理 ， 
51381. 设 P, УР, 分 别 是 投影 到 子 空间 于 与 H。 上 的 投影 


ЛЬ ЗЫ 


—— ЕЕ ТЕЗРО 


а) Р,>Р.; ъ нон, с) Р.Р, =Р» 
а) Р,Р,=Р,. 
Ш. на) що). 事实 上 , ЄН, НУРЕ [х-Р,=х, 所 
以 
[212= [Р,212-- |2 Р, |. (20) 
如 果 2ЕНь», Р =2, 于 是 (Paz, х) = (а, х) = ||}. 
РР, = (Рх, Р,2) = (Ра, ху (Рох, Ко А 


因此 , 由 (20) 得 到 х= Piz, НП хЄН,. 
由 b) 推出 с). ВЕН. 由 于 PazE 于 ,因而 РЕН, К 
Р.Р.х=Р.х. 
нс 4). ИЖНЖЖЯУР, ЫР, ЮЖБ М 
Р, МЕ АЗИ 7, 所 以 Pi 与 Pa 可 交换 : 
Р.Р, =Р.Р.=Р, 
由 4) Ща). 事实 上 ,对 于 zEH, 
(Рот, 2) = [Ро = |Р,Р,х (21Р; |= (Px, х). 


ЖЕЗ БР, 与 Ps 是 投影 算 子 , 则 了 =P1 一 P， 是 投影 算 子 
的 充 要 条 件 为 P, 之 P， 

证 ， 必 要 性 . 设 已 是 投影 算 子 .因为 书 = 忆 十 Ps, 所 以 根据 
前 面 的 定理 PP:=0， 即 (P, 一 Ps) P:= PP: 一 P:=0， 从 而 满足 引 
理 中 的 性 质 ¢). 

充分 性 . 显然 ,P 是 自 共生 算 子 . 其 次 根据 引 理 中 的 ¢) 
53), 
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Р*=Р?_РР.-—Р.Р.+Р:=Р,-Р.-Р.+Р.=Р; 
再 利用 定理 З. 2 即 得 证 明 ， 


用 也 表示 投影 算 子 书 投影 其 上 的 子 空 间 ， 请 读者 自行 证 明 ， 
下 由 所 有 与 子 空间 Н, 正 交 的 元 素 xEH, 构成 ， 子 空间 互 叫 做 子 


空间 Н.Е Н, 中 的 正 交 补 , ЖаН = HGH: 
Ж. 如 果 已 = 7， 则 定理 的 条 件 显然 对 任意 的 P, 成 立 . 因 
ВЕР, Рыг Ps 是 投影 算 子 . АРЕН 
影 到 子 空间 Н, 的 正 交 补 НӨН, Е. 
下 面 来 证 明 关于 投影 算 子 乘积 的 定理 . 
定理 6。 ИРЫР, 是 投影 算 子 ， 则 算 子 P= PP， 是 投影 
算 子 的 充 要 条 件 为 P 与 Ps 可 交换 . 
证 ， 必 要 条 件 由 于 忆 是 自 共 斩 算 子 已 经 证 明 ， 
验证 条 件 的 充分 性 仍 利用 定理 3.2, ТЕРЯЕТ, Н. 
р?=р,Р,Р,Р,=Р?Рр? = Р, 
请 读者 自行 验证 ， 在 此 情况 投影 算 子 尸 投影 其 上 的 子 空间 是 
АНН, 与 Н, 的 交 . 
6.8. 把 定理 1 应 用 于 递增 (或 递减 ) 投 影 算 子 序列 ， 引 出 下 
列 重要 事实 . 
定理 7. 设 (P,) 是 单调 投影 算 子 序列 ， 则 对 于 任意 的 zEH 
存在 
Рту = lim Pz, (21) 


藉 且 是 在 子 空间 互 上 的 投影 算 子 ， 这 时 ， 如 果 座 列 {P,} 递增 
则 | 
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如 果 序 列 {P,} 递减 ， 则 


н- Пн, 
п=1 


хэн. 表示 对 应 于 投影 算 子 PCa= 1 2,…) 的 子 空间 . 


NY 


， 设 {P,} 是 递增 序列 .因为 1Ps| 之 1(n=1,2,…), 由 定理 1 
有 
只 要 验证 ， 如 果 2н, Ж Pz= z， 而 如 果 z| 于， 则 РО. ја 
О= |) Н, асо. 我 们 可 以 找到 四 使 得 当 4 之 m 时 ЄН, 


Та 1 


这 表示 Рии=я (пт). 8, Pz 二 limP,zx 一 x， 又 由 于 Н ~ 
пос 


0, 故 知 , 对 于 任意 的 zEH, Рах, ЯЛЕ 21 Н, Е а Н, 
(4 二 1,2,…)， 所 以 Puz= 0, 再 取 极 限 即 得 Pz= 0. 

当 {P,} 是 递减 序列 时 可 类 似 地 证 明 . 

注 ， 如 果 用 依赖 于 连续 变化 的 实 参数 的 投影 算 子 族 {P,) 来 代 
赫 序 列 {P,}, 定理 仍然 成 立 . 

推论 。 ВР 是 一 族 相 互 正 交 的 投影 算 子 ， 则 对 于 任意 的 
ZEH 级 数 


р: Ри (22) 
81, ННИРРЛЫЕ в. 


re ~ ~ 


事实 上 ， 只 要 把 定理 运用 于 递增 的 投影 算 子 序列 (РО) 
(Р = УР, п= 1,2, …) 上 . 
= 


请 读者 自行 证 明 , В РАЕН ЈН Е, 其 中 元 


ЖЕНИЯ 
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х == Ут, (=,ЄН,,Е=1, 2, БА У < оо). 
k=1 


k=1 


子 空间 耳 叫 做 子 空间 Hi,H2,…, 的 正 交 和 (参见 6. 6), 并 表示 为 


Н =Н,ФН,Ф-- = ФУН, 
Юю =1 


4 7， 能 拓扑 与 目 反 空 间 


7.1， 在 II.2.2 中 我 们 对 局 部 凸 空间 建立 了 Hahn-Banach 
定理 , 并 给 出 了 这 个 定理 的 一 系列 最 重要 的 推论 , 其 中 包括 存在 足 
够 多 线性 连续 证 图 定理 ， 现 在 ， 我 们 在 赋 范 空间 中 用 更 方便 的 形 
式 对 这 个 题目 进行 讨论 ， 

间 XoCX 上 的 线性 连续 泛 函 ， 则 存在 给 定 在 整个 X 上 的 线性 连续 
ів 7. ЕЖУ, АВ. 

ЧЕ. Я РЕ Х, Е, ДС) | < | #| СЕХ). 由 
ЖЕП. 4424 ДЕ А ЕХ ЕЮ [| 
(ЄХ), НА <. ЯМ, ХСХ НИ х 
理 证 毕 ， 

由 定理 Ш. 2. 4 的 推论 2 得 : 


АА rr A 


=, бо) = 12|. 
即 在 zo ДЕВА) На 65: 9г9р, 


一 ~ 


~ NA 


|; = зир{[1(2)|: fFEX*, |111}. 
定理 2 可 推广 得 
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定理 3， БОТ НХ ВЗВ, СХ 是 与 从 
АТИ 4—0 的 元 素 (о(2, 全 4). 


~ 


АЛЕНЫ 


f(7)=0 (269), ХЕ 1, f (20) =й. 

证 ， 在 从中 添上 元 素 xo, Я Хо 表示 其 初等 线性 扩张 , 即 Хо 

52 (0,1). НУ) 49, 所 以 可 把 xEX。o 唯一 表示 为 
к= Атол (2 GO) 
的 形式 .对 于 ЄХ, 令 
02) = 14. 

显然 , о дЗ РЕТ В. АВ А (20) = 9 НЖ СО, fo(7)=0. 

其 次 


ея 
zo 十 一 


lzl= 1Azo а” |= 14| 


21210 (20, 9) = 1414 = 1fo(7)|. 
所 以 证 国 如 有 界 且 | fo 过 1， 为 了 得 到 相反 的 不 等 А, жг СО, 
使 得 |xo 一 2 14е, Р 
= (а) = б-а) 
=" |<lfol е), 
由 此 
19 [> — 


由 于 e 的 任意 性 , ВТА 1. 

把 关于 泛 冰 扩张 的 定理 1 应 用 于 加， 我 们 得 到 具有 所 要 性 质 
2 АУ. 

注 1. 关于 有 足够 多 泛 函 的 定理 2 是 定理 3 的 特殊 情形 . 就 
是 ,如果 9 = {0}, Д] p(xo, 8)==|zol. 

注 2， 定理 2 与 3 有 时 用 另外 形式 表述 比较 方便 ,我 们 用 泛 函 
И 
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р 


12)= f(y 
则 泛 函 了 具有 下 列 性 质 : 
Ta-o ае), А-1, Fd=1. 


我 们 给 出 定理 3 的 一 个 应 用 . и («Е А) ў ЕХ 9 
的 一 组 元 素 , 如 果 存 在 一 组 泛 函 {J。} (aE4), f。EX*， 使 得 
©’ 天 Qi 
а =а, 


ед} 
f 2.) 一 1, 


则 称 元 素 组 {x。} 是 可 以 双 正 交 化 的 . 


定理 4. 元 素 组 (x。}(a5 信 可 以 双 正 交 化 的 充 要 条 件 为 它 是 极 


EO 


A A A I Wd dd А а 


证 .必要 性 . а Е А 如 果 有 某 个 m 使 得 
Та, = lim УА, (oz 天 co) 9 
п > k=1 


则 


fo xo) = lim АА, (еа) =0. 
n> k=1 


而 实际 上 应 该 是 fo, (а) 1. 

充分 性 .现在 设 {x。} аЛ. ЖХ. 表示 元 素 {x。) (аз 
a ) 全 体 的 闲 线 性 包 . 因为 we 和 Xe。 而 和。 是 闭 线性 集 , 则 根据 定 
理 3( 确 切 地 说 , 根据 它 的 注 ) 可 以 找到 泛 孙 7, ТЕХ 上 为 零 ( 即 
当 &a 关 % 有 时 fo'(zo) 二 0) 而 fo (2) 1, 0 (7) 满足 定义 的 
з. НС (а) 可 以 双 正 交 化 . 

注 。 所 有 有 限 的 线性 独立 元 素 组 2 т, 066, т, 是 极 小 组 。 事 
实 上 , 由 于 线性 独立 性 , 2065 (001) ) (63 3), 而 峙 于 有 限 维 线性 集 
是 闭 的 , ;也 不 属于 它 的 闲 包 . 
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从 这 个 注 推出 , 所 有 有 限 线 性 独立 元 素 组 , 存在 与 它 双 正 交 的 
24. 

把 定理 4 应 用 于 Hilbert 空 间 , 25383] Hilbert 2 [8 5 В 
的 一 般 表 示 ( 参 见 V. 3. 2), 我 们 得 到 下 询 结 时 . 

ВЕ {хи} ж Hilbert 空间 下 中 任意 的 元 素 序 列 ， 要 在 了 开 中 存 在 
与 它 双 正 交 的 元 素 组 {yw} 即 

(2, У») = туп, 
1) m=n, 
НЕ ЕЕ (а ДАВО. 

线性 泛 函 扩张 定理 在 实数 情形 是 Hahn 证 明 的 ， 共 实 Eanach[2] 中 已 
证 ,线性 泛 函 扩张 定理 的 推论 在 Banach 的 蔬 中 已 指出 . 

?7,2， 在 I. 3.1 中 .我 们 对 任何 向 量 空 间 的 对 偶 对 定义 了 对 应 
#59 拓 扑 . 其 次 , 我 们 对 下 列 问题 有 兴趣 、 设 XX 是 赋 范 空间 ，X* 
是 它 的 共 罗 空间 ， 我 们 研究 外 上 的 拓扑 с (Х, Х*), Жо 
25 |8] Х убо, Ш Х* БОСХ", Х), Ш Х* 5 


Х) #189444 а(Х*, Х**), Ж Н.о(Х*, Х) <о(Х*, Х**) (在 非 自 
反 空 间 , 这 个 不 等 式 是 严格 成 立 的 , 参见 后 面 ). 按 胃 拓扑 (或 ( 扫 - 
Заар) Весне СВ (+) - В), 和 而 按 范 数 收 敛 叫 做 强 收 
8. 下 面 的 一 些 术 语 可 作 类 似 的 理解 ; 弱 紧 , 弱 有 界 , В. 

引 理 1. 设 <X,Y> 是 向 量 空 间 的 对 偶 对 ， 并 县 包含 在 X 上 
可 数 的 全 集合 (79). Шох, КА БЕИ 

证 ， 设 天 是 下 中 的 ao (和 %，Y) 紧 集 ， 用 下 列 公 式 在 К БЕХ 
度量 


py) = № 1(1/2") |, (2—0) | (т, yEK). 
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ИЖ К д жи, РК ЖЕНЯ, НИ, об, у) <оо. 
Ио (т, у) 二 0, 则 对 于 所 有 的 %，fs《z 一 9 二 0， 因 而 , 由 (fx) 在 
义 上 的 全 性 得 x=y， 其 余 的 度量 性 质 对 于 о 显然 成 立 . 

我 们 来 研究 恒 等 变换 i: (K,o (X,Y))->(K, р), КСК, р) 
是 具有 度量 p 的 度量 空间 .显然 i 是 连续 映射 于 是 根据 定理 
I. 2.5 的 推论 3, i ЖИ, АЕ ТМК, o (XX, Y)) 的 可 度 
量 性 . 

在 各 种 问题 中 可 分 B- 空间 类 起 着 重要 的 作用 , 这 里 我 们 给 出 
这 类 空间 的 一 些 结 果 . 

ЖЕ. ПХ 是 可 分 的 赋 范 空间 ， 则 拓扑 oCX,X*) 在 弱 紧 
集 上 是 可 度量 化 的 . 

证 .我 们 来 验证 引 理 1 的 条 件 成 立 ， 设 {xx} 是 汞 中 的 可 数 的 
处 处 稠密 的 集 . 由 定理 2 对 于 任何 ?EN 可 以 找到 f,EX*, [7,1 = 
1, 使 得 f(x;) = 上 1z,1， 假 设 对 于 所 有 的 xEN，f(z)=0。 我 们 来 
证 z=0， 取 序列 wz, 则 

|= ТР С) [== [Фи Саа) Р „аР, а „2120, 
由 此 2, >0, 因而 *= 0. 

定理 5。 如 果 赋 范 空间 XX 的 共 狐 空间 X” 是 可 分 的 , 则 XX 也 是 
可 分 的 . 

ШР. 设 {fw}%-， 是 X* 中 处 处 稠密 的 子 集 ， 由 泛 函 范 数 的 定 
义 , 对 于 每 一 个 nxEN， 可 以 找到 xs&XX 使 得 上 zx| 志 1 且 | (а, | > 
(1/2) |1„]. 222, 具有 有 理 系 数 的 线性 组 合 所 成 的 集合 五 是 
可 数 的 . 我 们 来 证 明 召 在 关中 稠密 ， 显 然 , 记 是 闭 线 性 集 ， 如 果 
世 关 入 ， 则 根据 定理 2 可 以 找到 ЄХ, |f| 二 1， 使 得 对 于 +68, 
Кт)=0. И А, ә, м 

(1/2) |7, eI fs, ть |= РО, Р С 11Р, 0, 
由 此 7,20, 7—0, 从 而 与 等 式 |f1==1 矛盾 . 
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设 X 是 赋 范 空间 . 空间 X 中 闭 单位 球 2Bx 的 极 是 共 轿 空间 的 
闲 单 位 球 Bx*, 于 是 根据 Alaoglu-Bourbaki 定 理 ( 定 理 IIL 3.7)， 
球 Вх* 是 0(X*,X) 紧 的 . 我 们 指出 ，Bx* 不 一 定 是 (*)- 弱 列 紧 的 
(例如 , 如 果 Х=Г. 参见 X. 3.4)， 然 而 如 果 X 是 可 分 的 , 则 Bx* 
是 列 紧 的 ， 

定理 6。 如 果 X 是 可 分 的 贼 范 空间 ， 则 单位 球 Bx* (о 
拓扑 是 可 度量 化 的 , 从 而 它 是 列 紧 的 ， 

证 ， 把 X 作 为 X* 上 线性 泛 函 的 集合 ， 并 考察 对 应 的 对 偶 
对 (X*,X)， 在 X 中 处 处 稠密 的 可 数 集 显 然 在 X* 上 是 全 的 . 再 用 
引 理 1 即 得 证 . 

注 ， 如 果 球 Bx* 按 (*)- 弱 拓扑 可 度量 化 , 则 空间 XX 是 可 分 的 . 

7.3. хм. Я Х* 也 是 赋 范 空间 ， 所 以 讨论 
X* ЗН Х**= (X*)* 是 有 意义 的 ， 它 是 X* 上 线性 连续 泛 
函 金 体 构成 的 集 ， 类 似 地 可 以 讨论 空间 X**+ 等 等 . 

我 们 研究 典型 嵌入 пз: Х->Х** (参见 ПЕ 3.2), 下 面 简 记 
为 于， 我 们 知道 每 个 zEX 由 zz 按 下 式 上 映射 到 义 * ЕВЕ Р 

Р.Р = 02)  (ЕХ»). 
显然 
РСР = НИЛ, 
由 此 ,EX**， 这 样 ,x НХ Хе. НЕО 
а) 1 1 вар, 1: ЄХ", 1711) 
=вир{17(2)1: ЈЄХ*, (711) = |21, 

由 此 得 出 , п 是 空间 X 在 Х** 的 子 空间 x (X) 上 的 线性 等 距 . 

设 X 是 B- 空间 ， 如 果 zx(X) =X**， 即 X 在 典型 从 入 下 与 
XX** 等 距 ， 则 称 买 是 自 反 的 ， 因 为 实现 等 距 的 对 应 在 此 情形 具有 


*) 这 里 及 往 下 Bx= {zEX: |5151). 
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特殊 形式 , 所 以 , ЛЕН Х 与 Х** ЕДЕ ВНЕ ЕЕ УЖ а РАНЕН 
а Ху В БЕ САНА НУ БЕЯ] АГ 25 М, James[I] 的 文章 )， 

容易 看 出 ， 任 何 有 限 维 B- 空 间 是 自 反 的 ， 读 者 可 利用 关于 
Hilbert 空间 中 线性 泛 函 的 一 般 形式 的 定 理 3.1 ЦЕ 明 Hilbert 空 
间 是 自 反 的 .下 面 我 们 可 以 看 到 , 空间 Lr(1<<p<<00) 是 自 反 的 , 而 
І.І, С[0, 1], с, 等 不 是 自 反 的 ， 

定理 7.。B- 容 间 XX 为 自 反 空间 的 充 要 条 件 是 其 中 的 闭 单位 球 

证 ， 必 要 性 .由 于 的 自 反 性 , 球 Bx 与 空间 X** 中 的 闭 单位 
球 Bx** 重合 ， 根 据 Alaoglu-Bourbaki 定理 它 是 с (X**, Хх") Е 
的 . 

充分 性 ， 如 果 我 们 证 明了 集合 x (Bx) 与 Bx** 重合 , 则 我 们 得 
п(Х) = Х** 根据 双 极 定理 , Вх° 是 集 Xx(Bx) В 9 (Х**, Х*)- М 
包 . 因为 球 Bx 是 弱 紧 的 , 所 以 集合 x7(Bx) 是 r(X**X*)- 闲 的 , 由 
此 Ву? = п(Вх). 另 一 方面 , 根据 双 极 的 定义 ，Bye = Bx**, 出 此 得 
出 所 要 求 的 关系 式 x (Bx) = Вх**, 

Ш. 设 Y 是 处 中 的 闭 子 空间 ，By 是 其 中 的 闭 单位 球 ， 因 为 
К Вх 在 X 中 是 弱 紧 的 且 Ву=Вх ПУ, 所 以 由 定理 Ш. 3.2 的 推 
论 3 球 By 在 YY 中 也 是 弱 紧 的 . 再 应 用 定理 7 推 得 空间 Y 是 自 反 
的 . 

推论 2， ваха АИ дн X* 是 自 
反 的 

证 ， 如 果 义 是 自 反 的 , 则 拓扑 оС“, Х) 与 gC(X*, Х**) 在 买 * 
上 重合， 因为 根据 Alaoglu-Bourbaki 定理 , 球 Bx* 是 (*)- 弱 紧 
的 , 所 以 这 球 也 是 弱 取 的 , 从 而 根据 定理 7, 和 * 是 自 反 的 ， 

如 果 买 * 是 自 反 的 , 则 已 经 证 明 Х** да реву. А СХ) 是 
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X** 中 的 闭 子 空间 , 所 以 根据 推论 1, zx(X) 是 自 反 的 , 从 而 X 也 是 自 
反 的 . 

推论 3， 空间 X* 中 弱 拓 扑 和 (*)- 弱 拓扑 在 单位 球 Bx+ 上 重 
合 的 充 要 条 件 为 区 是 自 反 的 . 

证 ， 如 果 在 Bx* 上 弱 拓 扑 和 (*)- 弱 拓扑 重合 , 则 球 Bx* 是 弱 
紧 的 ， 从 而 X* 是 自 反 的 .根据 推论 2, 又 是 自 反 的 ， 逆 命题 显然 
成 立 . 

Ж. 如果 B- 空 间 义 与 Y а, ШАХНА, ШҮ 
也 是 自 反 的 . 

下 面 我 们 还 将 遇 到 自 反 B- 空 间 的 例子 . 

7. 4， 这 里 我 们 不 加 证 明 地 叙述 一 些 与 弱 拓 扑 有 关 的 重要 
结果 ， 

B- 空 间 ， 怎 样 描述 集 =(X) 呢 7 自然 ， 它 是 由 所 有 
и жа 的 省 国 PEX** 所 组 成 . 然而 验证 泛 函 的 无 界 有 向 列 
(*)- 弱 连续 性 却 十 分 困难 .和 这 问题 有 关 的 定理 有 ; 

定理 8 (А. Grothendieck). 如 果 Х 是 вн, ИЕ 
РЕл (X) 的 充 要 条 件 为 

由 fa-0CoCX*,X)) 及 И (aE4) = (*) 
НР -0 

如 果 X 是 可 分 的 吾 - 空 间 ， 则 条 件 (*) 中 的 有 向 列 可 以 用 序列 
来 代替. 

证 国 的 无 界 有 向 列 的 工作 的 不 方便 可 以 说 明 下 面 这 个 定理 的 
重要 性 . 

定理 9 CRe Шмульян). 设 X 是 B- 28 2 是 到 中 的 
则 5 也 是 АКЕТТИ 


在 定理 8 与 9 中 ，X 的 完备 性 条 件 是 必要 的 ， 定 理 的 证 明 参 
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见 Schiffer-1( 第 四 章 §$6). 


8 8， 线 性 算 子 的 扩张 


8.1. Наһп-Вапасһ 定理 指出 , 在 赋 范 空间 Х 的 子 空间 上 给 
定 的 任何 线性 泛 国 可 以 保持 线性 和 连续 性 延 拓 到 整个 空 НХ Е. 
对 于 线性 算 子 类 似 的 结论 已 不 成 立 ， 本 节 中 我 们 研究 在 这 方面 可 
以 得 到 怎样 的 结果 . 

设 Vo 与 0 是 两 个 算 子 ， 它 们 分 别 把 空间 科 中 的 集 90 与 0 
映射 到 空间 了 内 .如果 BoCR, 并 且 对 于 xEf80 有 U(z)= Ue(7), 
则 称 忆 是 算 子 V6 НК СЕ). Ча ИСИ. 

定理 15. 设 和 与 Y 是 赋 范 空间 Uo 是 由 CX 到 Y 内 的 
НГ. МОЕ 22) 上 具有 线性 连 绪 扩张 0 的 充 要 条 件 为 在 
在 这 样 的 常数 С, 使 得 对 于 名 中 任何 的 2 x2，…, а, БВА, А», 


Ep их 


|5 <c| 立 ha | | (1) 
b=1 гр 


证 ， 必 要 性 ， 如 果 存 在 扩张 О, 则 因为 元 素 z= > hz 属于 
多 (9), 有 
(ед Удаа) = Уо). 
但 出 于 算 子 可 是 线性 有 界 的 ,有 


Ула) | = СИА 


= 107] 


? 


п 
> А21, 
k=1 


ж) 参见 Riesz[L2], 
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即 当 C=101 时 (1) 式 成 六 . 
充分 性 ， 由 (1) 立 即 推出 ， 如 果 元 素 zu x2,…, mm 的 线性 组 合 


等 于 零 元 素 ， 5 ах, 三 0， 则 У‘а,По(а,) = 0. 
b=1 k=1 


现在 取 任 意 的 元 素 zE 双 (@): 
za (29; 1,2, ++, п). (2) 
全 
令 
01) = Уа). (3) 


我 们 来 证 明 ， 尽 管 表示 式 (2; 的 形式 有 各 种 可 能 ， 用 (3) 式 来 定义 
算 子 在 x 处 的 值 , 它 是 单 值 的 ， 事 实 上 , 如 果 


ъ тъ 
— =. г ж 
ї= 了 ,jx 一 Аа, ), 
к =1 b=1 


则 
ЎЛКА, -А)а,=0, 
k=1 
但 由 上 面 讨论 可 知 
(hd) (а) =0, 
k=1 
即 得 


> А.О.) = > NUo(z), 
k=1 b=1 
不 难 验 证 算 子 О 是 线性 的 事实 上 ， 如 果 4= > Лт, П 
k=1 


*) 在 这 两 个 和 式 中 都 用 相同 的 元 素 ть 这 样 并 不 失 一 般 性 ， 因 为 可 以 认为 其 中 
缺少 zi 的 哪些 加 项 的 系数 为 0， 
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9— Уд, 则 зу = У (А, Рд, ) 5, Н. 
= k=1 
О(х+у) = > (Ni pe)U or) 
pen 


= УА, (,) 十 У `п,0,(2,) 
1 


k=1l 
=U(r)+UV(y). 
由 (1) 推 出 算 子 品 的 有 界 性 , 因为 
ОО («65 (8)). 

显然 ,UV 是 算 子 О 的 扩张 . 

定理 证 上 毕 . 

8.2. 下 面 的 定理 给 出 线性 连续 算 子 从 给 定 的 集 上 扩张 到 其 
闭 包 上 的 可 能 性 . 

定理 2 (连续 扩张), ВХ 与 Y 基 赋 范 空 间 ， 并 及 Y 基 完 各 
的 ,每 一 个 从 DCX 到 Y 内 的 线性 连续 算 子 0。， 在 集 0 的 闭 外 
马上 有 唯一 的 线性 连续 扩张 7, 并且 1V1= 10. 

”证 . 设 zE&8， 则 在 只 中 存在 收敛 于 z 的 元 素 序 列 {x,}， 在 空 
ЯГУ ФОС) }. В Оба) оС) 11011, 
ї„1, 所 以 它 是 自 收敛 的 .从 而 由 于 空间 Y 的 完备 性 . limUo(zn) 
存在 . 下面 来 证 明 这 个 极限 不 依赖 于 序列 {zn 的 选 法 ， 事 实 上 ， 
如 果 2,69 Н 2, >т, 

[оба 00) 1101 а 1-20. 
РА іа оа) = об), 
现在 令 
U(z)= пао (а). 
АТО ВЕН, ТА 2 107 (ОИ, 取 极 
‹ 273 = 


Об, 即 算 子 鼠 是 有 界 的 ， 并 得 不 等 式 1z1s 
№]. Я, 因为 
= snp И) вир 1056201 105}, 
хЄр ZE 
所 以 jzZ1= 101. 

最 后 , ШАР, НЯ У 内 的 线性 连续 算 子 ， 则 由 于 算 
子 了 的 连续 性 ， 从 关系 式 Uo(zs) 二 V(rza) (260; „2 ) ИВ 
后 得 出 UV(z)==V(7z), 即 算 子 忆 与 了 重合 

定理 证 毕 . 

推论 。 如 果 把 赋 范 空间 X 映射 到 B- 空 间 Y 内 的 线性 迷 续 算 

8.3. 如 果 线 性 算 子 Vo 定义 在 空间 只 中 的 釉 密 子 集 人 上 ， 则 根据 定理 2 
它 可 以 扩张 到 整个 空间 上 并 保持 基线 性 和 范 数 ， 然 而 , 如 果 去 掉 介 在 壬 中 
稠密 这 个 条 件 , 一 般 来 说 , 这 种 扩张 是 不 可 能 的 . 

算 子 U6 存在 保持 范 数 的 扩张 的 问题 ， 其 是 澡 能 解 还 要 依赖 于 象 空间 六 
的 性 质 . 

为 了 下 面 的 叙述 方便 起 见 , 引进 定义 : 设 И {Ар 是 一 集 族 , 如 果 族 中 
每 一 对 集 都 有 非 空 的 交 , 则 称 它 是 连锁 的 . 

设立 是 赋 范 空间 , 如 果 共 中 每 一 个 连锁 的 闭 球 族 都 有 非 空 的 交 , 则 称 У 
Вл. | 

( 实 ) 数 直线 是 最 简单 的 对 型 空间 的 例子 ， 事 实 上 , 这 个 空间 中 的 用 球 是 
闭 区 间 . 所 以 我 们 研究 连锁 的 闭 区 间 集 {[a6, 58]} (562), 并 验证 它 具 有 非 空 
35. 为 此 指定 某 个 EES， 因 为 对 于 任何 5627, 区间 [Lae, а, pe 有 公 

а, «Ы, (СЕ). 
于 是 
а inf be 
而 因为 fo 6= 是 任意 的 , 故 
2рет. 

由 此 可 见 ,区间 [a,51 НВ Ы Е АН [а.о ф, А 
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证 明了 实 直线 是 加 型 的 ， 

读者 用 类 似 方法 可 自行 证 明 实 空间 СГ) 5 Е, (Т, Х, и) (测度 是 o 
有 限 的 ) 也 是 钢 型 的 

应 该 指出 , 复 平面 看 成 ( 复 ) 赋 范 空间 , ЕО, НЕ 容易 给 出 
平面 上 兰 个 圆 , 它们 之 向 两 两 租 交 , 但 它们 没有 公共 的 交 . 

这 一 节 后 面 记 有 的 空间 都 很 定 是 实 的 . 

时 型 宇 闻 类 是 相当 狭 的 ， 读 者 可 以 证 实 ， 上 面 讨 论 过 的 许多 具体 空间 ， 
ТЕСТ) в т (Т, У, р), ВЖЕ, 

最 后 指出 , 所 有 下 型 空间 立 都 是 完备 的 . 

事实 上 , В (у ЕН У НЕЕ, 记 

rn 一 Sap [9 — gl 
并 研究 闭 球 族 {B.,(9,)} (2= 1 2, =). ЗЕ ОЕ ВИО, 259 ти 时 
АС 
所 以 у„6В,,(9,) ПВ, „(0.). АХ Е НН], ИЕС СҮ, ЕН 
在 每 一 个 球 B,,《ys) 中 , 即 有 
| у 0,1 (01,2, =), 
从 而 由 于 г,->0, ЕД у,->у. У 5с 0. 

下 面 的 基本 定理 3 和 4 是 Nachbin [1] 证 明 的 ， 在 这 些 工 作 中 还 用 序 
空 昌 理论 的 观点 给 出 了 双 型 空间 的 特征 .这 种 特征 不 久 由 政 elleyf1] 更 精 
В. 关于 线性 算 子 的 扩张 癌 题 还 可 参见 Акилов [1], [2], Kakutani 
(11% Канторович, Вулих № Пинскер 的 书 . 

定理 3. Хы ЫН, X。 是 包含 在 和 中 的 线性 集 ”， 再 设 0 ,是 线 
НЕ, БВ ХО У 内、 ШЕТ Соо ВИЕ 
0, 宏 把 尽忠 射 到 Y 内 , 8101—1011. 

Ш. ЖЕН Х 的 线性 子 集 , 由 形式 为 

я = Ал фа (=ЄХ,) (4) 

的 元 素 全 体 构成 的 线性 集 入; ЩЕ ХПН. ра Х 
给 定 的 元 素 . 

我 们 来 证 骨 , 在 定理 条 件 成 立时 所 有 把 ХХ 变换 到 立 内 的 线性 算 了 予 


=) 由 定理 2 及 空间 Y 的 完备 性 , ИАА ХЕ. 
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To, 在 集 XX, 的 任意 初等 扩张 ХРЕНЕНУ ЖИ, 并 保持 范 数 . 
显然 , 如 果 算 子 Di 存在 ， 它 完全 由 元 素 加 =0, (2) 确定 ， 因 为 扩张 后 
的 算 子 应 该 保持 范 数 不 变 , 所 以 对 于 这 个 元 素 下 列 关 系 式 成 立 : 
llyo — бо Со) |= 007 Са) 0 о ИДО 16—211 
二 上 od lz 一 ol. 
于 是 ， 算 子 UVU， 存 在 的 必要 条 件 是 所 有 以 点 g=UVok%) 为 中 心 тет. 
0712, — = 为 半径 的 闭 球 B(z) = В, (9) ВН АЗ. 
我 们 来 证 明 ， 这 个 条 件 也 是 充分 的 ， 事 实 上 , НЯ ЖЖ НО © 
体 ， 假 设 有 点 yo 属于 族 儿 中 所 有 的 球 , 令 
| 0, (а) =. 
同时 , 根据 (4) 对 于 с ЄХ, 
П, (27) = АО, (x) ЬО, бв) == Ау, БО, (а). 
ВСН ЕСА) С ЕАО. ЕЮ Е (Ч А 0) 


М0 ТАЈ | | 1а 


= 1А vl [+ = 11, 


所 以 VU; деит, НОО. НЕВА ЗУ Мт 
ЖЕ 110.1= 1041. 
Р, ЯНА Ў В(2) 具有 非 空 交 ， 再 直 定 一 的 条 件 可 知 只 
Е Я ДНУ. 
为 此 , ЖЕ Я ЕЖА В(20) 9 B(z2)， 我 们 有 
ттт О 11415-22010 
О б а) ба) 210107, Са) || 
= [101—991], | 
即 半径 的 和 不 小 于 球 心 之 问 的 距离 , 因而 球 B(z 人 与 B(z%) 相 交 **， 而 由 于 
它们 是 任 取 的 , АВЕ Я е ИЕ НИВУ. 
于 是 ,我们 证 明了 初等 扩张 的 可 能 性 , 为 了 完成 定 部 的 证 明 , 我 们 利用 


н) 这 里 指 的 是 真 的 扩张 , 即 лхо, 在 此 情形 , 不 难看 出 表示 式 (4) 是 唯一 的 . 
һу 和 如果 В, (и) 与 人 是 空间 冯 的 二 个 闭 球 ， 并 且 и риф) № 


它们 的 交 非 空 ， тж тр“ + 9:6 В, (у: ) [| В,,(92), 
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Zorn 引 理 (1.1.2)， 用 4 表示 算 子 Vo 的 所 有 可 能 的 线性 扩张 〈 保 持 范 数 不 

变 ) 的 全 体 , 在 4 中 按 下 列 方式 引进 序 : 对 于 F УСА, 如 果 了 СУ”, 则 认为 

VV?。 下 面 来 验证 满足 Zorn 引 理 的 条 件 、 设 如 是 集 妈 的 全 席 部 分 ， 令 
X= U 5, 


ГЕЛЬ 
因为 组 成 上 述 并 集 的 任意 二 个 集 一 定 是 其 中 一 个 包含 在 另 一 个 内 , АХ я 
ВЕК ЖЕНИ СХ. Е РСА, 使 得 zx6D， 定义 
Р(х) =V' (х). 

这 个 定义 不 依赖 于 算 子 VY' 的 选 法 , 因为 如 果 260", Ра УСУ”, 或 
者 V SV'"， 有 VV'(z) = (а). 同样 容易 证 明 , 玉 是 线性 算 子 ， 并 且 (Р|= 
07]. Жк, ВАТ 是 任何 算 子 VE4。 的 扩张 ， 因 而 它 也 是 算 子 U。 的 扩 
张 ， 由 此 可 见 , EA Н У<Ӯ (ТЕА,). 应 用 Zorn 引 理 , 我 们 可 以 找到 算 子 
О, 它 是 4 中 的 极 大 元 . 这 个 算 子 UU 就 是 定理 所 要 求 的 , 实际 上 , 如 果 9.7, 
则 可 以 求 出 集 Qo 的 初等 扩张 , 它 比 О 更 大 , 根据 以 前 的 证 明 ， 算 子 卫 还 可 
以 保持 范 数 不 变 进行 扩张 ,用 如 ,表示 所 得 的 扩张 , 从 而 得 出 U,E4 Ол, 
团 为 UU, 这 是 不 可 能 的 . 

定理 证 毕 . 

8. 4， 定 理 3 中 所 述 的 线性 算 子 扩张 可 能 性 的 条 件 还 是 必要 的 .在 证 明 
此 结论 之 前 , 给 出 下 面 移 定义 ， 

ЖҮ 8 B- 空 间 ， 如 果 对 于 任意 的 五- 空间 和 ， 所 有 的 把 任意 的 子 空间 
Xo CX 映射 到 于 内 的 连续 线性 算 子 Us 都 具有 在 整个 X 上 的 保持 范 数 的 线 
性 扩张 7, 则 称 Y ЕР. 

定理 4， 对 于 B- 空 间 У, 下 列 命题 等 价 : 

1) УХ P,- 空 间 ; 

2) ШЖ ВН ХНУ ПАТИ, 则 存在 由 到 YY 上 的 线性 连续 
投影 算 子 , 共 范 数 为 3， 

э ЕЕ 

证 ， 152). ШУ В-х ШИ 07: ХХ 
АЖК О:Х-У, 1011—1011, 显然 这 是 所 需 的 投影 算 子 ， 

2)>3). ШТ Арфа ОЙ By*， 在 7.3 中 我 们 已 证 明 ， 存 在 空 
何 Y 到 B- 空 间 1"(T) 的 子 空间 上 的 线性 等 距 喘 射 . 根据 条 件 , 存在 从 1” СТ) 
到 立 上 的 范 数 为 1 的 投影 算 子 ， 前 面 已 指出 ,天 (T) жа. 显然， 在 
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范 数 为 1 ОЕ В ТАЛЛ, 所 以 Y ЕЕ]. 

3)=>1). 在 定理 3 中 已 证 明 . 

可 以 证 明 ( 参 见 КеПеу[11, Nachbin[1]), 8- 空 间 YY 是 P- 空 间 的 充 要 | 
条 件 为 , 它 与 B- 空 间 C(8) 线性 等 距 , 其 中 8 是 极 不 连通 紧 集 (这 种 紧 集 的 定 
ХЕМ.Х.1.5). | 

关子 线性 算 子 扩张 问题 ， 可 以 用 其 他 的 一 些 观点 来 讨论 . ХА 
的 赋 范 空间 ， 尽 ,是 它 的 任意 的 子 空间 , Y 是 任意 的 B- 空 间 ， 设 VU。 是 把 Х, 
上 映射 到 阅 内 的 线性 连续 算 子 ， 存 在 把 疼 嵌 射 到 站 内 的 线性 算 子 UU 
НО = 101, 的 充 要 条 件 为 入 是 西 空间 ， 这 个 结果 是 Kakutani[1] 建立 的 . 
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名 六 章 ” 泛 通 的 解析 表示 


在 具体 空间 中 线性 泛 函 一 般 形 式 的 知识 对 于 一 般 理 论 的 应 用 
具有 很 大 价值 ， 所 谓 一 类 给 定 的 线性 泛 函 (多半 研究 在 给 定 空间 
中 所 有 连续 泛 函 的 类 ) 的 一 般 形式 ， 可 理解 为 包含 名 种 类 型 参数 
( 数 ,函数 等 等 ) 的 解析 表示 式 , 这 种 表示 式 在 指定 参数 值 后 给 出 已 
知 类 中 的 一 个 泛 函 , 并 且 , 当 取 遍 所 有 参数 后 就 得 到 一 切 要 考察 的 
ЕЕ. 

本 章 给 出 了 前 面 讨论 过 的 一 系列 具体 空间 上 线性 泛 函 的 一 般 
形式 . 


$1. 可 测 函 数 空间 中 泛 函 的 积分 表示 


1. 1.。 在 第 四 章 $ 3 中 ,我 们 在 研究 具体 空间 之 前 叙述 了 一 般 
的 可 测 函 数 空间 的 理论 . 本 章 在 研究 这 些 空间 泛 函 的 一 般 形 式 时 ， 
也 作 这 样 的 处 理 . 

设 X 是 (7, 5, 4) 上 的 理想 空间 , 其 中 测度 上 是 о 有 限 的 . 又 
设 f 是 XX 上 的 线性 泛 函 ,如果 从 zn, zEX, zn(t)->0a,e. 及 |za(t)| 
过 z(t) а. е. НУ (а) 0, 则 称 了 是 序 连续 的 *， 或 称 它 为 (o)- 连 
ВЕ. Х 上 所 有 的 (0)- 连 续 泛 函 组 成 的 集合 是 个 向 量 空间 ， 我 们 
а Хх. 

НХ 表示 所 有 满足 下 列 条 件 的 w ES(7T, У, 4) 组 成 的 集合 : 


Suppxz CsuppX (тойи), 对 于 任何 xEX 有 | 1zz [аш < со. 


* ) 容易 看 出 , 如 果 把 几乎 处 处 收 化 都 政 为 依 测度 收敛 , 这 个 定义 没有 改变 . 
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容易 看 出 ,XX 是 理想 空间 (可 能 出 现 X = (0))， 理 想 空间 XX 
叫做 XX 的 对 偶 ， 对 于 每 一 个 z'EX' 可 以 用 下 面 的 式 子 构 成 X 上 的 
Ва а: 


рб) | С 0да ЄХ). а) 


由 Lebesgue 定理 显然 可 知 , f СХС, ЗЕЕ АЗИЗА) 的 
НОЯ ТЯ Х;. 

定理 1 公式 (1) 给 出 了 在 理想 空间 X 上 (0)- Ею 
ЖА. 映射 x+ EX 一 fo'EX5 是 线性 同 构 ;同时 ，x 之 0 А 
件 为 对 于 任何 xEX,, /..(#)>0. | Е 

Ш. ХЫ, НТС, У, пух. АРЕН, ЕЯ 
Е Ех; 都 可 用 (1) 式 表示 ， 对 于 任何 4EZ, 令 

ФА) = 004). 

于 是 , 如 果 и(4,)>0, 则 9(4,) = 7С а,) 90, 由 此 ， pgp 是 在 三 
上 的 可 数 可 加 集 函 数 , 且 关 于 4 是 绝对 连续 的 ， 根 据 Radon-Ni- 
kodym 定理 (参看 定理 工 6. 10), 存在 函数 ЄТ, У, p) 使 得 


РХ) =9(A)= | ам. (2) 
我 们 来 证 明 , 对 于 任意 的 zxEX, 有 Е 
ўст) | азар (3) 


В. = (ЕТ: а02)220), В. = ЕТ, & 
| Р.(х)= РХ), (2) =} (Хь. ), (ЄХ), 

因为 
Г.) ии, РЖ [сал 


fi, }-ЕХ», =}. -}., 
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所 以 , ХЕ ЙЕ ВН СЗ) АНА, № 220 及 (2) 成 立 . 

设 zEX,。 这 时 在 在 有 限 个 值 的 函数 序列 (xz,}, 使 得 

О, 4х. 

于 是 , 由 于 ЄХ; 及 Levi 定理 即 得 (3). 对 于 任意 的 函数 zE 
Х, НЖЖ з= к.т. 可 导出 (3)， 从 (3) 式 推出 ”EX . 

现在 我 们 放弃 假设 工 "CX， 首先 指出 ， 由 于 引 理 IV. 3.1 的 
推论 2, 满足 (8) 式 的 函数 x” 是 唯一 的 (精确 到 等 价 类 )， 

根据 引 理 ТУ. 3. 1 的 推论 1, 可 以 找到 这 样 的 不 减 序列 {4;) С 


,使 得 X44,EX(nEN) 及 【) 4,=suppX， 考 察 理想 空间 X= {Е 
в=1 


Х: supp С А,} КАҢ КНЕ А Ў.т) = Са) (ЄХ). АН, 根 
据 上 面 的 证 明 可 以 找到 2,2 Х, (в М), 使 下 式 成 立 : 


б) | аган ЄХ, (4) 


ВЕЗЕТ ВА 7, Е 和 上 的 Ра, 由 于 (3) 中 表示 函数 的 唯一 
性 ， 对 于 几乎 所 有 的 ЕСА, 我 们 得 到 (1) = 6.02). ММ 我 们 
可 以 令 

， r,t), tEA,, 
202)= я _ Жэмррх. 

我 们 来 证 明 在 此 情况 下 关系 (3) 成 立 ， 象 前 面 那 样 , 可 以 认为 
ОА. Ш тл (2ЄХ,), И Ра, >] (а), 
另 一 方面 , 根据 Levi 定理 


| ‘zendp=| pd zrx' ін, 
т v т 


由 此 推 得 对 于 2СХ,, (3) 式 成 立 ， 从 而 得 知 对 于 所 有 的 zxEX(3) 式 
成 立 ， 

Ха А], EX 则 令 1 (=) = Ке (х) Па (2). 这 

时 Ref 和 Imy 是 实 理想 空间 Хь 上 的 线性 泛 函 , 并 且 Ве], ImyE 
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(Xp)x， 由 上 面 的 证 明 , 可 以 找到 x1, 222 (Ха), 使 得 
Ref(z)= [szian, туба) = [вод (=ЄХ к). 
Ах’ = 1—1. Г, 对 于 任意 的 СХА 
Ра) = (Кез) +if та) = | (Везузу4и-- 557 


++ [блоха аи Ог) |а, 

由 此 还 推 得 x EX'. 

由 引 理 IV. 3. 1 的 推论 2 显然 可 知 , 对 于 所 有 的 =ЕХ, 关系 式 
[. (2) 220 等 价 于 x' 之 0， 由 此 可 知 定理 全 部 证 毕 . 

定理 工 实质 上 已 包含 在 Канторович, Вулих 和 Пинскер 的 
书 中 , 但 是 它 仅 于 六 十 年 代 中 才 在 一 些 作者 的 著作 中 , 以 明确 的 形 
式 发 表 出 来 . 

1.2. 最 吸引 人 的 是 得 到 在 Banach 理想 空间 处 上 所 有 连续 
线性 泛 函 的 积分 表示 .现在 我 们 来 讨论 它 ， 

设 入 是 在 (了 >, и) ЕН]. А 

Xx = {z"EX' fuER*). 
对 于 任意 的 EX А 


[| зар | | зед :2Х, [е1], 


~ 


证 .为 了 验证 范 数 的 单调 性 , 只 要 证 明 
jz — вор] [= z' |@и:ЕХ, [|< | (5) 
如 果 


jz’ F< 


[ее ац а, [21<1. 


а СЕ) = ѕірп (г) (г) 
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ЄХ, |1 


从 而 推出 等 式 (5). 

为 了 验证 (B) 和 (C), 由 于 引 理 TIV.3.5， 只 要 证 明 从 х,ЕХ», 
1' ES, |2,|<1(0Є№), а, 00и) 可 推出 zw ЄХ |а 11, 3 
Е, 由 Fatou 引 理 , 对 于 任意 的 *E 和 :有 


| аја аизир[ |. 


[аан | EA а 114, 
т | т т 


<lzlsuplz, lslzl. 


由 此 可 见 у. СХ“, xz'EX* 及 |z |1, 定理 证 毕 . 

ЖЗ 3. ЖХ В Banach 理想 空间 , 则 ?CX*. 

证 ， 设 ЛЕХ». 如果 我 们 假设 疙 和 *， 则 可 以 找到 一 个 序列 
{zn} 按 范 数 趋 于 0, ВЗР) 2Є2>0(аЄ№), ШУ ТУ. 3. 2 及 
ТЕХ. 存在 某 个 序列 УС) 20, 从 而 得 出 矛盾 ， 

于 是 , #1 Х Е Banach 理想 空间 , 则 Х”= Х' (在 此 情形 我 们 
将 利用 记号 Х”). 

定理 4， ШАХНА, Ш X* 一 X* 的 充 委 条 件 为 
X 满 外 条 件 (A). 

ЧЕ. 设 :一 XX*， 对 于 任意 的 xEX 有 

121 = вир А, С) ЄХ", lz' |< 1. (6) 
等 式 (6) 的 推导 类 似 于 等 式 (5) 的 推导 . 

假设 条 件 (A) 在 和 中 不 成 立 ， 这 时 可 在 和 中 找到 序列 <, 

00, 1912,1 >=>0(иЕМ). НТС), 可 以 找到 序列 {zn} СХ, +, 


Па, ВЕ [адисе (nEN). 因为 空间 X* 中 的 球 是 (*)- 弱 
紧 的 , 所 以 序列 tf,} 具 有 (9)- 弱 极限 点 三 EX“ 1. зд 
дас, 7 (2) = Шири, 20%, НА #20. 


ж) 一 般 来 说 , 对 每 全 z 选取 自己 的 子 序列 . 
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因为 zy 0, 所 以 可 以 找到 КЕМ, 使 得 
[ле ааа. 
因为 了 是 极限 点 , 所 以 可 以 找到 mm 六 使 得 
| | ЕТЕТ 
利用 2„<2,, 推出 
| „залан | ‚выть ре /?, 


<еЈА, 


从 而 导致 了 矛盾, 

反之 , 设 在 六 中 条 件 (A) 成 立 ， 取 fEX* 及 x.>0 а.е. ; |х,.| < 
xc 和 ， 由 条 件 (A), 按 范 数 z.>0, 政 zo)>0， 所 以 XX*CKX7. 从 
定理 3 和 4 我们 可 得 下 面 的 推论 . 

推论 1. 如 果 半 是 Banach 理想 空间 ， 则 Х;=Х* 的 充 要 条 
件 为 XX 满足 条 件 (A). 

由 推论 1 及 定理 1 推出 ; 

推论 2. 如 有 果 X 是 Banach 想 理 空间 , 则 公式 (1) 给 出 在 X 上 
线性 连续 泛 函 的 一 般 形 式 的 充 要 条 件 为 在 入 中 条 件 (A) 成 立 . 

推论 2 指出 ， 在 Banach 理想 空间 和 上 任何 连续 线性 泛 函 只 
有 积分 表示 的 充 要 条 件 是 在 和 中 条 件 (A) 成 立 ， 在 下 一 节 中 我 们 
将 把 这 个 结果 应 用 于 具体 的 空间 中 去 ， 现 在 我 们 还 讨论 一 下 条 件 
〈《A) 不 满足 的 情况 . 

1.3、 定 理 5 如 果 久 是 赋 范 理想 空间 , 则 sapPX' = заррх* 
=ѕиррХ, 从 而 集合 Х*ПХ; 区 分 X 上 的 点 ， 

ЗШ. 设 suppXY* 关 suppX， 则 可 以 找到 4E3 (и), ш(4)>0, 
ХЕХ, 使 得 对 于 任意 的 EX“ xz' „= 0, ВАРВА НЕЕ 
ЄХ ПХ, /(Х.)=0. 根据 定理 IV. 3.1 的 推论 在 拓扑 向 量 空间 
5(7, 5, 4) 中 单位 球 Вх 有 和 界 ， 而 这 时 Bx 站 2(T, 5, 0) 在 工 : 中 
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的 闵 包 集 刀 也 在 S(7, >, деж. РЕНЕ, "АЯ 
数 4>0, 使 得 4X < 已 ， 根 据 定理 II, 2.6 推论 , 存在 工 - 上 的 连续 
ЗЕТ ВА fo, 使 得 
sup{|fol7)| : ЕЕ} ES1l<fo aA,), (7) 
由 于 定理 V. 3.1, 存在 函数 zoEL’ 使 得 


ас) | зайл (аЄ1?). 


№№ зиррх = варрх 12), ЗОНЕ 2ЄВх ЯТ # 
ЯП (а, СВХ ПІ, гъза, е. 根据 Fatou 定理 及 (7) 式 可 得 


| vzol dn<sup| [zrzol dl1. 
НР 
f(z)= [айа (ЄХ) 


在 整个 上 有 定义 ,并且 JEX* ПХ, НС, КАЯХ)>Ь 从 而 
9 ЈОХ 1) =0 #08, Р воррх* 一 SupbpX 一 SUppPX. 
现在 证 明 , Х* ПХ: БУХ Бау, 即 对 于 任意 的 2СХ, 250, 
存在 ЎЄХ* ГОХ, 6 18 Fz) 天 0， 可 以 认为 ?0、 因 为 suppX* 
=зиррх, 所 以 可 以 找到 4EZ(U)，A(C4)>0 4Csuppz， 使 得 X 4 


EX*， 这 时 | 25 .dan>0， 定 理 证 毕 ， 


我 们 已 证 明了 集合 ХХ 在 买 上 是 全 的 ， 现 在 我 们 来 考 
察 什 么 时 候 由 这 个 集 能 再 生 系 上 的 范 数 的 问题 . 
н, тач: 

1) 对 于 任意 的 xEX,， [|= вир (У) :7ЄХ*ПХ., 11 
<1; 

2) 在 X 中 条 件 (C) 成 立 . 

证 ，1) 一 之 2)， 如 果 т, ЄХ, 1„->2(и), [1,|5<1, ИН Fa- 
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tou 定理 , 1211, 1, 根据 引 理 IV. 3. 4 ЕХ (С) ЖУ, 
2) —>1). ЖЕ ХСЬ (Т, Х, 4)， 对 于 任意 的 EN,， 令 


Гар, = аг (тах 00, п] a(t)dp) ср, 2ЕХ., 11 一 9 十 对 
(4ЕХ). 
我 们 来 验证 上- 上 ,是 X 上 的 单调 范 数 ， 仅 当 从 1z|。=0 推出 z 
= 时 才 是 非 平 凡 的 ， 取 go СХ, 使 得 
[а] = 9+2, 19.10, п 2,1480, 
这 时 ， 根据 定理 ТУ. 3. 1, у. >09 (и) Н. 2.—>0{(и), 因而 т= 0. 
我 们 指出 
аа 11444. 
此 外 ,显然 有 | 
121.11 ао. 
.我们 来 证 明 
1,1. (8) 
取 А2 12|, М). 这 时 存在 yw znEX+ 使 得 


|а| = аьа 19,18, | мари. 


由 此 2,->0( д), ПХ у, = 121 — 2,2141). 因为 0<<y， 
< 12|, 所 以 由 条 件 (C) 
(= Зари, (=. 
从 而 证 明了 (8) 成 立 ， 现 在 来 证 明 1). "АЖ =>0. ЖР 
(8), 对 于 任意 的 >0, 可 以 找到 nEN, 11е, 


考察 冉 范 理想 空间 (X, 1-0,0. Ва ааа, ВЕСА 1, 


是 (o)- 连 续 的 ， 故 由 定理 4 ЖЕ СХ, |.) СХ, Вр зај 
ЇЄ(Х, ВЫ 
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[скала [#1 в. 
由 此 

У осо, 181151 е1) 十 2e， 

这 就 证 明了 当 XCELL 时 1 成立， 利用 引 理 ТУ. 3.1 的 推论 1 可 
把 一 般 情形 化 为 前 面 讨 论 过 的 情形 , 

设 导 是 理想 空间 ， 这 时 令 ХЕ (ХГ). Ш, ХСХ" 我们 
考察 在 什么 时 候 和 = 和 "的 问题 ， 如 果 习 是 赋 范 理想 空间 ， 则 令 
Ххх=(Хх)х ША, XCXx*， 我 们 用 上 -1** 表 示 在 X* 上 的 范 
ж, 则 不 等 式 |zl 宇 |zj**(zEXX) 成 立 . 

1) 在 XX 中 条 件 (B) 和 (C) 成 立 ; 

2) Х= Хх |. |= 1-0. | 

ЩЕ. 1) 一 >2) .因为 在 X 中 条 件 (C) 成 立 ， 则 根据 定理 
6， 对 于 xzEX 有 和 zj|=]zjxx， 现在 来 证 明 买 = 和 xx。 因为 supp 
X= suppX* 二 suppX**， 所 以 对 于 任意 的 xE(X**),， 存 在 序列 
{x.) CX,, 0 过 x, 个 z( 引 理 IV. 3.1)， 利 用 (B) 即 得 xEX. 

2) 一 >1) ， 因 为 根据 定理 2， 在 X** 中 条 件 (В) 和 (О) 
成 立 . 

在 下 一 节 中 我 们 将 把 所 得 的 结果 应 用 到 具体 空间 中 去 ， 所 指 
定 的 文献 , 请 参见 第 十 章 . 


§ 2， 空 间 L?(7, 5, и) 


2.1。 现在 把 上 节 的 定理 应 用 到 具体 可 潼 函 数 空间 上 去 , 首先 
应 用 于 空间 LXT, Х, р), 其 中 测度 4 我 们 假设 是 0- 有 限 的 (虽然 
当 1<p<00 时 这 个 假设 并 非 必要 ). 

定理 1 Б 1<р<оо, 1/7? 了 T1141， 空间 Lr?(T, Х, Ч 
性 连续 沁 函 了 的 一 般 形式 由 下 式 
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рс) [| (09а, veL? а) 


В, РУТ, >, 加 中 任意 元 素 , 同时 
ПАЦ = 191. (2) 

ЗЕ. ЖЕ 1.01 роо) й ЕСА) (定理 IV. 3. 5), 所 
以 根据 定理 1. 4 的 推论 2， 公 式 (1) 给 出 线性 连续 泛 函 的 一 般 形 
式 ， 由 V.2.3 НШ (2). 

现在 考虑 空间 L(7T, $, д). 因为 在 这 空间 中 非 平 几 的 情形 条 
件 (A) 并 不 成 立 ( 参 见 IV. 3.3)， 所 以 公式 (1) 〈 其 中 9%ELICT，Z， 
A)) 已 经 不 给 出 线性 连续 泛 函 的 一 般 形 式 . | 

Я ba(z, p) 表 示 满 足下 列 条 件 的 在 Х КСМ) УИ 
数 (bounded additive)g 的 集合 : 

1) 由 (4)=0 推 出 p(4)=0; 

2) 人 金 变 差 [|g|(7T)<oo. 

如 果 在 集 ba(Z 上) 上 按 下 列 公式 

(Аф) СА) = Ар(А), (Ф. + Ф) (4) = Ф.,(А) +р,(А), АЄХ, 5] 
进 线性 运算 , Ш ba(>, 4) 变 成 向 量 空间 .用 公式 1p1=|p1(7T) Е 
У Вас, 4) 上 的 范 数 , 使 ba(Z, x) 成 为 -空间 . 


对 于 xEL~(T, 5, 4)， 我 们 来 定义 |_z(1)dp. 研究 形 如 


к 
101) = У AX(t) (3) 


的 可 测 的 有 限 个 值 的 国 数 的 集合 О, Е ЛЕВ ВС, АХ (i= 
1, 2, °, Е), 并 且 集 А; 两 两 不 相交 ， 令 


Ek 
[, 20000 T4040). 


留 给 读者 验证 ,| ap 不 依赖 于 x 的 形式 (3) 的 表示 式 , 由 定理 
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16.3 可 知 , 昌 在 1-х, л) Н. В, А zdy 是 8 上 的 线 
性 泛 函 , 并 且 


Е 
[zap | «Ул Ф(а 1 «тах ает) 


<1аь-191. 
根据 定理 V. 8.2, [ аар 可 以 连续 地 线性 扩张 到 整个 L"(2， 
$, д) Е, 我 们 仍 用 同样 的 记号 表示 . 
定理 2， 在 空间 L"(7， 4) 中 线性 连续 汉 卫 了 的 一 般 形 式 
可 用 公式 
f(z)=| «(др (4) 
给 出 ДР абу, 4) 中 的 任意 元 素 *”， 同 时 , 1-19 В 


人 


ЗАВ 45%, ро 的 充 要 条 人 为 对 于 任意 的 220 zEL= 
(т, У, пуж Кг)>0. 


证 .根据 |zae 的 作法 , 我 们 已 经 证 明 , АЖ 76а) 
ВЛ $1. 我们 来 证 明 相反 的 不 等 式 ， 对 于 任何 2220, 可 以 找 
АЕ 使 得 
К в 
Геі 1еС4)1+е, 4AN4=8 (87), U 4:=7. 
Ek 
№2 = Dsignp(4;) Ха. ЖАН В. 


=! 


в 
| i49= 57176401, 


由 此 11| арче 17-е, Ват 170 9. 


к) яаг, 5, Я ВО, ШОЮ Ьа >, н), ША" СГ, 5, р) 
是 实 的 , ЯНВ Бас, р). | 
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-余下 我 们 还 须 证 明 任意 的 fE(L”)* 可 以 表示 成 (4) 这 种 形式 ， 
$ Ф(А) = (Ха) (AEZ). 
这 时 ФГС) [А (参看 上 面 的 讨论 ) 且 фса (2, 4)， 由 


zap 的 构造 , 显然 f(z)=|_zap(zEL”)， 由 所 作 的 构造 显然 也 . 


断定 p 是 正 的 , 定理 证 毕 . 

我 们 指出 , 用 公式 (1) (对 应 地 , 公式 (4)) 定 义 的 映射 yEL*-> 
ЈЕ?) ОН ЯЬ, феъа>1Е А.” )*) Я Ел (1.2) * Е ОВЕН, ba 
到 L~ 上 ) 的 线性 等 距 . 所 以 , ТИК е Е Е 15 роо), 
并 记 为 (L?)*=Ls, 对 于 下 面 得 到 的 表示 式 ， 我 们 采用 类 似 的 简略 
记号 . 

从 所 得 到 的 等 式 (L?)** 二 (1L')*=L?(1<p 二 00) 还 不 能 得 出 
空间 L? 是 自 反 空间 的 结论 ， 因 为 等 式 (L?)**=L? 是 按照 线性 等 
距 的 意义 来 理解 的 ， 它 可 能 并 不 是 自 反 性 定义 所 要 求 的 特殊 形式 
(参见 V.7.3)， 但 是 ， 从 定理 1 的 具体 等 距 的 讨论 可 以 得 知 空间 
L?(1<2?<co) 是 自 反 的 . 事实 上 , 取 FECL?)**, 我 们 来 证 明 ， 可 以 
找到 zEL?, 使 得 

(Р) = 0), РЄ". (5) 

用 a 天 示 这 样 的 线性 等 距 映 射 , 对 于 每 个 yEL?, 按照 公式 (1) 
对 应 一 个 泛 函 JE(L?)*， 如 果 设 Pi(9)=F(ay)，ySEL?， 则 下 ,E 
(L')*， 于 是 , 根据 定理 1 可 以 求 出 zEL?, 使 得 


ғ.) = [СЕ ап, ел. 


我 们 来 验证 , 对 于 这 个 zEL?, 等 式 (5) 成 立 、 如 果 РСС?) ”及 
у= (Рем, 则 


вр) =.) = [ие аи [Севан ТО), 
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当 р= ЛЕНИ Л, п) ЕТ" ГАЗУ 
(1) 的 泛 藻 集合 中 , 如 同上 面 所 指出 的 ， 在 L' 为 无 限 维 情形 , 这 集 
АС) = (ЗЕД. ВСЕ ДЕНЕВ МТИ 和 LL = (07) 
不 是 自 反 的 . 

在 空间 Lr(o,5) (<р со) 中 线性 泛 函 的 一 般 形式 是 .Riesz 给 出 的 ， 
在 Г (0,0) 中 的 线性 泛 函 一 般 形 式 是 Steinhaus 给 出 和 的，( 分 别 参 见 下 ， 
ee Steinhaus[1]); 在 抽象 测度 上 推广 工作 是 Nikodym 得 到 的 ， 

.简略 地 讨论 一 下 序列 空间 这 个 特殊 情形 ， 从 定理 1 得 

到 : 

定理 3. 设 1<7<%, 1/7+1/9=1， 空 间 1 中 线性 连续 泛 
Жи Их, НТА 


Кх) = Ут, v= 人 -ED 
К=1 


给 出 , 其 中 y= {9} нал. ЗН. |= Ум. 
现在 研究 空间 co( 参 见 ТУ. 3. 4), 我 们 来 证 明 ，(eo)*=1, 
定理 4， 空间 e。 中 线性 连续 泛 函 了 的 一 般 形 式 由 下 式 


f(7)= У), 1= 44, } 6-16 (6) 
k= 


给 出, 其 中 y= (17%-， 是 1 中 任意 元 素 ， 并 且 (f 01. 
І. Нус 中 条 件 (A) 成 立 ， 所 以 泛 国 的 一 般 形 式 由 (6) 式 
给 出 , 设 fe(co)*. 令 z= (,), 其 中 
~ (51607, Еп, 
= > п, 
因为 XEco № |5] <1, 所 以 


109-5111. 


当 ”ce 时 得 
291. 


>=, <) 


Яру Ну УЕ. 
如 果 yE1, 则 


|5 те, «стах |, 571,1 =. 
1 k=1 


由 通常 所 用 的 方法 可 推出 , ВЕНА", 再 由 (7) 式 
ВЗ 5071 = 101. 

虽然 空间 e 不 是 Вапасћ 理想 空间 ， 再 附加 作 些 讨论 也 可 在 
其 中 建立 线性 泛 函 的 一 般 形式 . 

在 空间 e 中 考虑 元 素 ee= (1,1, 6,1,5), АНЯ == {5,} 8 с 
中 任意 元 素 , 且 бо limé, 则 显然 > 一 soeoEco. 


设 了 是 c 中 的 线性 连续 泛 国 ; 仅 在 со 上 研究 它 ， 我 们 也 得 到 
在 其 上 的 线性 连续 泛 国 fo， 设 (对 二 zEco) 


Hi(z)= 576, (y= {%:} ED). 
В! 
记 9. = 1 (ео), 对 于 任意 的 xEc 可 以 求 得 | 
Їх) = КЕ, ео) +С ёоео) = + У,(,—&,). 
k=1 


令 /A — Ys 最 后 得 
b=1 


Каат, el lim 全 十 5. (8) 
我 们 留 给 读者 证 明 ，(8) 式 给 出 e 中 线性 连续 泛 函 的 一 般 形 
式 且 
а 20191. 
к=1 
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再 请 读者 证 明 , 有 -空间 ce 与 c 不 是 自 反 的 . 
2.3， 最 后 再 简略 地 这 论 一 下 在 第 IV 章 $ 3 中 引进 的 另外 一 些 可 测 函 数 
空间 中 泛 函 的 解析 表示 . 
先 讨论 Orlicz 空间 ， 我 们 有 等 式 ( 按 包 含 的 元 素 ) 
(Ex)' 一 (La =Ly*. 
定理 5。 在 空间 Lx (Т, 5, и) (о) ЖЕНЕ А У ИАН Т 


ус) =|, 2(0)000)4и, 6, (9) 
а. 其 中 是 Lu*(T,Z, прикл. АВ 
ИЯ мож = (1801, ШР мавпа = ПУ. (10) 


{< Ен) * 的 一 般 形 式 也 由 (9) 式 给 出 , 并 有 旦 满足 类 似 于 (10) 的 式 子 (其 中 
以 Ен 代替 Lu)、 因 此 , (9) 式 给 出 Ly 中 线性 连续 泛 函 一般 形式 的 充 要 条 件 
为 下 满足 A:- 条 件 . Orlicz НЫЕ ЖМЕМ А, ЖЕ. 

上 上 述 结果 的 证 明 可 参见 Красносельский 和 Рутицкий. Т.Ап@о[1]48 #1 7 

在 任意 Orlicz 空间 中 所 有 线性 连续 泛 函 的 表示 . 

下 面 的 式 子 建立 了 Lorentz 23 5 Марцинкевич 空间 之 间 的 联系 ， 其 
中 等 式 理解 为 组 成 元 素 的 相等 和 范 数 相等 : 

M(yY)’ = А(р), Ау) =M(y). 

因为 ЛС) Е А ЕСА), ВД ^(Ф)*=М($). #ШМ()* 其 实 比 

АЖ. 


$3. 58] C(X) 中 线性 泛 函 的 一 般 形式 
3.1。 设 五 是 紧 集 ， 用 rca( 玉 ) 表示 在 中 所 有 Borel 集 的 
0- 代 数 绍 上 给 定 的 ( 实 或 复 的 ) 正 则 可 数 可 加 的 , ЗЕНА 
变 差 |p1(X)<oo 的 函数 全 体 构 成 的 集合 . 
如 果 类 似 于 ba(Z, 4) 中 所 做 的 , 在 rca( 天 ) 中 引进 线性 运 算 ， 
Веі = 1Ф1СК), 则 гса(к) 2 В- 2 |Н], 
定理 1. 空间 C(K) 中 线性 连续 汉 函 的 一 般 形 式 由 下 式 


f(z)=| z(t)dp, s(t)ECCK) 


® 293 = 


给 出 ， 其 中 史 гсак) лж". АЕА 191 且 对 于 
任意 的 АС, ф(4) 20 的 充 要 条 件 为 对 于 任意 的 ?ECCK)，f(%) 
20. 27 | 

由 定理 1 建立 的 对 应 是 СОК) * Ы гса( КЕ. ЕЯ 
ТЕШЕН Л КУЕН ЕЛЕУ ЗЬ РАО А6 56, ВОХ 
里 就 不 证 了 (和 证明 可 参见 Dunford 和 Schwartz-l, Хаапеп-П). 
当下 二 [0， 吉 时 的 定理 1 是 由 下. Riesz 证 明和 的 (所 以 通常 把 它 岂 
做 Riesz 定理 )， 一 般 形 式 是 А. А. Марков 和 С. Kakutani 给 
出 的 . 

现在 对 于 实 空间 СГа, 8] 的 情形 重新 讨论 定理 1， 普 先 补充 一 
些 有 界 变 差 销 数 的 知识 (参见 IV. 4.2). 

2518160 (Са, 2 上 的 递增 图 数 Ф(Р). ас, 
<8 是 任意 的 一 组 点 ， Мы ни 8 а<и <и<и<в<а, 
<и<<и<5. ВАН 

ХРО) —9(45)1<$(6) — (9. 


令 6.26, —0, 1621, 十 0, 取 极限 后 得 
У 20, +0) фб, —0)]<ф(Ь) –ф(а). 
&=1 


由 此 推测， 单调 函数 跃 度 大 于 给 定 的 正 数 е 的 个 数 只 有 有 限 
№. ШИ, 单调 函数 的 全 体 间断 点 个 数 不 能 大 于 可 数 个 . 

ВОЕН Я анан ЖА У НИЕ, ЯН 
上 述 结果 对 有 界 变 差 函 数 也 成 立 . 

由 此 推出 , 有 界 变 差 函数 的 连续 点 集 在 区 间 [ Б 88. 


ж) ЖИ ССК): у, 则 应 取 复 的 геа(К), ДИ C(K) 是 实 的 , 则 取 实 的 
тса(К). 
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6001) 是 有 界 变 差 函 数 ， 考 察 函 数 y(1)， 它 用 下 面 符 式 
定义 : | 
КР [9@+0)+9#—0)] —(а<#<5), 
0) =900) фа) =9(а). 
央 此 函数 001) 在 g(t) ВЕЕ КАКЕ =0, 6 处 与 g(t) 一 致 ， 我 
К ОЕ, 

如 果 函 数 9(t) 与 其 校正 函数 一 致 ， 则 称 它 是 正则 的 ， 以 V。 
表示 在 # =а 处 为 零 的 一 切 正则 函数 的 集 含 ， 显 然 , Vv 是 一 切 有 
界 变 差 函 数 所 成 空间 V 的 线性 集合 .容易 验证 ， 这 是 个 闲 集 ， 因 
此 , Vo。 是 B- 空 间 V 的 闭 子 空间 , 它 本 身 也 是 B- 空 间 . 

对 于 任何 国 数 xECfe, 56]， 定 义 关 于 有 界 变 差 芳 数 g(+) 的 
Stieltjes 积分 | z(t)dg(t)( 参 见 Вулих- ПТ, 第 十 一 意 ,85) 

定理 2， 在 空间 С[а, Б] 中 线性 连续 泛 敬 的 一 二 般 形式 由 下 列 
Stieltjes 积分 


f(z)= э"), хоно 


人 ~ 


函数 , 则 
I= Уо), 

泛 函 了 唯一 地 确定 区 数 gEV. 

因为 连续 函数 的 Stieltjes Вниз та ята 
数 的 积分 (参见 Вулих-Ш, 8—8, 85), ЯЛЕ в 
定理 2. 请 读者 自行 详细 验证 (不 依靠 定理 1 的 证 明 ， 参 见 K олмо- 
горов 和 Фомин), з=] C(K) 在 无 限 维 情形 ( 即 当 紧 集 及 是 无 限 
集 时 ) 不 是 自 反 空间 ， 读 者 自行 验证 , ЕВА 7,(g) =9(#), 9EV， 其 
中 4E[0, 1] 是 指定 的 点 , 它 不 包含 在 空间 C(0, 1) 在 典型 伐 入 时 的 
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象 之 中 . | | 

3.2， 我 们 来 研究 空间 СГа, 5] 中 线性 泛 函 一 般 形 式 这 个 定理 
在 所 谓 矩 量 问题 中 的 运用 、 

设 在 赋 范 空间 X 中 给 出 线性 独立 元 素 序 列 {z}， 取 任意 的 
线性 泛 函 fEX, 构成 数 序列 
| | (а) = и, (п=0, 1, …)， (1) 

我 们 把 由 序列 tus} 来 求 了 这 种 问题 叫做 广义 矩 量 问题 ， 要 解 
决 这 样 一 般 地 提出 的 问题 , 我 们 不 能 推进 多 少 ， 然 而 , 在 一 般 情形 
我 们 总 能 讲 讲 矩 量 问 题解 的 某 些 可 解 性 和 唯一 性 条 件 . 

如 果 集 售 ftzs} 是 基本 的 , 则 由 III. 3. 2 所 述 , УС 
在 ) 由 序列 tw 小 唯一 地 确定 。 不 难看 出 , 系 {z,} 的 基本 性 也 是 矩 量 
问题 唯一 解 的 必要 条 件 . | 
其 次 ， 如 果 以 9 表示 定义 在 集 {z,} 上 的 泛 函 (可 能 不 是 可 加 
В): | 
рб.) = и, (п=0,1, 5), (2) 
则 因为 泛 函 的 存在 性 表示 9 在 线性 包 儿 ({z}) 上 线性 扩张 的 可 
能 性 , 由 定理 V. 8. 1 得 出 矩 量 问题 可 解 的 充 要 条 件 为 存在 这 样 的 
常数 М0, 使 得 对 于 任意 的 1o 4 ,4 不 等 式 “ 


Фр | (3) 
k=0 ~ k=0 
成 立 ， 或 换言之 
За, | 
ро, (4) 
рэр 
Б 0 


其 中 上 确 界 是 对 所 有 可 能 的 4 Д, …, А, (00, 1, +6.) ЕЙ. 
从 所 有 的 各 种 具体 的 矩 量 问题 中 ,我们 只 研究 第 年 量 问 题 , 其 
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中 Х=С[а, 6], Ш 
za(t)=t" (0=0,1, 6). (5) 
考虑 到 空间 СГа, 妇 中 线性 泛 国 的 一 般 形 式 , 可 以 把 所 研究 的 
问题 表述 如 下 : 确定 在 什么 条 件 下 存在 有 界 变 差 范 数 (Я 


| 90) рь (n=0,1,.). (6) 


我 们 指出 ， 因 为 在 此 情形 系 {z»} 在 空间 СГа, 5] езе 0, 
所 以 如 果 符 量 问 题 的 解 存在 , 则 解 是 唯一 的 . 
撼 量 问 题 (6) 可 解 性 条 件 (4) 可 表述 为 下 列 形式 ; 


и) 


вор. (7) 
тах 
Яьё 


最 后 , 我 们 引进 关于 在 区 间 [L0, 1] 中 之 矩 量 问题 的 一 个 比较 具 
体 的 结果 . 
定理 2CHausdorff). ПЕНИЕ), 使 得 


mw 


[аса (а=0,1,-) (8) 
的 充 要 条 件 为 


A 


Аим (п=0, 1, ...), (9) 
а и. 


А" и, Дт, А", А‘и, = и, 
(m=0, 1, *--; k=0, 1, ...). (10) 
证 ， 必 要 性 ，. 设 和 矩 量 问题 (8) 是 可 解 的 以 了 表示 在 空间 
CL0, 1] 中 由 国 数 9(t) 产 生 的 线性 泛 国 ,其 次 记 
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"(= а-в” (т, Ё=О, 1, +=). (11) 
因为 
ау) 08 (1—1) = Па-о"-ичнаё-и” 
==” ( р) фуд (Ё), 
所 以 
Дак) = (арт) Такт (т, &=0, 1, +). 
此 外 
jz 后 ) 一 Ar 
注意 到 (10) 式 , (利用 归纳 法 ?容易 证 实 
бав) = Атр, (т, k=0,1,.). 
现在 设 9,” = зівпА" ^и, (0—0, 1, 9, 研究 函数 


Z(t)= ИО 
由 于 在 [0, 104 25220, 区 
704 dt) 
= Утена" Га4(1—0)]"%=1. 


№1212. 于 是 


УО 1А" к |= SHOP и, = 7050190000) 


k=0 k=0 无 =0 
=f(2EN (2 二 0 
如 果 令 М = ||, 即 证 得 必要 条 件 . 
充分 性 ， 设 9 为 由 (2) 式 表示 的 在 集合 {zn} 上 给 定 的 泛 函 ,其 
中 取 zn(?) 一 如， 把 pp 扩张 到 集合 (zw) 的 线性 包 上 , 即 扩张 到 多 项 
式 全 体 的 集合 上 .就 是 , 如 果 
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20) = ое. +4", 
则 令 

ҺС2) = Аро А н + НАШ. 
нЕ xz.(t) 的 线性 独立 性 , 这 样 定 义 的 fo 是 唯一 的 ， 

ЗОНЕ ОТЕ Ва fo 显然 是 可 加 的 和 齐 次 的 .我 们 来 证 条 件 
(10) 保 证 了 它 的 连续 性 . 

设 H 是 次 数 不 大 于 m 的 多 项 式 的 集合 , 我 们 指出 , 与 此 条 件 
63.1284 fo 在 集 НЕЕ, НН 是 有 限 维 空间 (多 项 式 的 
系数 作为 坐标 ), 所 以 在 Hm НУ ЕЕ ВСЯ. 

保持 前 面 的 记号 , 如 同 前 面 一 样 得 知 

(т?) =А‘и, (s,k=0,1,.). 

现在 考虑 任意 的 多 项 式 z(t)， 设 它 的 次 数 为 m， 引 进 对 应 

的 Bernstein 多 项 式 


а Е 
Tt)=B(7, #) = Ску | — 8" (1—#)"-". (12) 
50 (5) 


大 家 知道 ， 对 于 任意 的 п= 1, 2, --*, 多 项 式 zn(t) 的 次 数 不 超 过 
т, ХИ Ж поо 时 zn(t) 一 致 收 钙 于 z(t) (参见 Натансон- 


* ) 现在 来 证 明 这 个 结论 , 对 (12) 求 导 , 把 第 一 个 求 和 号 的 指标 由 户 改 为 十 1 
即 得 


ъ 
и (Ф) 
Е 0 


-1 
-oa 
用 归纳 法 可 得 | 


外 一 号 
DD Ат). 
起 三 
因为 <( 四 是 m 次 多 项 式 ,所 以 А (5 )-0 чя Еа тена к 
数 不 超 过 m 的 多 项 式 ， | 


‚ 299 - 


1), 所 以 由 上 面 的 讨论 可 知 
folzn)—>fo(7+), 
但 


о 70: (8) перо 


«1 СА". 12|]. 
К=о 


А поо, 上 式 左 端 取 极限 后 得 | 

Сс). 
因为 > 是 任意 多 项 式 ， 故 证 得 fo 的 连续 性 .现在 只 要 把 有 连续 
扩张 到 整个 CL[0, 1] 上 (参见 ТУ. 8. 2) 并 把 空间 C[0, 二 中 的 线性 
泛 霄 一 般 形式 定理 应 用 到 扩张 后 得 到 的 泛 函 | 上, 据 此 


ус) | =) (аСТ, 1]), 


其 中 ос) е ора, 
、 ”定理 完全 证 毕 ， 
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-第 七 章 ”线性 算 子 序列 


有 大 量具 体 的 数学 问题 可 以 用 线性 算 子 序 列 这 种 抽象 形式 来 
统一 措 述 ， 例 如 , 研究 Fourier 级 数 和 插值 多 项 式 的 收敛 性 , 研究 
机 械 求 积 公 式 , 奇异 积分 的 理论 等 , 都 属于 这 类 问题 . 

间 时 ， 所 研究 的 问题 在 抽象 的 形式 下 通常 归结 为 构造 线性 算 
子 序列 的 收敛 性 ， 或 是 证 明 这 一 序列 的 算 子 范 数 的 有 界 性 ， 或 是 其 
它 类 似 的 问题 . 


| 51. 基本 定理 
“1， 下 面 的 定理 1 ЕН РИ НН: 的 
作用， 


re ne 和 和 ~ 


ААА were 


зир[0(2)1 < (=ЄХ), (1) 
则 这 些 算 子 的 范 数 总 体 有 界 : 


SA = 
证 .首先 指出 , 如 果 已 知 线性 算 子 在 某 个 球 内 所 取 值 的 界限 : 
IJNEB = («ЕВь(то)), 
则 可 以 给 出 其 范 数 的 估计 : 。 ，- 
[0<28/5. 
事实 上 , Ва |а НЕ 2", 有 
% 一 00 十 6Cxz' EB, (10). 
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1Z7(zo) +67(z )1<В, 
所 以 
Є] = (ая 1-00 о) +80 (а 1+0 10222, 


НЕ 101<28/8. 
Бр тЕШЕВН 0. ВЕЛЕС ЭС. АПЛ 


р(2) =ир|0,(2)1. 
它 在 每 个 球 内 都 是 无 界 的 , 因为 如 果 在 B,Cz0) 内 р(2)<В, ПИН Е 
面 已 经 指出 的 可 知 对 于 任何 4=1,2,… 都 有 上 0,|< 转 


由 此 推 得 集合 В, = {xEX : р(2)> В} ХА. НХ, Ж 
ВЕ, жй), Я з0СЕ,, Н рео) 28, ДОНУ по 将 有 
7 „Сео 12-6, АНТИ СЕООА Е, 对 于 充分 靠近 z 的 > 
6.9 10 „(ре 

在 六 内 是 开 的 和 稠密 的 集合 8 是 剩余 集 ( 参 看 I.4.7). 但 


可 数 剩余 集 系 的 交 也 是 剩余 集 , 因而 是 非 空 的 ， 如 果 zxo€ Г] Е 则 
k=1 
зар!» (а) | = со 
与 假设 矛盾 ， | | 
Ж. АЕН АКЛ К ЕО, 


而 不 必 在 整个 里 上 成 立 (不 假定 区 完备 )， 
这 个 定理 也 可 以 陈述 如 下 ( 奇 点 国定 原理 ): 如 果 


则 可 以 找到 一 个 元 素 zoEX 使 得 
зар» (о) | = оо. (2) 
并 且 满 足 (2) 的 元 素 所 成 的 集合 是 一 剩余 集 , 
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В "ТГ ЕЖИКИ. К} п = 1, 
2, …) 是 由 Х 到 Y 了 内 的 连续 线性 算 子 , 并且 
suplUs® | = со (= 1, 2, ...), 


则 存在 这 样 的 元 素 хо, 使 得 
ѕир[0% (20) | =оо (61,2, ---). (3) 


事实 上 , 使 得 
зир{И "> (2) = оо 


成 立 的 那些 zEX 所 成 的 集合 4 是 一 个 剩余 集 ; 所 以 , А = ПА, 
| b=1 


非 空 ， 显 然 , Ао 的 任何 元 素 都 可 以 取 作 为 zo. 
这 个 命题 有 时 称 为 奇 点 凝聚 原理 ， 
1. 2， 对 于 算 子 序列 《0 在 买 上 收敛 的 情形 ， 即 对 于 每 个 
ЄХ 存在 
U(z)= lim Un(7) (4) 
时 ， 应 用 定理 1, 便 得 到 关于 线性 算 子 收敛 序列 的 一 个 重要 结果 . 
就 是 , 在 上 面 关 于 空间 六 与 Y 所 作 的 假设 下 有 
定 理 2， 如 果 和 连续 线性 算 子 序列 tU 在 X КИО, 
则 口 是 线 性 算 子 ,并 且 
Ва. (5) 


КТТ ОЕ 
一 oo， 所 以 зыр, Сг) оо, АЛИЕН 1 КЕЯ) 
有 界 ， 于 是 

ОС = Вы, аи, 
由 此 椎 得 算 子 UU 的 连续 性 及 不 等 式 (5). 


Е. 必须 着 重 指出 , 在 空间 ВОХ, У) 0, 按 范 数 可 能 不 收敛 
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ҒО, Я: Хх=И, У=В И, =}, 其 中 
(т) = 二 (2==(,)Є1; 82 一 1 2 …)， 

虽然 Л.(2)>0, 但 是 | 站 =1 (n=1,2,…), 

在 某 种 意义 上 ， 范 数 序列 的 有 界 性 也 是 线性 算 子 序列 收 伍 的 
充分 条 件 ， 确 切 地 说 ， 我 们 有 (参看 Banach 与 Steinhaus[1]). 

定理 34Banach-Steinhaus). 由 В- 空间 Х #1 В-2 -空间 Y 内 的 
连续 线性 算 子 序列 (0,) 在 X Биа аан тазан 
是 : 


ovv 


1) ЯРУ. 的 范 数 总 体 有 界 : 
1Z < 好 (и=12, ...) 

2) 序列 (Us(z)) ЕХАЛ: 

证 ， 必 槛 性 ， 第 一 个 条 件 的 必要 性 由 定理 1 推 得 ， 第 二 个 条 
件 的 必要 性 是 明显 的 . 

充分 性 ， 取 任意 的 xEX 并 选 x'ED 使 得 

[#—ж'|<г. 
当 т, п 充分 大 时 
JUn(z’)—U,(z) |<. 
于 是 

10,02) 0,62) 

Зи) И 10,62) 0,0) 04010,62) —0,(27) 

<е+40,.1--10, 012-2 10-1). 

这 样 , 由 于 空间 立 的 完备 性 , 存在 (2) = Ни (2), 从 而 根据 定理 
2,0 是 连续 线性 算 子 . 

ЖІ. 如 果 把 序列 人 忆 。(z ) С ED) 自 收敛 换 为 收 和 伍 于 DCz )， 
其 中 也 是 给 定 的 连续 线性 算 子 , 则 此 定理 (充分 性 部 分 ) 仍 然 正 确 . 
这 时 空间 立 的 完备 性 是 不 需要 的 ， 
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注 2， 条 件 2) 可 以 用 要 求 在 六 内 一 基本 集 D 上 收 钙 来 代 圭 . 
事实 上 ,在 D 上 收敛 草 涵 在 绢 (D) 上 收 钱 ,而 喀 (D) 已 在 X 内 稠密 . 

注 3， 根 据 定理 I， 定理 3 的 第 一 个 条 件 可 以 用 条 件 ( 了 来 
代替. 

推论 ， 连 续 线 性 算 子 序列 的 收 分 点 的 集合 是 第 一 岗 的 或 者 是 
整个 空间 . | 

事实 上 , 如 果 收 鳅 点 的 集合 是 第 二 纲 的 , 则 根据 定理 1 的 注 可 
知 范 数 序列 有 界 ， 另 一 方面 , 收敛 点 的 集合 作为 第 二 纲 集合 , 在 某 
个 球 内 稠密 , 而 由 于 它 显 然 是 线性 的 , 所 以 也 在 全 空间 X 内 稠密 . 
再 应 用 定理 3. 

注 4， 如 果 在 定理 1 一 2 和 定理 3( 充 分 性 部 分 ) 中 ， 代 替 算 子 
序列 考虑 的 是 算 子 有 向 列 , 这 些 定理 仍然 成 立 . 


8 2， 在 函数 论 中 的 一 些 应 用 
上 一 节 的 定理 有 各 式 各 样 的 应 用 ， 我 们 来 详细 叙述 其 中 的 


— 


| 


2.1， 首 先 讨 论 关 于 机 械 求 积 公式 收敛 性 的 问题 . 


在 积分 的 近似 计算 中 , 我 们 通常 利用 形 如 


[аса Bhs) бало, 


к= 0 
的 机 械 求 积 公式 。 例 如 , ИА, ВОР АЗ 5ітрвоп 公式 就 
是 这 类 公式 ， 比 较 复 杂 的 还 有 Newton-Cotes 公式 和 Gauss А 
ж. С.Л. Соболев 深入 研究 了 多 重 求 积 的 一 般 理 论 ，( 参 看 C. 
Л. Соболев-П). 
因为 只 用 一 个 公式 不 能 保证 任意 高 的 精确 度 ， 自 然 要 去 考虑 
公式 的 系列 
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тъ 


| 2С) = ара) (1) 


k=0 
(ат ИВ n=0,1,..) 

并 且 提 出 这 样 的 问题 ， 用 这 些 公式 计算 积分 ， 在 什么 条 件 下 ， 当 
?>co 时 其 误差 趋 于 零 . 如 果 对 于 给 定 的 函数 > 这 种 情况 成 立 , 我 
们 就 说 机 械 求 积 公式 (1) 对 于 函数 z 是 收敛 的 . 

下 面 这 个 定理 回答 了 关于 机 械 求 积 公式 收 化 性 的 问题 ， 

定理 1 (Szeg5)， 规 械 闪 各 公式 (1) 对 于 任何 笑 续 困 数 都 收 妆 
的 充 要 条 件 是 : 


mA 


в 
1) У АМ (п=0, 1, ...); 


Е=0 


и РН ени 


A 


证 ， 在 空间 CLa, 6 中 研究 


fa(7)= Авер (п=0,1,--) 


f(z)=| о. 
在 V.2.1 中 已经 建立 
УМАР n=0,1,.). 
k=0 


由 此 可 见 , 条 件 Пя Е, 的 范 数 总 体 有 界 , 而 条 件 2) 表 明 对 
于 在 CLa, АЗИЮ БАРЫ =, 7,0) >02). 所 以 
本 命题 是 Banach-Steinhaus 定理 的 一 个 特殊 情形 (注意 该 定理 的 
О. 

ЖІ. 如 果 系 数 4 入 对 于 所 有 的 友和 2 都 是 正 的 ， 则 第 一 个 
条 件 是 第 二 个 条 件 的 推论 ， 
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事实 上 , 根据 第 二 个 条 件 , 公式 在 2С) = 1 时 是 收 煞 的 , 即 


ГА п 
2 一 “= | 01 УЗА, 
а к= 0 


пәс 


п 


НТУ А = УСА, 
k=0 


注 2， 在 第 二 个 条 件 中 ， 一 切 多 项 式 的 集合 可 以 用 任何 在 
СГа, 内 稠密 的 其 他 集合 来 代替 , 例如 用 一 切 分 段 线性 函数 的 集 
合 来 代替 ， 或 者 甚至 用 在 CLa, 8] 内 完全 的 集合 来 代替 , 例如 用 自 
变数 的 各 次 需 来 代替 (参看 Banach-Steinhaus 定理 的 注 2). 

注 3。 以 上 关于 公式 (1) 的 讨论 可 以 不 加 更 改 地 转 用 来 研究 
更 一 般 的 公式 


[ооа ара) (2) 
k=0 


(аи; n=0, 1,.°), 
其 中 世纪 是 一 个 指定 的 可 积 转 数 , ПИ ВОХР ЖК. 
以 下 是 得 到 机 械 求 积 公 式 的 一 个 基本 的 方法 ， 
对 于 每 一 个 4 二 0,1,…, 我 们 用 任意 的 方式 在 区 间 [a, 5] 内 取 
07, 00, 6 tw 并且 对 于 隙 数 z( 二) 构造 它 的 Lagrange 插值 多 
项 式 р,(2; ), ЕА 09, 0190,56, tn" 处 与 z(t) 重 合 ， 大 家 知道 


Plz;t)= Иа”), 


k=0 


其 中 


< Еа о,(#) 
ътт) 


(w(t)= (10°) (一 $) (— 8); 
В=0,1, ---, 0; R=0, 1, --.). 
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а ООО ТЕЕ КО 
我 们 得 到 机 械 求 积 公式 ; 
[коже Sas) 


k=0 
(ар = 人 ty) (3) 


Я ЕЖУ ЕЮ ААЩИНИЯ А АС Натансон-Т, 590 11). 

如 果 函 数 СНА п ОК, 则 它 的 插值 多 项 式 
和 它 本 身 完 全 一 样 ， 故 公式 (3) 在 此 情形 是 精确 的 这 样 ， 如 果 
z(1) 是 任意 的 多 项 式 , 则 对 于 充分 大 的 % 公式 的 误差 等 于 零 , 即 机 
袜 求 积 的 插值 公式 在 一 切 多 项 式 的 集合 上 总 是 收敛 的 ， 由 此 可 
见 ， 使 这 些 公式 对 于 任何 过 续 函 数 收 敛 的 充 要 条 件 只 是 定理 1 的 
第 一 个 条 件 ， 特 别 , 根据 注 1 可 知 , 如 果 所 有 的 系数 4 四 实 0, 收敛 
性 即 得 到 保证 . 

例如 , 当权 函数 是 正 的 并 且 点 00, 0, Е ВОК 
an( 划 形成 关于 权 p(1) 的 一 个 正 交 系 时 ， 求 积 公式 收 敛 、 这 时 得 
到 的 求 积 公式 叫做 Gauss 型 公式 ， 它 们 与 其 余 的 机 械 求 积 插值 
公式 的 差别 在 于 它们 对 于 次 数 为 24 二 1 的 多 项 式 是 精确 的 (参看 
HaraHcoH- 601 页 ). 

2. 2， 考 察 空 间 C, 其 元 素 是 定义 在 整个 实 轴 上 具有 相同 周期 
(为 确定 起 见 取 2x) 的 周期 过 续 函 数 ， 每 一 个 这 样 的 函数 显然 可 
以 作为 定义 在 长 度 为 27 的 某 个 区 闻 [a, a 十 2x] 上 并 且 满 足 条 件 
z(a+2r)=z(a) 的 函数 来 处 理 ， 这样 就 可 以 认为 C 与 C[a,a 上 
2x] 的 闲 子 空间 一 致 ，. 

由 此 推 得 , 具有 连续 核 К, 外 ) 的 算 子 y=U(z) 

ув) = [| KGs зе (sefaot2r]), (4) 
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是 由 C 到 C 内 的 线性 算 子 ， 留 给 读者 验证 , 算 子 如 的 范 数 的 表示 


式 是 


|9 | = max| ”| К (3,8) [41 (5) 

(参看 V.2.4). 

一 般 来 说 , 算 子 (4) 变 周期 函数 为 非 周 期 函数 ， 使 可 成 为 由 C 
到 C 内 的 算 子 的 充 要 条 件 显然 是 核 К, t) 关 于 它 的 第 一 个 变数 
是 2r- 周 期 的 , 即 КО 27, 0) = К(8, 0). Ш, 如 果 核 K(s, 0) 
定义 在 整个 平面 上 并 且 它 的 第 二 个 变数 也 是 2r- 周 期 的 , 则 在 (4) 
和 (5) 中 的 积分 可 以 在 长 度 为 2x 的 任何 区 间 上 进行 . 

我 们 构造 连续 的 2r- 周 期 函数 z(t) 的 Fourier 级 数 : 


z(t) 和 ~ 时 十 У (urecoskt НЫ зіл), 
k=1 


1 2r 1 2х 
== | w(t)cosktidt, == | z(t)sinktat 
njo Л Ло 


(k=0, 1, …)， 
使 C 中 的 每 一 个 函数 *( 1 都 与 它 的 Fourier 级 数 的 部 分 和 


Su.(z) 相 对 应 , 我 们 得 到 一 个 由 C 到 C 内 的 算 子 3， 大 家 知道 ， 
这 个 和 能 用 Dirichlet 积分 表示 出 来 : 


i—s 
2 


вів (22-1) 


9—5, (2), и) z(t) й, 


віп 28 
即 算 子 5, 具有 形式 (4), 并 且 由 于 它 的 核 是 连续 的 ， 所 以 8, 是 连 
续 线性 算 子 、 我 们 证 明 , [5,| —> оо, 


md 


事实 上 , 根据 (5) 并 由 于 核 的 周期 性 
。309 。 


int S$ 

2 

Г. 2+1, | 
ар а= 1 sinmt |, 
=; |, sint | x 0 sint ? 

2 і 


ҖЕН т 204-1. ЯНАУ АОЛ 5 
[зів |<}, ние (==), 
进一步 得 


(2k+ i yx 
т- | om 
sinmt inmt 
Танит | Ы а 


ПА; 
ноті > 元 ">. sint 


А к 2 
т . m-1 ram 
1 ~ | зіпті | 41221 | л 


1 11, m1 
=> = 1 > . 
ва 2-1 в, t 8л п" 


于 是 


由 此 推 得 欲求 之 结果 . 
根据 定理 1. 3 可 以 断定 , 存在 连续 周期 函数 , 其 Fourier 级 数 
并 不 一 致 收敛 到 任何 函数 . 


所 作 的 讨论 同样 能 够 确定 存在 连续 周期 消 数 ， 其 Fourier 级 
数 在 任何 预先 指定 的 点 处 发 散 . 
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为 此 考察 在 空间 С 上 的 泛 函 序列 ff: 


sin( 


в 


5 У. 2.2 1—2 Л, ВН РА А Ш: 


| sin (28+ рев 


1 23 
| 
р 2 
р б sin (а 
-| |01184, 
2 | 


所 以 | 六 155sco。 因 此 根据 定理 1. 1 存在 元 素 EC ， 使 得 sup 


[六 (ze = ce ,这 就 是 我 们 所 要 证 明 的 ， 
现在 于 数 直 线 上 到 任 意 的 可 数 集 合 e= 人 ti) 并 且 构 造 泛 
ВЯ 7: 
fa (1)=5,(2)(4,) (,а=1,2, 6). 


ВЕРЕ архе ра, 可 以 找到 元 素 zoEC, 使 得 
вор! (2)|=00 (&=Ь2,...), 


即 得 到 这 样 的 函数 2001), 其 Fourier 级 数 在 集合 6 的 每 点 处 都 
发 散 . 

du-Bois-Reymond 第 一 个 给 出 一 个 连续 函数 的 Fourier 级 
数 不 处 处 收敛 的 例子 (参看 Zygmund). 

如 果 我 们 把 8 看 作 由 开 到 LL' 内 的 线性 算 子 , 则 由 于 核 的 对 
称 性 15%1 保 持 前 面 的 值 ， 从 而 根据 定理 1.3 可 以 断定 存在 这 样 的 
ЖЖ, 其 Fourier 级 数 在 L' 中 不 是 一 致 收敛 的 . 
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2.3， 如 果 引 进 多 项 式 算 子 的 概念 ,上述 结果 可 以 得 到 广泛 的 
推广 , 


我 们 再 取 周 期 (以 27 为 周期 ) 连 续 函 数 的 空间 C， 并 且 以 H， 
表示 其 中 所 有 次 数 不 超过 % 的 三 角 多 项 式 组 成 的 子 空间 ， 


如 果 空间 C 中 的 线性 连续 算 子 可 具有 下 列 性 质 : 
1) 对 于 任意 的 元 素 zxEC, U(x)EH, 


2) 如 果 =ЄН,, Ш О(г) = а, 
则 称 如 是 次 (三 角 ) 多 项 式 算 子 . 

换 甸 话说 ， 多 项 式 算 子 把 每 个 周期 为 27 的 冶 数 变 为 次 数 不 
超过 % 的 三 角 多 项 式 , 并 且 使 这 些 多 项 式 本 身 不 变 , 

多 项 式 算 子 的 一 个 最 简单 的 例子 就 是 在 2. 2 中 研究 过 的 算 子 
,， 把 一 个 函数 变换 为 根据 一 组 指定 的 结 点 构造 的 (三 角 ) 插 值 多 
项 式 是 这 类 算 子 的 另 一 个 例子 . 

我 们 引入 下 列 记号 .如果 y=V0(7), 则 用 U(x; s) 表 示 在 给 定 
з 时 函数 у НА. АП, 6,(2;5)=8,(2)($). ЖИ, 如果 =) 


C 中 的 某 个 函数 , 则 以 za(t) 表 示 由 x( 世 经 平移 所 得 的 函数 : 
ME) 一 2 人 (十 下)。 


显然 , 对 任何 天 有 "ЕС. Жан, 由 于 函数 zEC 的 一 致 连续 
性 , 当 1->0 时 


[а] = тах |а) 010)150, (6) 


关于 多 项 式 算 子 和 它 的 序列 , 可 以 建立 极 重要 的 一 般 结果 . 它 
们 都 依赖 于 下 列 引 理 , 它 把 任何 多 项 式 算 子 和 最 简单 的 算 子 8 Е 
引 理 1， 如 果 U 是 % 次 多 项 式 算 子 , 则 有 恒等式 


NT я 
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Я азво) 8,625 $) («Є С) (7) 
2л 0] 


(2.уртопі-Магсіпкіеміс2- Берман 恒等式 ). 
1. В ЖИ ЕН И xz"EH,， 于 是 
1(zr;s 一 7Z) 一 2r(S 一 7T) 一 2(s)。 
而 由 于 5. 十 1% 次 多 项 式 算 子 ,所 以 
6,023 5) =2(8), 
МАНЕНАЕ ЕВА ТН. 
现在 设 X(t1)= cosmt 或 7(1)= sinmt， 其 中 ;>>n， 为 确定 
起 见 只 讨论 第 一 种 情形 , 我 们 有 
"(у= со5т( т) = созт? созтт — sinmt ѕіптт 
== 7,1 )соѕтт -- 2, (Ё) чате. 
因此 , 如 果 令 
у= 0621), ga 一 V(zz) 
(у у» 是 Hs 中 的 元 素 ), 则 
U(z';s—r)=y(s—~r)cosmr - ys —т) sinmrt, . 
但 是 yi(s 一 fT) 与 y2(5 一 +) 是 关于 t+ 的 三 角 多 项 式 , 它们 的 次 数 不 
超过 п, 因而 与 国 数 cosmz 及 sinmz 正 详 .由 此 可 见 


1 27 р —_ 
去 | 0 (25 3 —т)йт= 0. 


显然 ,(7) 式 右 端 也 等 于 零 . 
这 样 , 恒等式 (7) 在 此 情形 已 经 证 明 ， 从 而 因为 两 边关 于 z 都 
是 可 加 的 , (7) 式 对 于 任何 三 角 多 项 式 也 成 立 . 
现在 考虑 恒等式 (7) 的 左 端 并 且 证 明 , 对 于 指定 的 s， 它 是 空 
间 C 中 的 线性 连续 泛 函 . 
事实 上 , 以 f(z) 表 示 (7) 的 左 端 ， 我 们 来 证 明 泛 函 f, 对 于 每 
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个 元 素 ?EC 都 有 意义 ， 为 此 证 明 在 积分 号 后 是 + 的 连续 函数 . 我 
们 有 
[0 ("7% 8 —т №) 0 (а 8 т) | 
< (ау з—т- А) 00296 —т—№) | 
+10; 6 —т В) 0 (295 -—-т)] 

[И (|+ 10 0а в т) 0 (а 5 т) | 

«П ра — = (утв) 0 (8—7) |. 
由 于 (6)， 这 里 的 第 一 个 加 项 对 于 充分 小 的 于 为 任意 小 , 又 由 于 国 
ЖИ (т, 切 的 连续 性 ,第 二 个 加 项 也 对 于 充分 小 的 天 是 任意 小 的 . 

5 ра f, 显然 是 可 加 的 ,而 因为 


Г, = |" 0а"; в) |47 


| аас ПУН, 
В У, ВЖЕ. 
最 后 , 如 果 记 g,(7)= 5, (2; 5), 则 恒等式 (7) 就 表示 泛 函 f。 和 
9 一致 ， 但 是 前 面 已 经 证 明 这 两 个 泛 函 在 一 切 三 角 多 项 式 这 个 在 
СНА Ем Ур, 都 是 连续 泛 函 ， 由 此 推 得 
它们 在 整个 空间 C 上 的 一 致 ,这 就 是 所 要 证 明 的 . 
定理 2， ИКРА ВР 8。 具有 最 小 的 


1218,1 Ала. 
事实 上 , 由 恒等式 (7) 
15.(2)| = тах| 8, (23 5) | 


Bx 
<=; | тах |0 (1; =-—7) |4 == 0], 
2л 0 8 


18,1101. 
314 + 


NY ~ 


TA A 


第 一 个 命题 可 以 直接 从 前 一 个 定理 推 得 ， 利 用 定理 1. 1 得 到 
第 二 个 命题 . 

作为 所 述 定理 的 特殊 情形 ， 我 们 指出 下 列 重要 的 事实 。 对 于 
任何 插值 的 结 点 ,存在 这 样 的 连续 274- 周 期 函数 , 使 得 对 它 构 造 的 
插值 多 项 式 序列 并 不 一 致 收 化 (Faber 定理 ). 

我 们 不 加 证 明 地 指出 , 定理 2 和 3 的 结果 可 以 转移 到 空间 17 
的 情形 . | 

在 空间 СО, 菇 中 ,可 以 类 似 地 考虑 (代数 的 ) 多 项 式 算 子 ， 即 
这 样 的 连续 线性 算 子 , 它 变换 СГО, 1] 到 一 切 次 数 不 超 过 的 代数 
多 项 式 所 构成 的 子 空间 Н, фа, Н, 中 的 元 素 是 不 变 的 ， 但是， 
把 代数 的 情形 化 为 三 角 的 情形 去 研究 是 更 方便 的 .( 参 看 Натан- 
сон-1, 672 М). 

我 们 取 ( 代 数 的 ) 多 项 式 算 子 U0,, 它 把 连续 函数 变 成 此 函数 关 
于 给 定 的 正 交 多 项 式 系 的 Fourier 级 数 的 % 项 和 ， 把 对 于 代数 情 
形 类 似 定理 3 的 定理 应 用 到 算 子 序列 上 , 得 到 这 样 的 结果 (Huxo- 
raep[1]): 对 于 任何 正 交 的 多 项 式 系 , 存在 这 样 的 连续 函数 ， 它 美 
于 此 多 项 式 系 的 Fourier В-ВО. 

定理 2 和 3 是 C， М. Лозинский 和 Ф. И. Харшиладз 建立 的 (参看 
Лозинский[1], [2]. С. М. JiosrHcKkr 站 对 这 个 思想 有 相当 大 的 发 展 . 

2.4. 我们 研究 用 奇异 积分 表示 函数 的 问题 . 

设 在 正方 形 [a, 5; a, 5] ЕЕ ЯН ЕН РЕЦК С, #)}. 如 
果 序 列 


205) Ke rat 001,2, =) (8) 
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在 某 种 意义 下 收敛 于 z(s), 就 说 函数 zx(s) 表 示 为 奇异 积分 . 

在 分 析 的 各 种 问题 中 都 经 常 遇 到 奇异 积分 ， 例 如 Dirichlet 
积分 , Fejer 积分 , Vallée-Poussin 积分 , Hilbert #7). 

限于 连续 核 ， 我 们 来 证 明 关 于 奇异 积分 在 空间 Li[a, 2138 
均 收 敛 的 定理 . 

定理 4， 对 于 任何 可 积 函数 z， 序列 (8) 在 究 间 L' 中 收 伍 于 
z 的 充 要 条 件 是 : 


АА А АА Е 


oT о А АА чину ет ВУ 


ТГ К, (8, tz(t)adt zr(s) 48—50; (9) 


в>> 


2) | IKCS Dds<M ea Б; а=1,2,-). 0) 
事实 上 ， 如 果 以 D 表示 在 空间 工 :中 由 核 天 vs, Е 
ат: 

9=0. (2), (8) = | Kls, 092094, 


则 第 一 个 条 件 表示 ， 对 于 xzED，Vx.(z) 一 z， 而 第 二 个 条 件 根 据 
V.2.5 表示 1zoj 委 M， 这 样 ， 上 述 结 果 是 Banach-Steinhaus 定 
理 的 一 个 特殊 情形 (更 确切 地 说 , 是 此 定理 的 注 2)( 参 看 1. 2), 

注 1. 在 充分 性 部 分 , 条 件 1) 可 以 换 为 两 个 更 简单 的 条 件 , В 


|. С, аэ = сыре), 011) 
[тх,о Dat < (=Є[а, 6]; n=1,2,.). (19) 


容易 证 明 , 在 此 情形 可 以 取 包 含 在 [o,5] 内 的 所 有 可 能 的 区 间 上 的 
特征 国 数 全 体 作 为 也 . 


事实 上 , д я р Иа, РТ 的 特征 函数 ， 则 当 sE(w, 6) 时 
sa(s)=| Kls, 0901—51 #(8); 
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而 如 果 $4 а, 91, 例如 , аса, 则 


В В а 
gs) = | 天 (Cs Ва! =| К. (8, at -| K,(s,t) a 


>1—1 


=0=#(5). 
由 此 可 见 , 对 于 所 有 的 sa И, 即 几乎 处 处 ， 和 (s) 一 5(s)。 条 件 
(12) 保 证 可 以 在 积分 | | К, о, О (1)at 一 2(s) |ds 的 积分 号 


下 到 极限 , 因此 这 个 积分 的 极限 等 于 零 . 

注 2， 如 果 核 К, ($, 是 对 称 的 ， 则 条 件 (12) 和 定理 的 条 件 
2) 相 同 , 因而 在 此 情形 条 件 (11) 和 (12) 本 身 就 是 必要 的 和 充分 的 . 

如 果 我 们 把 由 核 a(s, 四 生成 的 算 子 5; 看 作 空 间 С[а, 6] Ч 
的 算 子 , 则 类 似 地 可 以 得 到 关于 序列 (8) 一 致 收敛 到 连续 函数 x(s) 
的 条 件 . 

读者 可 以 从 Dunford 和 Schwartz 的 专著 ТТИ. П. Натансон [1] 
的 文章 中 找到 关于 奇异 积分 的 更 详尽 的 材料 . 

2.5， 最 后 研究 关于 级 数 广义 求 和 的 问题 (参看 Zygmund). 

设 有 数 项 级 数 

аа +. Ба, ***, (13) 

且 设 人 中 是 其 部 分 和 的 序列 .引入 无 限 矩阵 


Qi Wiz ** бб 


Q21 0Qs2 Oop т“ 
Qnl On * np 
并且 组 成 表示 式 
oa 一 全 ankss (п= 1,2, …)， 
К =1 


Б от 9. ВСЭ, 
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ДИН о НЕЕ ВАУ, Ка СІЗ) 36 РАНЕ С14) 
可 以 广义 求 和 。 我 们 把 极限 


а= те, 


叫做 级 数 (13) 的 广义 和 . 
例如 , Сезаго 求 和 的 方法 , 即 


A NAN NA 


k=1 
它 对 应 于 矩阵 
1 0 0 
1 1 
9 9 0 
1 1 
п 


代替 讨论 级 数 的 广义 求 和 ， 我 们 可 以 考虑 关于 确定 一 个 序列 
的 广义 极限 的 问题 , 使 序列 


о,(1)- Tian, (4=1, 2, --.) 
к 


对 应 于 给 定 的 数列 z= 他) 并 研究 它 当 2 一 co 时 的 情况 ， 显 然 ， 
问题 的 一 种 提 法 容易 导致 另 一 种 提 法 .因为 序列 的 观点 更 方便 ， 
我 们 要 详细 谈 谈 它 , 但 是 仍 保留 前 面 的 述 语 “ 求 和 法 ”. 

自然 只 考 虚 这样 的 求 和 方法 ， 它 们 能 应 用 于 每 一 个 在 通常 意 
义 下 收 钱 的 序列 并 且 使 其 通常 的 极限 就 是 广义 极限 ， 具有 这 些 性 
质 的 求 和 方法 叫做 永久 的 或 正则 的 ， 下 列 定 理 建立 了 由 矩阵 (14) 

定理 5 (Toeplitz)， 由 知 阵 (14) 确定 的 求 和 法 是 永久 的 ， 其 
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充 要 条 件 是 


NA 


3) Зам ml,2,.). 
k=1 
证 ， 在 收 仇 序列 的 空间 с ЕЖЕ 


в,(т)= Уа (1={8,}} п=Ь а, …) 
Rl 


0(7)= limé. 
ЖУ. 2.2 中 已 经 指出 
о = Dj ier] (n=1, 2, .-•), 
k=-1 


所 以 条 件 3) ЖА ov 的 范 数 的 有 界 性 . 
其 次 ,引入 序列 
Фо 一 (1, 1, …，1， ~) 和 ть = (0, ,0, 1, 0, <) 


(1 在 第 大 个 位 置 上 )， 
因为 
о (а) = Sa or) а (2 
EL=1 


所 以 条 件 1) 和 2) 可 以 写成 为 


(ть) —>0=0(1,), 0,(%)——>1=0(4%). 


由 于 元 素 zo xz ，Xz,…' 的 全 体 在 c 中 是 完全 的 ， 定 理 的 条 
件 与 Banach-Steinhaus 定理 (考虑 到 注 1 和 2) 的 条 件 相同 . 由 
此 可 见 ,条 件 1) 一 3) 对 于 

. 319。 


с„(2)——>0(1) 


是 必要 的 和 充分 的 , 而 这 就 表示 求 和 法 的 永久 性 . 
对 应 于 Cesaro 方法 的 矩阵 显然 满足 定理 的 条 件 ， 由 此 推出 
算术 平均 方法 是 永久 的 这 一 熟知 的 结论 (Cesaro)。 
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第 八 章 ”Banach 空间 中 的 弱 拓扑 


ЖЕНЯ НИ, ПОР ТВТ СА АДУ ВЕ 
质 ， 在 这 一 章 我 们 将 考察 这 种 拓扑 的 更 深刻 的 性 质 ， 在 8$ 4 中 要 
研究 一 个 数理 经 济 学 问题 ， 解 决 这 个 问题 时 利用 了 连续 沙 数 空间 
中 弱 拓 扑 的 性 质 及 连续 线性 泛 函 的 一 般 形 式 的 定理 ， 


$1. ЛЕ 


1. 1， 我 们 从 给 出 Banach-Steinhaus 定理 对 于 弱 拓 扑 和 ( *) 
- 弱 拓 扑 的 重要 推论 和 开始， 首先 考察 序列 弱 收 敛 和 ( * )- 弱 收敛 的 
判别 准则 . 
设 有 一 个 给 定 在 8- 空 间 X ЕЕ ВНЕ НАЯ}. 如 果 
对 于 每 个 YEX 都 存在 有 限 极 限 
Бшьу,(=) = 062), (1) 
则 根据 定理 УП. 1. 2 泛 函 也 是 线性 的 和 连续 的 , Н.Г, >! 
(о(Х*,Х)), 
从 Banach-Steinhaus Е Яя] НТ ВОС + )- 89 ВСЯ 
Е. 
定理 1， 设 X 是 8- 空 间 、 使 关系 式 
fr>f(o(X*, X)) (2) 
成 立 的 充 要 条 件 为 : 
1) ВОИ; 
2) 对 于 在 X 中 稠密 的 集合 中 的 任何 x, 关系 式 (1) 都 成 立 . 
Ж. 在 条 件 2) 中 可 以 只 限于 概 求 D 在 外 内 是 基本 的 (参见 
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Banach-Steinhaus 定理 的 注 2)， 

范 数 关于 弱 收 敛 的 连续 性 并 不 成 立 ， 即 ， 从 (2) 不 能 推出 上 
НЫ 只 能 断定 

ЕТА 

(参见 定理 УП. 1.2). 

现在 考察 XX 中 的 弱 收 敛 . 首先 指出 ， 赋 范 空间 XX 到 和 X** 内 
ВОВА л 是 局 部 凸 空间 (X,o(X,X*)) 到 局 部 凸 空间 x(X) 上 
的 线性 同 构 , 这 里 将 x(X) 看 作为 局 部 凸 空间 (CX**,，o (X**, 义 *)) 
的 子 空间 ， 杰 知道， 在 这 些 空间 中 元 素 的 有 向 列 的 收敛 都 表示 对 
所 有 СХ" 的 收敛 . 

这 个 简单 的 注 表 明 ， 在 许多 情形 可 把 研究 X 中 的 弱 拓 扑 归 结 
为 考察 X** 中 的 ( ж )- 弱 拓扑 .例如 ， 考虑 到 映射 x 的 等 距 性 ,由 
定理 1 的 注 可 得 , 如 果 zn 一 xz (9СХ,Х*)), | «Ш [а,|. 利用 


定理 1, 类 似 地 可 得 ， 
定理 2. 在 赋 范 空间 Х 中 序列 2, э (0(Х, ХЕ И: 
为 : 


1) suplznl «оо; 


2) 对 于 在 空间 X* НЕО ЖЕНИ ЛЕХ 

f (zn) ~—>f(7). 
现在 考察 弱 有 界 集 合 ， 设 召 是 赋 范 空间 XX 中 的 一 个 集 

合 , 如 果 对 于 任意 的 JEX*,suptlf(z)1:zEB)<co, 则 称 媚 是 弱 有 
界 的 . ЖЕЕ X* 中 的 集合 ,如果 对 于 任意 的 2СХ, вор |7607) |. 
ЕЕ} < о, ШЖ ЕТЕ Х* 中 是 ( * )- 弱 有 界 的 .显然 ， 集 BCX 
的 弱 有 界 性 等 价 于 它 在 局 部 凸 空间 СХ, o(X, Х*)) 中 的 有 界 性 ， 
而 ZCX* 的 ( + )- НЕ РЕЛЕ СХ, о СК*,Х)) 
中 的 有 界 性 ， 
‚ 322. 


Е У. 
证， 只 须 证 明 ( * )- 弱 有 界 集 合 忆 是 按 范 数 有 界 的 ， 假 如 不 
然 , 则 从 瑟 中 可 找到 序列 {fo), ВЕП 2а (nEN)， 因 为 


| «зсзар 121: feB) >0 (rEX), 


ВТЕ (п), э0(0(Х*, Х)), НМ Ж| (1/0), |29 (rnEN), 故 与 
定理 1 的 条 件 1) 不 相 容 . 

同 从 定理 1 可 推出 定理 3 一 样 , 从 定理 2 可 推出 : 

定理 4. Шк Хан, ШЕ BCX 弱 有 和 界 的 充 要 条 件 
为 它 按 X 中 的 范 数 有 界 . 

早 在 第 三 章 中 我 们 就 讲 到 要 证 明 这 个 定理 (参见 定理 III.3. 
3)， 但 只 是 现在 讲 了 Banach-Steinhaus 定理 之 后 , 才能 完成 其 证 
明 、 闵 为 弱 紧 集 是 弱 有 界 的 , 所 以 从 定理 4 推 知 , 任意 弱 紧 集 都 是 
按 范 数 有 界 的 . 

我 们 还 记得 ,对 于 赋 范 空间 X 中 的 凸 子 集 来 说 ， 弱 闭 与 按 范 
数 闲 是 一 致 的 (参见 定理 Ш. 3.2)、 下 面 我 们 将 指出 , 虽然 有 这 个 
性 质 , 但 在 无 限 维 8- 空 间 中 弱 拓 盾 与 范 数 拓 扑 是 不 同 的 . 

在 1. 1 开始 时 所 作 的 讨论 表明 , 如果 < 六 是 8- 空 间 , 则 空间 Х* 
是 (* )- 弱 序列 完备 的 ， 即 如 果 对 于 任意 xEX， 数 列 (f,(7)) Е 
X*) 的 极限 存在 , 则 存在 ГЕХ*, fu->f(o(X*, XX)). 

空间 X 本 身 不 一 定 具有 类 似 的 性 质 ， 如 果 局 部 凸 空间 (X， 
o(X,X+)) 是 序列 完备 的 ( 即 下 列 性 质 成 立 : 若 对 于 任意 fEX*, Ж 
(а) Са) Е, 则 存在 zEX，zn->z(a( 双 , X*)))， 
则 称 B- 空 间 XX 是 弱 序 列 完备 的 . 从 X* 是 (* )- 弱 序列 完备 的 可 推 
出 自 反 五 -空间 X 是 弱 序 列 完备 的 .在 第 十 章 我 们 将 看 到 ， 空 间 
со 不 是 弱 序列 完备 的 , 而 非 自 反 空间 工 :[0, 1] 是 弱 序 列 完备 的 ( 参 
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见 定理 Х. 4. 9)， 下 述 定理 表明 弱 拓 扑 与 强 拓扑 之 间 的 本 质 的 
2%]. 

ЩЕ. НЕТУ. 2 可 推出 充分 性 ， 现 证 必要 性 М Ш. 3.3 
推出 , ЛЕД ЗЕЕ 空间 中 的 球 Bx* 包含 在 有 限 多 个 泛 函 的 绝对 
凸 包 之 中 , 由 此 推出 Х* 是 有 限 维 的 , ВЕ Х 也是 有 限 维 的， 


$2. ЕБееи-Шмульян 定理 


ЖЕ АХ 的 子 集 ， 则 它 可 能 具有 三 种 接近 于 紧 性 
的 性 质 ( 参 见 Г. 2.7). В: 

1) 妃 是 相对 紧 的 , 即 召 的 闲 包 是 紧 的 ; 

2) 互 是 相对 列 紧 的 ， 即 娘 中 任意 的 序列 包含 收敛 于 入 中 点 
的 子 序列 ; 

3) 互 是 相对 可 数 紧 的 ,， 即 召 中 任意 序列 在 于 中 具有 极限 

在 一 般 情况 下 具有 下 列 关系 : 了 过 3) 和 2) 过 3). Ж1 5.1 
我 们 证 明 过 , 当 Х 是 距离 空间 上 时， 性质 1) 一 3) 是 等 价 的 ， 这 里 我 
们 来 证 明 , 如 果 头 是 赋予 弱 拓 扑 的 B- 空 间 ， 则 有 类 似 的 准则 ， 我 
们 先 指出 , 弱 紧 集 不 一 定 是 可 度量 化 的 ， 事 实 上 , 考察 任意 的 不 可 
分 的 自 反 B- 空 间 X( 例 如 具有 不 可 数 基 的 Hilbert 空间)， 它 的 
球 Bx 是 弱 紧 的 , 但 车 它 按 弱 拓 扑 是 可 度量 化 的 , 则 根据 定理 I 5. 2 
的 推论 1, Вх 是 能 可 分 的 ， 而 这 时 因 Bx 是 凸 的 , 它 也 是 强 可 分 的 ， 
由 此 推出 买 是 可 分 的 , 从 而 导致 矛盾 . 

在 能 拓扑 下 1) 一 3) 的 等 价 性 已 证 明了 , 这 是 很 多 数学 家 多 第 
来 努力 的 成 果 , 基本 的 结果 是 В. Л. Шмульян 和 Eberlein 给 出 的 
《在 本 世纪 四 十 年 代 ), 所 以 这 个 在 了 -空间 理论 中 的 一 个 重要 部 分 
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自然 叫做 Ебегіеіп-Шмульян ЖИ 下面 的 叙述 法 是 属于 
Whitney 和 Cohen 的 ， 


引 理 1， 设 X 是 8- 空间 ,Y 是 X** 中 的 有 限 维 子 空间 , 这 时 
于 任意 PEcY 有 
тах {| РС, 115 . (1) 


证 ， 因 为 空间 Y 中 的 单位 球 是 紧 的 ,所 以 对 此 球 存在 有 限 1/4- 
网 (Fn}a-1 《Fml=1, m==1;2,…, 2). 取 fmSX*, 在 X* 1,11, 
ПОР. СР) |2>3/4(т 1, 2, 5-6, п). М FEY， 我们 来 证 (1)， 可 以 
Их Р50, ХНТ В РЕЖ Р, 使 得 1/ 下 一 2 天 
1/4。 由 此 

ГЕ (Ди) | 0FI Fn С) | — ТЕРС) СРЕ) СР) | 
ЕЕ» СР) 1 ТЕРЛЕР 


3 1 1 
> 和 | 下 一 于 1P1 = Рр, 


从 而 得 (1). 

引 理 2. ина ЗИ X 中 的 相对 能 可 数 紧 子 集 、 用 乙 ж 
Ж чпу о(хе, ВЫ, Ея: ХХ ВАЛ, 8 
НЕ, Е о(х*", Хе), НЯ РСЕ, ФЕЙ 
а.) СВ, НИ Н РОЯ 

Ж. 显然 , 引 理 2 所 述 的 序列 {zw} 有 唯一 的 极限 点 . 

证 ， 因 为 有 是 相对 可 数 紧 的 ， 故 对 于 每 个 JfEX* ВАД) 
标量 的 相对 紧 集 , 由 此 轧 是 弱 有 界 的 , 故 也 是 强 有 和 界 的 (定理 1. 4). 
因此 ， 根 据 Alaoglu-Bourbaki 定理 , 集 Е, 是 о(Х**, Х*)- В. 

设 FEB,， 我 们 根据 归纳 法 找 出 未 知 序列 {xz,}.。 取 EX*， 


ж) 历史 的 概述 参见 Dunford 和 Schwartz-1l。 
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А11. № РЕЕ,, ЖА ЕЕ, 使 得 
1(Р—я(21))() |<. 
由 泛 函 了 和 一 x (zi) 生 成 的 空间 У, 是 有 限 维 的 , 根据 引 理 1 
可 找到 向 量 户 ， …, f(s， 它们 在 X* 中 的 范 数 为 1， 使 对 于 任意 
的 GEY。 
тах (160/91: 2<m<h(2)} 25-191. 
再 利用 РЕБ, 这 个 事实 , 可 找到 zs€, 使 得 
max{|(F—x(r) (01: 1<т<(2))<1/2. 
НЕХ, (Р лба), Е п(а), РЕ, Ур. 
азо 79 р, 它们 在 XX* 中 的 范 数 为 1， 使 对 于 任意 的 GEYs 


тах (160701: 002) <т<(3)) 222-161. 
由 于 FEB1, 我 们 可 找到 ЕЕ, 使 得 
тах { | (И—л(23))(}»)|:15т55#(3)} < 1/3. 
这 个 过 程 一 直 延 续 下 去 , 得 到 序列 {x,} CB， 使 得 对 于 任意 的 
СЄУ „= 52 (Р—л(1,), Е л(т,.1), " Р)НКАЖЌ 


max{|G(fn) | :b(n—l) тв) >19, (2) 
其 中 fnEX*, [| =1, В. 
тах {| (Е —л(2.)) (л) і: 1<т<Е(а)) < И. (3) 
设 zEX 是 序列 (zw} 在 弱 拓 扑 意义 下 的 极限 СНЕ ЕН 
能 可 数 紧 性 ， 这 种 点 是 存在 的 )， 因 为 ( 按 范 数 ) 闲 的 线性 包 
52({1,}) Ж Ш №, МЫ Е ({1}), 由 此 FP 一 xa(7x)EF 一 
(41а) с (Е, Р п(а), 9, Ел (ан), 1"), 其 中 闲 包 是 
按照 X** 中 范 数 取 的 . 
由 (2)， 对 于 任意 GE 从 (FF 一 x (71),…, 了 一 x(za),*"}) 有 


sup1G(fm) 1225161. 


因而 它 对 于 这 个 子 空间 的 闭 包 中 的 任意 9 都 成 立 ， 特 别 对 于 
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一 x(7) 也 成 立 ， 由 (3), #8 Нут 
1(F—x(xn))(fm)|<1i/p ЖЕ п>р)>т. 
上 比 时 对 于 n 宇 (3) 宇 m 有 
[FPF—a(zD) (Р) | SIF— re)) Фи) |+ [и =) | 
<1/р+ |fn(zn—7)|. 
因为 z 是 (z 小 的 弱 极 限 点 ,所 以 对 于 任意 的 六 > 办 ， 在 在 这 样 的 足 
标 п, 使 得 
| 廊 (z 一 z)1<1N № в>ЁЕМ)>т. 
对 于 这 样 的 x, 有 (因为 £N) 宇 m， 所 以 我 们 可 取 最 大 的 Р= 
N) 
|(Р-л(а,)) (и) |+ Уи 72)! <2/N. 
由 六 的 任意 性 可 得 ， 对 于 所 有 的 тЕМ Ж(Р—л(=))({») = 
0. 因为 
1/2|Р—л(х) 1<sup| (Е —л(ж)) (ў) | =0, 
ЯШ Е = л (zx), 证 毕 . 


ии ОАА 


2) Е Анри: 

3) 卫 是 相对 弱 可 数 紧 的 ， 

证 ，1) 信 2). 如 果 {z 小 是 至 中 元 素 序 列 , ШАН У 表示 集合 {zx} 
的 闭 线性 包 ， 由 于 定理 Ш. 3. 2 的 推论 3 可 得 ， 集合 BNY 在 可 
分 空间 了 的 弱 拓 盾 下 是 相对 紧 的 . 由 引 理 V.7. 1 的 推论 ， 集 
ЕПУ 的 弱 闭 包 是 弱 可 度量 化 的 .这 时 根据 定理 I.5.2， 存 在 子 
序列 2, >2(0(У, У*)), НШ 2,,—>х(о(Х, Х*)), 

2)>3). 显然 . 

3):>1). 用 万 表示 集 x(8) 的 oC(X**, 义 *) 闭 包 , Н Е. 表示 
ЖЕН о(Х, Х*)И 9. НИ 2, Е Е (Хх), НХ 
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о(х**, ЖИ. Няяя (+) ми сам, 
1. 1), 所 以 л(Е›) ~ Е,, 因此 Е, 是 弱 紧 的 . 

Ж. БАЯН М, И РЕ АТЕНЕ 
2, ДЕР {1} СЕ, 4848 2, >2(0(Х,Х*)), 

事实 上 , 根据 引 理 2, 存在 序列 {zw} СЕ, 使 x 是 其 唯一 的 极限 
点 ， 根 据 定理 1, 集合 Bs 是 弱 紧 的 ， 而 且 在 紧 空 间 中 有 唯一 极限 
点 的 序列 收敛 于 这 个 点 ( 引 理 工 2.2 的 推论 )， 因 此 z~>z(o(X， 
Х*)). 

推论 ， 设 是 5- 空间 X 的 子 集 , 则 直列 命题 等 价 : 

РЖИ 

2) Еж; 


A 


zz 


Е. 由 定理 1 可 知 了 >2), 而 2) 二 3) 是 显然 的 , 

3)=1). 因为 收敛 序列 有 唯一 的 极限 点 ( 即 自 身 的 极限 所 
以 根据 定理 工 的 注 ， 妃 是 弱 闭 的 . 现在 再 由 定理 1 可 得 如 是 弱 
ЖЮ. 


$3. АЕ РАО 


本 节 我 们 阐明 在 В-2 8] СТ, >，p) 和 CCK) 中 元 素 序列 弱 
收敛 的 涵义 ， 
3.1，、 首 先 证 明 一 个 引 理 . 
Зат. Ета ЕЮ о, ЕЯ 
的 实数 4% 有 . 
11 十 2 ?>1+рь-+с0 (и), (1) 
其 中 


一 


оо" ‚ [и Ь (2) 


[и] ?, || 21, 
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证 ， 引 进 函 数 
Х(и) = П-Еи|?—1—ри 


及 
(и) 
ф(и) = Gon) 
因为 
. . (1+0)? —1-—ри  р(р-1) 
lim# (0) = lim ц? Е 1.2 * 
іф (0) = lim ИРИ, 
所 以 存在 6220, А>0 Ж с>0, 使 得 
Ф(и)2с 24 |и| < 或 lu| 宇 A 时. (3) 
其 次 


X (и) =р|1+0| "авт (1%) — р, 
Х'' (и) =р(р-1) [1 и|7-? (из — 1). 
因为 % (и) >20, Ш ' (0) =0, ч и= О, Ж ХНА — 
的 极 小 值 . 但 YXY(0) =0, лем б< |а| <А В, Х(и)>0. МИЯ 
Тт. ЕЖ ч, Ф (и) 220, АЯ ЗЕ А АЌЛ ЕТА с, Шт 
认为 
急 (2) 之 5 (6<|а[<А). 
与 (3) 式 一 起 便 得 所 要 的 结果 . 
3. 2， 在 某 些 空间 中 序列 人 z 器 收敛 于 x 加 上 其 范 数 序列 的 
收敛 性 : [ж„| -> 和 zj 就 保证 了 序列 {z,) 按 范 数 收敛 于 zx。 
定 理 1， 使 实 空 间 БТ, 5, и) <р оо) 89/9 (а) #8 
范 数 收敛 于 zx 的 充 要 条 件 为 : 
1) zn~>Z( 弱 ); 
2) [х„|—>|2|. 
Е. 这 两 个 条 件 的 必要 性 是 显然 的 ， 我 们 来 证 充分 性 ， 大 
。329 。 


家 知道 , (2) * (Ур 1/91), ЯВ, ->z 意 味 着 : 
对 于 任意 4ELs 
[асосе {00 Cap. 
А А (17:40) 0}. 18 1<р<2, НН 1 的 不 等 式 


о), К скло МА Си В 


(1)? 2.08) — 201) т„(2) —2(#) 
| 21+ 200) +в 201) ). 


ЧЕ А АННЕ Е 1С) |’ 并 求 积分 : 


аса 2} асаа {асе 
+2| 1zC lsigna( tz t) 2С) аи 


to] о (4) 
Н ў 17 的 元 素 : 
y= |)z(t)1r Signz(t)， 
以 了 表示 在 L? 上 与 它 相应 的 线性 泛 函 , 则 不 等 式 (4) 可 改写 为 
o| ассо (Da 十 | агаи 
«а 12—100 СРС) 7 С)01, 
根据 定理 的 条 件 可 知 , О АЕ, 因而 此 不 等 式 左 端 的 两 
个 积分 也 趋 于 零 
а А, = Ао: 1а, (2) аР) 212000), й = (Є 
Ze Ыб 19(0)0), Н ӨС) 
可 得 
(аи 
| 12001 Д 261) ве 
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= 人 ае) -za 
[сера «Ри, (5) 


上 面 已 指出 ，(5) 式 左 端 当 п> ооа Ра. ВС) 
的 两 个 积分 也 趋 于 零 . 

另 一 方面 , 由 于 在 集 А 上 有 不 等 式 |zi(#) 一 z(t)| < (2), 
所 以 利用 HOlder 不 等 式 即 得 


| 12,2) —2(8)| "4 и <}, ГОТТОР 

ООО 

|, р-он] [| Ee 
由 于 第 一 个 因子 趋 于 零 而 第 二 个 有 界 , 故 知 


ЕСО 


从 而 
КИСЕ О ЕО 
520. 
最 后 得 
jl -a la | lt) -zlan 
| таси ә, 
从 而 证 得 序列 (zo) ВТ а. 
如 果 p>2, 则 要 用 不 等 式 
[Пи 1+ pu+elul? а) 


来 代替 不 等 式 〈1)， 此 式 的 证 明 可 仿照 不 等 式 (1) 的 证 明 . 34 
6 331. 


ль ВиО АЕ ЖА), РСК ЗВ 
分 .得 


ИЕСИ 
АЕС ОСОБО 


КИСЕ? 
与 前 面相 类 似 地 引进 # 和 了 马 记 oc' 一 1/min(1,0), 便 得 
EXC I AIEEE 


由 此 推出 , 按 L? 中 的 范 数 аот, 
3.3， 我 们 闲 明 Lr(7, 5, д) (1<р< оо) НХ. 
定理 2， 在 空间 Lr(T, 5, и) (1<р<оо) НЦ ,} АВ 
Е 的 充 要 条 作为 


1) supjz <o0; 


2) ЖЕ Єх), | zo)ap>| x(t)dp. 


证 . 因为 集合 (X4: АС (и) Е 1? 中 是 基本 的 (参见 TV. 3. 
З), 所 以 定理 2 是 定理 1.2 的 特例 . 

从 证 明 中 可 以 看 出 ， 不必 对 所 有 的 AEZ(j) 验 证 条 件 2)， 只 
要 对 于 某 一 集合 族 ， 其 特征 函数 在 工 * 中 构成 基本 子 集 即 可 、 特 
别 ,在 工 ?(o Б) ЖАН, 只 要 考察 集 4= [a, s] 全 体 , 其 中 а< 855, 
而 在 了 情形 可 取 集 4 的 所 有 单 点 集 , 即 在 此 情形 条 件 2) 变 为 按 坐 

3. 4。 现 在 考察 空间 ССК) ВСЯ, 

定理 3. ШИ СОК) Я} ВСЕ зо 的 充 要 条 件 为 

1) 对 于 所 有 tEK, [=„(+)|<М (а М); 


we nm 
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2) 对 每 个 ЕК, (акр). 
证 ， 必 要 性 . 这 两 个 条 件 的 必要 性 几乎 是 显然 的 . 事实 上 ， 
根据 定理 1. 2,suplxzaj= 戏 <co, ПОХ Е [1,(Р)| М. 
第 二 个 条 件 的 必要 性 的 根据 是 ， 对 于 指定 的 ЄК, 考虑 空间 
C(K) 中 由 下 式 
(2) ==(Р) 
ХЕ Ў, НАРЕЗОВ а, > то, 故 应 有 
Ў. (2). (а). 
而 这 就 是 条 件 2), 
充分 性 ， 利用 关于 空间 C(X)* 构造 的 定理 VI. 3.1， 据 此 
定理 , 只 要 证 明 , 对 于 任意 国 数 pErca(K) 有 


| ОА (6) 
我 们 来 验证 (6) 式 成 立 . 
下 列 估计 式 是 正确 的 : 
(Соер [ заса | lado ldap 0) 


其 中 |p| 是 9 的 全 变 差 ， 它 是 KK 上 的 测度 ， 因 为 此 测度 有 限 , 所 以 
恒 等 于 的 函数 关于 它 可 积 .根据 Lebesgue д, НЯ 
趋 于 零 , 从 而 得 (6) 式 . 

从 定理 1I1. 3.2 及 3 可 得 出 一 个 有 趣 的 推论 . 

推论 ， 设 连续 函数 序列 (а. СОЕЖЕК ЯЯ, НЕДЕ 


二 点 收敛 于 连续 函数 2000), ШЕЕ А 0.0) = >, (0), 
E=1 
С 致 收敛 于 (0). 


5、 前 面 我 们 已 指出 (参见 定理 1. 5)， 如 果 弱 拓扑 与 范 数 所 
ви -空间 是 有 限 维 的 ， 现 在 我 们 给 出 一 个 无 限 维 空间 的 
例子 , 在 此 空间 中 从 序列 弱 收敛 可 推出 强 收 化， 这 就 表明 , 考察 序 
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列 对 研究 弱 拓 扑 来 讲 还 是 不 充分 的 . 
定理 4(Schur)， 在 空间 1 中 ， 加 收敛 序列 与 按 范 数 收敛 是 
二 致 的 . 
Ч. В 1,2 ( 弱 )， 用 2 一 zo 去 代替 x.， 便 可 假设 x, ->0 
〈 弱 )， 现 在 要 证 明 1z ->0， 假 如 不 然 , 设 存在 子 序列 {x,,), 使 得 
На l= 220, (8) 


当 考 虚 子 序列 时 ， 仍 保持 有 弱 收 敛 性 ; 其 次 ， 如 果 需 要 ， 我 们 以 


FT поте КО zs 则 我 们 得 一 序列 , 它 弱 收敛 于 零 元 素 ， 并 且 此 序列 


所 有 元 素 的 范 数 都 等 于 1. 
于 是 , 可 以 认为 所 给 的 序列 {zs} 满足 下 列 条 件 : 
za>0 (在 1 中 弱 收 敛 ) (9) 
并 且 
[2,1=1 (8=1,2,--.). (10) 


Ба, (Е, Б, е Е, 6), ВЕНЕ Ги 
(в =ё (== (6); В=1,2, 6). 
由 (9) 应 有 fi (zw) 一 >0, 即 
5—0 (&=1,2, --.). (11) 


现在 设 7 二 1, 这 时 
У: э [= [=,,1=1. 
因而 存在 标号 р,>0 使 得 
а [2>3/4. 
О 206 Е Е М 1л, << Сп Мор <. 


使 得 
。334。 


Psi 
>: [70 [1/4 (8 = 1,2, ..., 3) (12) 
k=1 


及 SY рано [оз (в=1,2, 56, 0). (13) 


ВЕР, 1+1 


这 时 , 根据 (11) ГЭНА ал, В 
Ен. 
в 


利用 这 个 不 等 式 及 (10) 式 可 得 
> "22| >в» я-а эр3, 


因而 可 指出 这 样 的 标号 2;.1>>2, 使 得 
Е 


ВЕРУ 
ЕН НВА, ЕЕЕ 8 ЛЕ Я] 1 = п, << -- М, 
0=2o<2?i<…， 使 得 对 于 每 个 s=1，2，… 不 等 式 (12) 与 (13) 都 
№, УЛ. 
现在 令 
т ИХ (ps Es; Е,8=1,2, **.). 
序列 (94}E1”, 所 以 在 空间 1 中 可 以 考察 线性 泛 国 Јо: 


Һа) = 5) (а= (60). 
k=1 А 
我 们 来 估计 р (а) ЕЎ. н 717, | <1, 我 们 有 


(РС, ) | 一 
к= 


Р, 
> бе 


k=Pa-1+l 


Хута) 01 5 ие р> 


аер, +1 
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>| El 57 аә 


k=p,-1+1 p=Ps+i 


=2 27 таео. 
由 (10) 及 (13) 可 知 , Ла, > 1/2, 从 而 与 (9) 式 了 矛盾， 
3. 6， 现 在 考察 Hilbert 空间 Н {йу 59025. 
因为 在 了 中 每 个 线性 泛 函 了 都 具有 形式 
f(x)= (2, 0) (=ЄН) 
(参见 У. 3. 2), РГА т, >т 表示 对 于 任意 的 УЄН 
(2, 0) 552020,0). 

其 次 ,上 面 对 荆 空间 中 已 证 明了 : МЯСО ау 
推出 按 范 数 的 收敛 性 . 这 个 结果 在 Hilbert 空间 中 证 明 极为 简单 . 
事实 上 , 如果 zw~>zo( 弱 ), ЖЕ 1а, |-> 25|, № 

[5„—2 |= (2—20, 2 一 20) 
== (11, Ta) + (ть, 20) 一 (Zn 20) 一 (zn То). 
但 是 (xx, 20) > (о, то), ТЕД 12, — 201-20. 

ЖЖЖ ЕВ Вапасћ. НИЪен 还 考察 了 LL 空间 中 的 ВХ. 

关于 空间 СГа, 2) КАНЕ 3 Л Е. Кіеѕ2[2]. 


$4. ЗАСАА Н Е ВОВА 75 22 ај 


4. 1， 由 于 分 析 生 产 的 组 织 和 计划 的 某 些 问题 ， 在 Канторович[5] #38 
作 中 , 研究 了 一 类 重要 的 有 限 维 极 值 问 题 ， 经 典 的 数学 分 析 方法 用 于 这 类 问 
题 效果 较 差 , 这 些 研 究 最 终 产 生 了 一 个 称 之 为 线性 规划 的 新 的 数学 分 枝 . 

我 们 研究 的 物资 调配 问题 , 直接 与 下 面 这 个 最 简单 的 线性 规划 问题 相 联 
系 , 现在 它 已 广泛 地 用 在 铁路 运输 、 汽 车 运输 、 空 运 和 海运 计划 的 实际 工作 
当中 . 

运输 问题 ， 设 有 和 个 点 供求 某 一 种 产品 ， 给 定向 县 

17 P= (Pu, Фа) (1) 
的 分 量 (确切 地 说 ， 它 们 的 绝对 值 ) 表 示 在 天 = {1, 2,…, т} 中 标号 为 的 供 
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求 点 上 的 生产 量 ( 当 pz 委 9 时 ) 或 需求 量 ( 当 ф,>0 р. 此外, 恨 设 需求 量 的 
和 与 生产 量 的 和 相同 , 即 


У Ф, =0. (2) 
ЕЄК 
制定 一 个 运输 计划 就 是 确定 一 个 矩阵 
ф= Lprsds,ser, ф:,—0, іЄК, ЈЄК, (3) 


МАЕ ВЕ АА г АВК ЕЕ 的 运输 量 ， 这 个 运输 计 
” 划 的 实施 , 显然 在 每 个 供应 点 KEK 上 输入 57 及 输出 1р, 单位 的 这 
ЕК 3ЕК 
种 产品 ， 这 就 是 说 , 如 果 满 足下 列 的 平衡 关系 式 : 
Ур Уф =Фь &ЕК, (4) 
ЕК ЕК 
则 和 矩阵 (3) 确 定 了 容许 的 运输 计划 .在 所 讨论 的 模型 中 , 每 个 运输 计划 (3) 的 
实现 , 其 总 耗费 量 由 下 式 确定 : 
т0р) = У) Ут, (5) 
ЗСК СЕ 
基 中 7;; 是 给 定 的 非 负 量 ， 它 表示 从 第 i 个 供求 点 到 第 7 个 供求 点 运输 单位 
产品 的 耗费 . 
因此 ， 线 性 方程 组 (4) 的 非 集 解 (3) 的 集合 У, 确定 了 所 有 容许 运输 计 
划 ， 而 要 求 的 最 经 济 即 所 谓 最 优 运输 计划 РЕ о 就 是 使 总 耗费 (5) 达 到 最 小 
的 计划 , 
根据 线性 规划 理论 的 一 般 结果 (或 直接 讨论 ) 容 易 验证 , 所 提出 的 极 值 问 
题 部 是 可 解 的 ， 此 外 ， 容 许 运输 计划 (3) 在 下 烈 情 况 而 且 只 在 下 列 情况 时 是 
最 优 的 , 即 向 量 и (1, ta ит) 使 得 
муштар СК, К (6) 
并 且 д. (ищи —тп р =0, СК, JEK， 后 者 表示 ， 车 在 考察 的 容许 计划 中 从 
第 i 个 供求 点 到 第 j 了 个 供求 点 拟定 了 非 零 运输 量 у, 则 在 (6) 式 中 相应 条 件 
应 作为 等 式 成 立 ， 指 出 下 面 这 点 是 很 重要 的 , 即 所 给 出 的 最 优 性 判别 准则 使 
我 们 能 驶 编制 有 效 的 程序 ”, 把 它 用 于 现代 电子 计算 机 上 ， 可 以 解决 有 几 千 
个 生产 和 需求 点 的 运输 问题 . 


жу ХАННЫ АД Канторович 和 Tasyprg 的 著作 [1 中 提出 (该 著作 在 1940 
年 完 篇 并 在 Канторович 的 文章 [61 中 引用 )， 
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在 结束 这 段 导 引 之 前 , 关于 所 讨论 的 运输 问题 ， 我 们 要 作 一 些 注解 并 证 
明 一 个 命题 , 下 面 研 究 物资 调配 问题 时 要 用 到 这 个 命题 . 
给 定 的 向 量 (1) 的 分 量 显然 可 以 表示 为 р, = фі — фт, КЄК, 其 中 
фу = тах {0, ф,}, фі = — шо, pr}, фі ФЕ = 11. 


这 时 根据 条 件 (2), Е Ф*(Ю= 161, р (К) = Уф: 相等 并 等 于 向 最 


ЕСЕ ЪЕЕ 
(1) 各 分 量 绝对 值 和 的 一 半 ， 
现在 考察 函数 
=>: У фи (7) 
ЄК ЕК 
并 证 明 , ЕЕЕ р, 下面 的 不 等 式 成 立 : 
($) >Ф*(К), (8) 
它 成 为 等 式 的 充 要 条 件 为 
Dr=pl  Уфи=Фь ЕК. (9) 
ЕК ЕЕ 
事实 上 , 由 (4) 式 及 元 素 的 非 负 性 可 推出 
Уь>Фь Урра, kek. (10) 
ЕК FE 


对 这 两 个 不 等 式 中 的 第 一 式 或 第 二 式 关 于 所 有 的 КСК 求 和 ， 便 得 所 要 
求 的 不 等 式 (8)， 此 外 , 显然 它 成 为 等 式 的 充 要 条 件 为 (9) 式 成 立 , 

还 要 指出 , 对 函数 (7) 所 作 的 估计 (8) 的 下 界 在 集 Ш Е, НИЯ Ж 
件 (9) 的 矩阵 (3) 的 集合 非 空 ， 例 如 , 矩阵 


= рж], зек 4 一 在 то ‘єк, јєК (12) 


满足 这 些 条 件 . 

引 理 1， 如 果 在 讨论 的 运输 问题 中 给 定 的 非 负 量 7,; 满足 三 角 不 等 式 条 
Ф 

тта ть» ЄК, jEK, ЕСК, (12) 

则 存在 最 优 运输 计划 (3), 对 此 计划 条 件 (8) 作 为 等 式 成 立 ， 

证 ， 考察 非 空 有 界 闲 集 

= {ЕШ |000) у}, уЄГф? (К), 十 co). 

由 于 函数 (5) 和 (7) 的 连续 性 ， 对 于 每 一 个 y 宇 p+ СКЕ ТЕНЕ ,E>, 使 得 
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т(ф,) = имп {т(ф): Феу, 
>(ф,) = тіп{о(р): ЕШЬ, т(ф)=т(ф,)у. 
还 要 证 明 , 当 条 件 (12) 成 立时 , 对 王 所 有 这 样 的 矩阵 ,EW 成 立 等 式 
э(ф,) =ф* (К). (13) 
假设 对 于 基 个 矩阵 = р, (8) 式 为 严格 不 等 式 , 则 对 茶 个 KoEK, (10) 
应 为 严格 不 等 式 ， 但 这 时 在 在 ЕК 及 СК 使 得 
е= тіп Ань, Peoso) >0. 
ЗЕЕ 9’, НЕВЕ рр, 经 过 改变 下 列 三 个 元 素 后 得 
到 : 
Piog = фаз НЕ, Фр ово ао ваў 65 
对 于 这 个 矩阵 有 
т) = (р) Ретин Ти TE) т ($), 
000) =00р) —е, 
而 这 与 矩阵 ,EW 的 取 法 矛盾 .这 个 矛盾 表明 ， 对 于 所 有 的 [e+ (К), 
+оо), 所 要 求 的 等 式 (13) 成 立 ， 引 理 证 毕 ， 
注 . 从 已 证 的 引 理 可 知 , 如 果 原 来 的 量 ro 满足 关系 式 (12)， 则 条 件 (4) 
可 以 代替 较 严 的 要 求 (9). 
4.2. 下 面 引进 的 运输 问题 的 无 限 维 的 推广 最 先 Е Канторович 的 著作 
[6] 中 考察 过 (也 可 参考 Канторович[8]. Канторович 和 Рубинштейн[1] 
[2]). 
限 供求 点 的 集合 ， 其 中 的 度量 表述 了 从 任意 点 4EK 到 任意 点 8K 运送 单位 
物资 的 耗费 。， 与 满足 条 件 (2) 的 向 量 (1) 相 类 似 的 是 给 定 在 紧 集 尼 的 Borel 
集合 系 久 上 的 可 数 可 加 函数 ф, НЕ Ф.(Ю 与 负 变 差 p- (К), 即 
pK)=91(K)— 9-(K)=0. (14) 
大 家 知道 (参见 TI.6.3), 对 于 еса 
Фф. (е) =ѕиріф(е'):е'Є2, є сеў, 
ф_ (е) =зпр{—ф(е’) :е'6.9, єсє}. 
ЖЕРЕ е6, Еф, (e) 和 9-(e) 分 别 解释 为 在 e 上 物资 的 需求 量 和 供给 
量 . 所 以 条 件 (14) 具 有 在 有 限 供 求 点 情况 条 件 (2) 同 样 的 意义 . 
在 玉 上 制定 一 个 物资 调配 计划 就 是 确定 一 个 有 限 测 度 ,此 测度 在 紧 集 
Е-КХК 上 的 Borel 集 的 o- 代 数 名 上 给 定 ， 并 且 集 合 eXe' 的 测度 表示 
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(80) — и (5) = т (о, 80) = (о, 20) т (20, 80), (18) 
则 集合 
И. = {2K iu(2) =u(z0)} (19) 
点 zc0。 不等式 
"(и 2) Er(to, 20), ж (2, 50) 227 (20, 80) 
成 立 . 
Ш. 根据 (17) 式 , 有 
и (20) —и(%) TCF 20), 2(8o) 一 Mo ET (20, 80)» 
由 此 及 (18) 式 可 得 
(25) 一 ME 一 Tt 20), Ul(80) —u(20) 一 7(20 80). 
但 这 时 对 于 任意 点 2607, 根据 条 件 (17) 有 
т 2) 2и(2) и (в) =и(2) —u(to) =" (to, 20), 


т(2, 80) 22и (80) —и(2) =и(80) —и (25) = т (2%, 80). 


证 毕 . 

现在 , 注意 到 所 给 的 最 优 性 判别 准则 便 可 断定 , Monge-Appel 定理 对 于 
在 任意 欧 氏 空间 或 Hilbert 空间 中 山 紧 集 上 的 物资 调配 问题 都 是 正确 的 . 此 
外 , 若 由 测度 多 到。 确定 的 容许 调配 是 最 优 的 ， 则 可 以 取 对 应 于 最 优 性 判别 
准则 中 的 函数 4: КР 的 一 个 单 参数 曲面 族 wx(z) =const, 即 可 得 此 定理 . 
事实 上 , 如 果 从 点 加 完成 到 点 so 的 移动 , 即 (to, во) supp 罗 ， 则 对 于 任意 206 
(to 80), 由 引 理 2, 开 区 间 (to so) 沙 在 相应 的 曲面 (19) 的 法 线 上 ， 

Monge 讨论 的 物资 调配 问题 的 男 一 个 特征 是 : Е Е (14) 的 原 
来 的 可 数 可 加 函数 ф: 8 К 可 以 到 作 : 

ф(е) = и(е ПМ) —-и(еПМ), ес, 
其 中 凡是 某 全 指定 的 测度 (Lebesgue 测度 )， 而 开机 六 是 给 定 的 可 测 集 ， 且 
HAN) 一 4(M)， 然 而 ,我们 已 经 看 到 ， 在 证 明 Monge-Appel 定理 时 并 没有 
利用 这 个 特征 . 

4.3， 为 了 证 明 前 述 的 关于 所 考虑 的 物资 调配 问题 的 论断 , 按照 Канто- 
рович 和 Рубинштейн 的 著作 [1 ，f24， 我 们 先 研 究 由 这 个 问题 而 产生 的 线 
性 赋 范 空间 , 它 本 身 也 有 独立 的 意义 ， 特 别 ， 还 附带 得 出 在 度量 紧 集 上 的 连 
ВЕРЕ Са р ВОЕН ВА С) ВСВ НО ЗЕЕ. 

考 虚 任意 具有 度量 7 (i, з) ЕАК ИКЕ Вог АЖ. 在 所 
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有 可 数 可 加 函数 9: 多 一 R 构成 的 B- 空 间 rea(K) ею, НЕ А 
Ф. (3), 其 中 的 元 素 满足 条 件 (14). ар ТЕ КО КХК) 上 的 有 限 Borel 
测度 多 对 应 于 函数 

ф(е) =}(К, е) —у(е, К), ес, (20) 
它 显 然 满 足 条 件 (14), 因此 也 属于 ФС). 1—37, 任意 的 ФФ (8), 对 
То | 


gr (ee 6-00) Pre). (е) 


ОЮ) , ес, е' 6% (21) 


有 
ф*(К, е) — ф*(е, К) = ф. (е) —ф_(е) =ф(е), ес, 
即 满足 条 件 (20) 的 测度 ре Се) А Е. 
不 难 验证 , 对 于 这 个 集合 到 下 面 的 关系 式 成 立 : 
Ш Pps= {| BED yg,, PD ps} рано, (22) 
ОЕ, АШ, АЄШ, = Yip A>0. (23) 
此 外 , ТН У, ИЖЕ Ш 中 每 个 函数 世代 之 以 “ 转 置 "测度 
фт, 其 中 对 于 任意 Borel Ж ЕСК, ЕТ = {(#, 3): (8, ЕЕ}, ФТП) = (ЕТ). 
特别 
фт(е, е’) =у(е’,е), ест, ест. 


因此 
Ш = рТ ре, = (Ш, )Т, (24) 
现在 容易 指出 , 定义 在 ФС) ЕЕ 
lell-= inf тр) = inf |- г, ау, ) (25) 
满足 半 范 数 公理 
ШАФ. = 1А 11. (26) 
|1Ф:+%:11.< 1:111. (27) 


事实 上 , 不 等 式 (27) 是 包含 关系 (22) 及 函数 (16) 可 加 性 的 推论 ， 而 等 式 
(26), 当 4 之 0 时 , 可 由 (23) 式 及 蚊 数 (16) 的 齐 性 推出 ， 当 4<0 时 注意 到 


ж) 我 们 指出 , 任意 一 个 在 度量 紧 集 天 的 Borel 集 的 о КЖ ЕЕК я 
数 可 加 集合 函数 都 是 正 由 的 (参见 Halmos). 

жж) ”这 个 消 数 是 按 与 运输 问题 中 容许 矩 降 (11) 一 样 的 原则 构造 的 。 它 对 应 于 这 
样 的 调配 ， 即 使 每 个 Borel Же 上 具有 的 物资 9-(e) 与 需求 量 pi(e') 相称 地 分 配 到 
所 有 e’ єв Е, 


. 342 。 


1099) = |. 7 (1, 8) dy Cs, 6 = 76°, #44 (8,0 ==(9), 


(26) 便 可 由 (24) Е. 

下 面 将 证 明 ( 参 见 后 面 的 定理 1 的 注 1) ,函数 (25) 还 满足 条 件 

loll.=0 = ф=0, (28) 
о Ф, Са) 上 的 范 数 .然而 这 个 结论 在 建立 了 所 得 空间 DBI (8) 的 若干 
性 质 之 后 , 验证 起 来 较为 方便 , 而 我 们 上 暂时 把 空间 看 成 为 具有 由 半 距 * 
р, (фи, Ф) = |1. — $3 |.** 

生成 的 拓扑 而 构成 的 拓扑 空间 , 虽然 下 面 将 要 证 明 这 时 得 到 的 是 赋 范 空间 的 
拓扑 ， 但 形式 上 暂时 还 不 能 认为 是 这 样 的 .所 以 我 们 应 该 约定 这 时 采用 的 
术语 . 

设 给 定 一 序列 {Ф}, #7 ИФ, —Ф|.->0, ИЖ Ча 
Фа э). ЗИП (Ф; (3))* 表示 在 Фоа) 上 关于 强 收敛 连续 的 所 有 线 
性 泛 函 的 集合 , 如 果 对 于 任意 LECD5 (%))*, Г(ф,)>Ё(Ф), МЖАЯЦФ,} 
ЗАТ Ф Чи Фф," эф). 

4.4， 这 一 节 要 证 明 几 个 辅助 命题 . 

大 家 知道 , 测度 少 的 支 集 suppy 由 这 样 的 点 ( 志 6КХК 组 成 , 使 对 于 
这 些 点 的 任意 令 域 e; Же, НА (е,е,)>0. ША фегеа(к) МЗ зиррф 
ВАХ ЕЯ ЕК 组 成 , 使 对 于 该 点 的 任意 的 邻 域 e。 有 

тах{ф. (е,), Ф_ (ев) } >0. 
这 就 意味 着 
ѕирр P= (su pp Ф.) U (supp ф-) 

并 且 它 与 满足 条 件 p(e) =фе ПР), ев ЕЛ ЕСК 一 致 . 

引 理 3， 对 于 任何 函数 РСФ; (9), 下 面 的 估计 式 成 六 : 

П.ф. (К) - тахт (1,3): 165иррф_, ззиррф,}, 
[Ф11.<ф+ (К) diam (ѕиррф), 

其 中 diam (зоррф) 表示 在 KE 中 集 supp ФИ Е. 

证 . 只 要 指出 , 对 于 根据 (21) 式 确定 的 测度 рш, 有 


ж) ” 半 距 满足 除了 从 p(z,y) 一 0 推出 z=y 外 的 度量 的 所 有 公理 ， 册 半 距 上 生成 
的 拓 挤 的 定义 与 度 基 生成 的 拓扑 相同 . 
+.) ”这 个 度量 通常 则 做 Канторович-Рубичштейн 度量 ， 
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р*(К, К) =ф-(К) =Ф+ (К), 
supp ф* = (зиррф-) Х (зиррф+). 
所 以 
М = атр) тю = | rs, даре, в) 


г К 
<ф, (К) тах {т (, 8) :іЄѕоррф_, з6заррф.} 
<ф. (К) йіат (ѕиррф), 
这 就 是 所 要 证 明 的 . 
利用 所 作 的 估计 , 我 们 现在 建立 集合 
8; ={pED (RB): ф.(К) +ф- (К) <} (29) 
的 一 些 重要 性 质 , 它们 关于 所 有 v 宇 0 的 并 集 显 然 与 Ф(9) — #0. ЮТ 
这 些 性 质 , 在 rea( 玉 ) 中 分 出 具有 有 限 支 集 的 所 有 函数 的 集合 ФС), 即 它 是 
最 简单 函数 


{1 м К, 
ее 当 Фе 
的 线性 包 , 这 些 最 简单 函数 的 支 集 是 单 点 集 . 


然后 考察 集合 
DB) =Ф, (8) ND HB), 81 =8: ПФ(®). 
函数 
Ф, = Ф. — Ф, (30) 
在 Ф, сву те оТ. 对 于 这 些 函数 , ч 1723 时 有 зиррф = (6, 8}, 
(Ф..) + = Ф, (Ф) - = Фф 因而 由 引 理 3 
|е]. (Ф) + (К) Фіат (ѕирр фи») = т (t, г). (31) 
并 且 这 些 最 简单 函数 (30) АЫ ВА Фи ЖА. 
引 理 4 对 于 任意 的 >>0 及 *>0， #8: 中 存在 关于 半 范 数 (25) 的 局 
中 的 有 限 。- 网 *. 


т 


证 ， 把 原来 的 紧 集 表 示 为 = [Је 其 中 非 空 Borel 集合 e 当 із 


i=1 
Ж еПе, = Я В. тах (ат er) 过 ef/ (2»)， 在 每 个 6 中 指定 某 个 点 ts, 此外， 
还 任意 指定 一 个 点 如 6 堪 及 自然 数 


ж) 关于 半 距 的 e- 网 与 关于 度量 的 e~ 网 同样 定义 ， 
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9-27 атК. 
с 


现在 考察 整数 向 量 
P= (Pi, Ра) (32) 
的 集合 р, ЖЕ АЕ ПРИ! Ур: | 59, В ля 
#=1 і=1 
于 一 个 函数 
?7 ре реР. (83) 


显然 它们 属于 55, 我 们 来 证 明 它 们 构成 了 所 要 求 的 e- 网 ， 
首先 每 个 函数 pESY 对 应 空间 8; 中 的 函数 


p= Ф(е,) фи = У P(e) Фи, (34) 
$=1 j=1 
我 们 来 验证 
19 —Ф21,<е/2. (35) 


为 此 , 考察 四 (好) 中 的 函数 
Ф; (6) =Фф(е[\е,) —Фф(е)ф,, (е), ве, i=1,…,m, 
它们 的 支 集 包含 在 对 应 于 e: 的 闲 包 之 中 ,因而 


diam (ѕиррф;) <diame < 
此 外 , (фо) + СК) = (фо (ед Фф. (ей + ф- (en) ,所 以 根据 引 理 可 知 


е. <5>[Ф, (ег) +Фф-(е)1. 


le 一 到 ,= 六 Ф. ИФ, 
$ =1 $=1 
21е (е0) 十 p- (е,)] 


2 ё 
=55[Ф+ (К-ЕФ- 01<%, 


ДЕ (35) вели. 
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现在 还 要 指出 , 对 于 函数 (34) 存在 向 量 PEP， 使 得 它 所 对 应 的 函数 (33) 


满足 条 件 
$—8|.<е/2. (36) 


设 2: — 8:6, $=1, 2, ``“, т, 其 中 3 一 Signp(ei)， 而 с; 是 非 负 量 qip(en) 1 的 
整数 部 分 , 这 时 


т 
У ИРИ + 
$=1 


т т 
<>) с. № 1 |4ф(е) — р 
4-1 


іт 1 


У 119ф(е,) — рі] 
i 


т т 
Ур, =>»: еі 
i=1 i=1 


= У) У 1141906) 1—0] 
ї=1 іс 1 


=4У [Фе 1<4 9. (е) +ф- (е) 154», 


= 1 +=1 
ДИЗ У 3 (32) 属于 集合 P， 我 们 指出 , 对 应 于 该 向 量 的 函数 (33) 满足 条 
件 (36) 的 要 求 ， 事 实 上 


1#—$|.= | 三 [ee 2 |р, 


нео ања, 


< diamk 21910) 1 一 ed < бати 5. 

这 就 完成 了 引 理 的 证 明 ， 

推论 1， 线 性 集合 ФЕН ФО ЕЕ, 

推论 2， 空 间 D5() 中 两 个 线性 连续 泛 画 ， 若 在 所 有 函数 (30) 上 取 值 

引 理 5. 65 中 的 哆 数 来 说 ， 丰 D509) ини я 
的 ， 更 确切 地 说 , Ш (о. СБ, аэро ЗЕЕ фи" Фе 

证 ， 不 必 补 充任 何 假设 ， 从 强 收 敛 显 然 可 以 推出 弱 收 伍 . 现在 很 设 
o>w 并 且 gnE5%， 如 果 这 时 函数 ps 不 强 收敛 于 wo 则 对 于 某 个 e>0， 
在 在 子 序 列 pw 使 得 

[Ф фо. 2226, k=1,2,., 
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注意 到 引 理 4, 不 失 一 般 性 , 可 认为 这 个 子 序 列 是 自 收敛 的 , 因此 存在 bu， 
使 对 于 所 有 £ 宇 K。 有 
[ф.,— Ф, Sa. 
根据 Наһп-Вапасһ 定理 , ЕЕ ГЕ(Фь())*, 使 得 
{Zl=1, LP, Фо) = Ф, Ф|. 
ЖЕРТ М КЁ, 有 
Г.а Фо) = Г (Фи, — Фо) ЕЁ Pa Фа, )226—е=е, 
这 与 Ф. ВЕТ фо 矛盾 ， 引 理 证 毕 . 
引 理 6， 对 于 任何 ФСФ, (9) М ЕР, 不 等 式 
(К. К) 2ф. (К) =Фф-(К) 
成 立 ， 且 此 式 等 号 成 立 的 充 要 条 件 为 
ФСК, е) =. (е), у(е, К) =. (е), еє#. 
Ш. хто Ар, ЗДА БТЕ 4.1 ФЕТ. НА еса К 
替 个 别 的 点 , Ш ОВЕН П, 重复 那里 的 讨论 便 得 所 要 的 结果 . 
4.5， 现 在 来 建立 在 空间 双 1( 配 ) 中 线性 泛 函 的 一 般 形 式 ， 为 此 目的 , 我 
们 考察 空间 р (К), 它 由 满足 Lipschitz ЖЕ АЖ и: КК НХ, НРУ 
其 中 函数 有 


(8) 一 以 (二 
ll 一 sap о. 


显然 , 这 个 空间 是 半 赋 范 空间 , 并 且 
[ulus=0<—>u(t) =const АСК, (37) 
为 了 得 到 赋 范 空间 , 应 把 它 对 常数 函数 的 子 空 间 取 商 空 间或 限于 考 尝 某 个 线 
Т, 例如 
Lip! (K, 10) = (0614р! (К) u(t0) =0}. 
下 述 定 理 表 明 , 赋 范 空间 Lip: (天 ,to) 与 ФС) 中 线性 连续 泛 函 的 空间 
(Ф: (9))* РЖ. 


A 


Е.Ф) = | ui) dp(t), peDs Се) (38) 


是 连续 的 ,并且 


A 


ж) ”这 可 以 同 度量 空间 中 完全 一 样 地 证 明 ， 
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2,11 Цар. (39) 
反之 ,对 于 севан г, Та неар СК), 使 


TT 


证 ， 对 于 任意 utLip! СЮ), реф; (9), реш, 有 
LP) ={ u(t dp=)| аар (к, 已 一 w(t)dyp(t, К) 
К Е К 


= [== dy (t, 8) – |. u(t)dy lt, в) 
= |ә) —u(t)) ay (#, 8) 


«маль [7 (0, a в) = [шрот ($). 


所 以 
Тр) < 11а сут (0) = [бир Ф ||, (40) 
Вт? ВА (38) 是 连续 的 , 并 且 
| (ль (41) 


为 了 得 到 相反 的 不 等 式 , 只 要 考察 最 简单 函数 (30), 对 于 这 种 函数 
С; = | аара 0) = (8) —u(t). 
ЖН, 由 (31) 式 得 
wu(s)—u(t) 


Lu (фи) 
р ЗАТ, 181 (42) 


НН (41) #1 (42) 推出 所 要 求 的 等 式 (39)， 
为 了 证 明定 理 的 第 二 部 分 , 指定 某 一 点 СК, АЕ 1 (Ф.(#))* 
对 应 于 函数 
. u(t)=L(9,0), ЕК. 
此 外 , РЕКЕ 5 有 
Е (ф,,) = (фз tot) =u(s)—u(t), 
u(8) —u(t) =L (р) ШФ Ш 4, 8). 
因而 wtLip'(K), 并 且 
І,(,,) =Ly(gus) ==ы(8) —и(+), К, sék. 


但 是 根据 引 理 3 的 推论 2, 活 省 工 和 上 , 是 重合 的 


ж) 02. =вар{ | .Сфә) 1:90:21. 
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№ (37) Яп (39) нЕт ЭЕ РЕВ и 可 差 任意 常数 的 结 
论 . 

注 1，、 利 用 不 等 式 (40) 我 们 现在 可 以 指出 半 范 数 (25) 是 范 数 . 

为 此 , ИЕН феФ (в) 及 与 之 对 应 地 把 紧 集 乓 分 解 为 两 个 
不 相交 的 Borel 集 К; 和 Kz, 使 得 

фі. (е) =Ф(еПК;), Ф_ (е) =—ф(еПКь), еє®*%*), 

НЯ ФЕ, p+ (К) = р, (К) 0. 由 于 9 + 的 正则 性 , 这 时 存在 闲 

ЖРСК;, № ©. (Р)>0. 0 <е< 7р, (РЖИ р. (Р) =0 Ий 


р. 与 9- 的 正则 性 , ДЕ д 802) 220, 使 对 于 集 吾 的 6- 邻 域 
Еъ={1С6К: т(ё, Е) =пципт($, 8) < 8} 
ЕР 


有 不 等 式 
Ф_(Р) <е pr (Fao\F) <e. 
容易 看 出 , 函数 
G 一 r(t Р) 24 ВЕР, 


=} 

0 当 іє, 

满足 Lipschitz 条 件 , В. Пааа. 这 时 , 根据 (40) 式 有 
1ejl>leiluallelh rp) =| асер авар 


=|, u(t)ap, — (,, и(рах.. 
其 次 , 因为 当 ФЕР (Е, Р) =0 及 当 ТЄР МЕ В т (2, Р) <, 我 们 得 到 
“бое 8р, | т, Руа, 
Рф, (Ра) 8р, (АР) > 6, (Р) –е], 
}, u(t) р «др. (Fs) «де. 


从 而 
1+1. 关 5[e+ (Ра) ~ 210, 
证 毕 . 
注 2. 对 于 任意 的 寻 CK， 每 个 函数 iLip! (MH》 痢 是 某 个 函数 ис 
Lip'(K) 在 以 上 的 限制 , 并 且 有 相同 的 范 数 ， 


ж) 和 参见 定理 I. 6.2. 
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事实 上 , Е в ЕЕ АНЕМИИ М Е, АРУ 
Е = {gD (т): зирр= М} 
ЕН Ара ВНЕ ВЕРЕ ВА ЕЛЕНА Ф (2) 上， 结果 得 
3 Ар! (Кр, 它 和 所 要 求 的 函数 只 可 能 相差 一 个 常数 项 . 
ЖЗ. 除了 具有 度量 7 (i, s) 的 度量 紧 集 K 外 , 我们 还 可 以 考察 具有 度量 
7 ($, в) = [т (1, з) Де 的 度量 紧 集 К' = К, Ж аЄ(0, 1]. ЧЕКЕ 
Гир’ СК”, 20) 显然 与 空间 Lip? (К, to) 重合 , 其 中 


Киро вир “2222000. 
13а Er ($, 5) | 


因而 , 此 空间 与 四 i (ке) НН (Фу (Я), 
现在 来 证 明 在 4.2 中 引出 的 最 优 调配 的 判别 准则 . 
定理 2， 要 测 底 рер, их 


т(р) 一 下 9 (43) 
жз, анай и: кък, ШВ 
м(8) —и(1) <7(7, в), ЄК, СК (44) 
ЗЕ В. 34 (е, в) свиррџ 时 
и(з—и(р=т(Ьз). (45) 


证 .对 于 任意 的 测度 УФ, ЕВА [ии 的 函数 wE 
Гар! (К) 


т(№) =, з) ар (ё, в) >> (асо) —u(t)) dy (2, в) 
=| и(в) (К, в) -| u(tdy (2, К) 
Е К 


-| 8004р, 9), (46) 

Ze (ф) <|9|.<т С). (47) 

现在 假设 对 于 测度 СЧ, 可 求 出 满足 条 件 (44) 和 (45) ПЖ и: КЕ. 

则 对 于 这 个 函数 如 (46) 中 不 等 式 作为 等 式 成 立 ， 由 此 及 (47) 推 出 (43) 式 成 

5, 

反之 , 设 条 件 (43) 对 于 测度 ЕР, 成 立 ， 由 定理 1 及 Hahn-Banach 定 

理 推出 , 存在 函数 wELip:(K), 具有 范 数 | 上 uss 一 1, 对 于 它 L(g) = |1]... 换 

言 之 , 函数 满足 (44) 且 对 此 靖 数 (47) 中 左 端 不 等 式 作 为 繁 式 成 立 ， 这 时 (47) 

中 两 个 不 等 式 都 作为 等 式 成 立 ; 从 而 (46) 中 的 不 等 式 也 作为 等 式 成 立 ， 但 这 
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表示 函数 和 满足 条 件 (45)， 定 理 证 毕 . 
特别 地 , 由 此 定理 可 推出 最 简单 函数 фе, .ED5( 贸 ) 的 t- 范 数 与 对 应 的 点 
之 同 的 距离 r(t, s) 重 合 .事实 上 , 当 #1。 和 s。 КУЛ, 对 于 Wyoos。 
中 的 函数 
Фазо (е, в) =, (е) sn(e'), 6698, єє, 


有 
Зиррф ово == 4 (во 803}, 
ср) = [| | rh, ayeso ts в) =7 (fo зо), 
Най 
ui)=7r(to,t) ЕК 
满足 所 得 定理 的 条 件 . 


但 是 ,下面 导 出 的 二 个 推论 是 更 重要 的 , 它 可 以 用 注 2 及 4.1 中 的 引 理 1 
来 验证 . 
_ жт ВЕСКЕЖЛИХ, ЛЕНИ 9 ву, ЕЖ 
Е” о, 使 得 


то) н, оар, в) = 


则 对 于 Ф, С) оа p(e) = (е ПК), есяк 及 Ч 中 的 测度 
ф(е, е") = ПК, е' ПК), Ее’, 
有 类 似 的 等 式 成 立 : 


обр) = [е дара, в) = ер, 


ЖЕ |1Ф.= 111. 

ЖЕ 2. л ФНК, ШЕК 罗 。 中 总 存在 这 梯 
的 测度 0, 8 Ср) = ФЕВ 

pK, К) =. (К) =ф- (К), 

Вр ФСК, е) 一 py (е), ф(е, К) =. (е), Е. 

最 后 的 命题 实际 上 对 具有 无 限 支 集 的 函数 pED5 (9) 也 成 立 ， 然 而 要 
证 明 这 个 结果 需要 预先 建立 空间 C(E) 中 线性 泛 国 的 т Бу (к) СОЙ 
之 辣 的 联系 . 
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4. 6、， 我 们 已 经 知道 ПЕНУ. 0, СК) 中 线性 连续 泛 国 空 间 
(С(К))* Е -空间 тса(К) ЕЕ, 如 果 在 rea(K) 中 序列 {gn} Ю-В 


7: po 则 记 为 фо. 我 们 指出 , 从 pn 对 wo 的 (*)- 弱 收敛 性 显然 可 以 
推出 收 敏 性 pw (К) -эф,(К). КФ Ф 在 reca(K) 中 的 范 数 , Др 
lo[l= фа СК) Ф-(К). 


从 定理 1.1 推出, 如果 р. эро 则 
ЕЕЕ (48) 
共 次 ， 每 个 (9)- 弱 闭 集 用 Crea (K) 都 是 (9)- 弱 序列 完备 的 (参见 1.2), 
如 果 ps EM 是 这 样 的 函数 , 使 对 于 任意 的 xcC (K) 积分 | xdp。 都 收敛 , 则 这 


АЗ (+) ЕЕ ФМ. 特别， 这 与 所 有 测度 pEreca(K) 的 集 
Атса. (К) 有 关 ， 与 子 室 间 Ф. (8) Сгса(К) 有关， 也 与 半径 为 任意 的 
>ЕГО, 十 00) 的 闲 球 
S*= {perca(K): ||ф||<уу 
Ж Ф.в) в 
0=4фЕФ,0): |<) 

有 关 ， 这 些 我 们 在 4.4 中 已 遇 到 过 ， 同 时 ， 因 为 空间 СОК) 可 分 (参见 定理 
ТУ. 4.3), 所 以 这 些 球 S* 和 5 还 是 (+)- 能 列 紧 的 (参见 定理 了 .7. 6). 

空间 гса(К) 在 概率 论 . 几何 学 及 其 他 数学 分 枝 中 有 广泛 的 应 用 ， 并 且 ， 
在 这 个 空间 中 (*) - 弱 收 化 性 比 强 收 敛 性 往往 起 着 更 大 的 作用 ， 它 可 以 这 样 
解释 首先, 球 S* 具有 所 示 的 (4)- 弱 紧 性 , 此 外 在 研究 许多 问题 时 ，rea (К) 
中 的 范 数 太 粗 糙 ， 这 个 范 数 与 原始 度量 7(t，s) 及 共 在 正中 生成 的 拓扑 无 直 
接 联系 ， 由 此 ， 用 这 个 范 数 确定 的 对 rca( 天 ) 中 国 数 邻近 的 测 庆 不 总 与 其 自 
然 表态 相 容 ， 例 如 , 当 i 到 to 时, 25 фо Фо, 的 轩 范 数 第 于 2， 不 依赖 于 对 应 
点 之 间 的 距离 7(t, to， 但 是 在 应 用 时 用 rea( 玉 ) 中 (+*)- 弱 拓扑 来 研究 也 不 
总 是 方便 的 , 因为 它 不 可 度量 , 在 这 种 情况 下 , 用 r- 范 数 是 有 益 的 ， 

对 于 函数 ФФ, (я), Тата rca СК) нбр (0) 8 
化 -> 外, 还 有 空间 Фуа ооо Н. НЫ (0) 88 
СОЕ В, 因为 不 是 所 有 的 连续 函数 都 满足 Lipschitz 条 件 ， 所 以 对 Ф, (8) 
中 函数 , 由 (48) 可 知 
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рф, оо, Ф.Ф (49) 
此 外 ,根据 4.4 中 的 引 理 5 可 知 


{pn} 80, pn > {ф,} Сб, Фа эф. (50) 
引 理 7， 如 果 函 数 序列 9.653 接 - 范 数 自 收效 ， 则 这 个 序列 о-в 
ТЕЛ 0,685. 


证 ， 因 为 集合 Si о-в, МЫ ГЕВ У АВЕ 572 6 
ВУИ, } 8 不 可 能 有 多 于 一 个 ( 扩 - 弱 极限 点 .从 (49) 和 (50) 推 出 ， 序 
列 {9 少 的 每 个 (9)- 弱 极限 点 也 都 是 它 的 -极限 点 ， 而 因为 这 个 序列 按 r- 范 
数 自 收敛 , 所 以 它 不 可 能 有 多 于 一 个 二 极限 点 ， 引 理 得 证 . 

定理 3， 对 于 任意 的 vE[0, оо), 集合 5; 是 r- 紧 的 , 并 且 , 对 于 3% И 
数 , 在 (49) 和 (50) 中 出 现 的 三 种 形式 的 收 钱 是 二 致 的 , 妈 


рифф, эра 
证 ， 定 理 的 结论 可 以 由 引 理 (7) 及 关系 式 (49) 和 (50) 直接 推出 ， 
推论 ， 函 数 序 列 фьсгса(К) (+) ЩЕ фо 的 充 要 条 件 为 : 
зир]ф, |<,  ф,(К)—>ФоСК), 
且 对 于 某 一 点 fu6K( 而 这 时 也 就 对 于 任 一 点 ), ФВ 
Фа = Фа Ф. (К)Фь 
т-а тв P= фь--Ф(К)Ф, 
注 、 根 据 4.4 中 证 明 的 引 理 3, 对 于 任意 函数 сеф, (я) ж 


| 14. 
11, <> Чак |||. 


同时 , Б |е]. 显然 仅 对 于 有 限 紧 集 下 是 等 价 的 ， 由 此 推出 ， 如 果 紧 
集 下 包含 了 无 限 多 个 点 ， 则 赋 范 空间 中; ( 绍 让 不 完备 ， 然 而 由 于 集合 65 的 
二 完备 性 , 在 许多 应 用 中 没有 此 空间 的 完备 化 也 行 , 

在 下 面 解决 物资 调配 问题 的 证 明 中 ， 对 于 任意 的 原始 函数 pE@。(. 帮 ) 实 
质 上 利用 上 述 的 (*)- 弱 收 敏 性 质 ， 容 易 看 出 , 在 гса(Ю), = КХК, (ж) 


сае -ps 可 推出 在 геа (Ка Ск) ак р, СК, ФСК, .) 和 


ра К) фсе, К). к, ЗЕЯ Е геа С) УЗЛЕ Е, 
定理 4， 对 于 任意 函数 реда), (ЕЕ zy Ч ЧЕВИВЕ 9, 使 得 Ср) 
=... ЕН, 
• 353 • 


ФСК, К) = Фф. (К) =. (К) = (51) 


И 
(К, е) =ф. (е), у(е, К) =. (е), её. (52) 
证 ， 考 察 任意 的 函数 ФФ, (2), НЕ 4 В Ср ГЕНЭХВ АО А. 
有 有 限 支 集 的 函数 序列 фф (в), 使 得 


ГАБО (53) 
根据 定理 БОЛЕН, Ск) - СС: Ф. 
因为 函数 p。 具有 有 限 支 集 , 所 以 根据 定理 2 的 推论 2, 对 于 其 中 的 任意 
函数 可 找到 这 样 的 测度 р СО, 使 得 Ср) = 161. 并且 
И С, К) = СФ). (К = (ра) =», 60 
нр 
(К, е) = (фл) (е) р, (е, Ю = (рь) (6), ве. 
因为 冯 是 度量 紧 集 ， 空 间 C (区 ) 是 可 分 的 (参见 定理 IY. 4.3)， 所 以 在 
гса(®) =С(К)* 中 的 有 界 集 是 相对 紧 的 且 按 (9) - 弱 拓扑 是 可 度量 化 的 〈 参 
见 定 理 Y. 7. 0)。 这 时 根据 (54), АЕ, ГНЦ, в) 
Васа тС р, 并 县 
еа фыя 1/24 (55) 


我 们 将 指出 , 测度 湛 是 定理 的 论断 . 
首先 , 从 测度 ра - КОСТ АРЕН, ХЕ гсаск) Н р,.СК, 5) 


Я. (=, КОСТ ОСК, 5) С, К). ШЖ, фа эф. 但 这 时 ， 对 
ЖА У, 的 定义 推测 的 关系 式 
фа» СК, +) bal, К) = ns, 
取 (*)- 弱 极限 , 便 得 
ФСК, )-9С, Ю=Ф, 
ЩІ, ИЖЕ ВРУ, 从 (55) 式 及 引 理 6 推出 关 系 式 (51) 和 (52) 成 
立 ， 最 后 , Е тр) = Ф 1 中 取 极 限 并 注意 (53) 式 , 便 得 等 式 
т(4) =]9].. 

定理 证 毕 . 

注 、 特 别 ， 从 上 面 证 明 的 定理 推出 ， 如 果 在 原始 物资 调配 问题 中 条 件 
• 354. 


(15) 用 更 强 的 要 求 (53) 代替 , 邯 缩 小 了 容许 调配 类 ， 则 对 于 这 个 问题 结论 实 
际 上 并 没有 变化 . 

最 后 指出 , 所 述 的 关于 物资 调配 问题 及 其 产生 的 赋 范 空间 的 一 些 结果 还 
是 在 五 十 年 代 中 得 到 的 ， 

以 后 , 它 多 次 被 利用 , 特别 用 于 信息 论 和 遍历 理论 中 ， 此 外, 许多 作者 在 
各 个 方向 对 它 作 了 补充 和 推广 (例如 , 8, С. Г. Крейн Ж Ю. И. Петунин 
[1], Рубинштейн[1—3], Вершикг1}, [2], Friedlich[1], Рвачев[1)). 
Судаков(11 #1 ЕхлаковГ11% 1.еБеѕрое 测度 调配 问题 中 得 到 了 关于 存在 其 
有 稠密 性 的 最 优 运输 的 有 用 结果 .在 Левин[11, [3]，f[4]( 还 可 参见 共 中 引 
用 的 较 早 的 文章 ) 的 著作 中 考察 了 KK 是 任意 紧 集 , Шт, я: КХК 上 的 非 
负 连 续 东 数 的 情况 ， 并 且 泛 钞 (25) 一 般 来 讲 已 不 是 ФИН. ВИ 
多 结果 在 这 个 更 一 般 的 情况 仍然 成 立 , 我 们 指出 共 中 一 些 结果 ， 和 除了 考察 原 
始 的 物资 调配 问题 外 还 可 考虑 对 偶 问 题 : 在 对 uC(K) 的 约束 (17) ТЖ 
国 

{адар (56) 


的 极 大 值 ， 用 4 表示 物资 调配 问题 的 最 优 值 , НЕ РА (16) ФЕ ДЕ (15) 的 测度 
乡 的 集合 上 的 下 界 , 用 BB 表示 对 偶 问 题 的 最 优 值 ， 嗓 泛 函 (56) 在 约束 (17) 下 
的 上 界 ， 容 易 看 出 , 包含 在 定理 2 中 的 (对 于 是 度量 的 情况 最 优 调配 判别 
准则 可 改写 为 对 偶 关 系 式 4=B. 在 一 般 情况 下 最 优 调配 可 能 不 存在 ,然而 这 
个 对 侦 关系 水 远 有 意义 , 只 要 T(t, 引 二 0(tEK), 它 就 成 立 . 其 次 ,如果 7 (1, 1) 
二 0(tEK) 且 ?满足 三 角 不 等 式 , 则 存在 最 优 物资 调配 儿 昌 定理 4 成 立 , 即 没 
ЖЖ. Алсынбаев, Имомназаров 和 Рубинштейн[1) 也 对 后 面 
这 个 课题 做 过 研究 , 在 此 文章 中 建立 了 辅助 的 非 对 称 范 数 空间 ， 并 且 ， 和 在 
前 面 所 考虑 的 经 典 情 况 所 做 的 一 样 ,利用 这 个 辅助 空间 建立 了 全 部 要 求 的 结 
Ж, 
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§ 1， 赋 范 空间 中 的 紧 集 

1.1. 在 15.2 中 已 给 出 空间 C(K) 中 集合 紧 性 的 判别 法 . 我 
们 来 阐明 空间 1.2 (0) (1<р<со, р 是 欧 氏 空间 В" 中 有 界 可 测 集 ) 
中 集合 紧 性 的 条 件 . 

考察 一 族 实 变 量 函 数 {6,}， 它 依赖 于 正 的 实 参 数 ， 并 具有 下 
列 性 质 : 

1) Oo (EM (20, №0); 

2) ЕРА, 9,0) =0; 

3) 当 5<h 时 ， о, 连续 ; 

4) ЯН Е л В" ТАТЕ, ПОА ДЕДЕ, 则 对 于 
ЯНУ 8220 


| о) оь, 
В» 


Еф о 是 半径 为 的 % 维 球 的 体积 ; 由 于 条 件 2), 这 个 积分 只 需 
在 以 坐标 原点 为 中 心 的 n 维 球 G, 上 和 进行 

我 们 把 L”(D) 中 的 函数 延 拓 到 整个 有 R* 上 ， 在 集合 已 外 令 其 
Жа. 

我 们 仍 以 G(s) 表 示 中 心 在 ЗЄВ" 26 48 0А уп ЖЖ. ЖЕ 
zEL? (р), 5 

os) 一 二 ons- zt) dt а в, (8—1)2(#)@ 

(sER"), (1) 
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为 简单 计 , 记 о, (5—0) =, (18-8). 
ЕЖЕ х, ИЦ 1 БН 5 2 的 按 Стеклов 意义 的 平均 ， 或 平均 函数 


A 


(关于 2); 函数 族 {@} 叫 做 平均 的 核 ， 如 果 作 为 ou 取 函 数 
(1, &<, 
ОВ pp 
则 za(s) 就 是 函数 xz 在 球 G,(s) 上 按照 通常 意义 下 的 平均 值 . 
引 理 1 а Єт (0), 这 时 对 于 任意 1> 0, 平 均 函 数 zx; 连续 
并 且 


Зуи» 
(sER"). (2) 


1258) Зи» | ны КОИ "еМ 


证 。 我 们 有 
zs)—zs(s') = 二 | Oi(s—t)r(t) dl 
一 村 | os ПО (8, 5'Е В»), 
Ш 0<4<1, јр 


А, =С,ь ($) па,,($’), Аң = Га, ($) ча,’ А». 
利用 Hilder 不 等 式 可 得 
|4, (8) — 2, (з') || 15-8") абе) |а 


+2м| ， ео | 


< (| 1909—0960) и) "(ле)" 


+2м(| „Песоа ) пева) 


«Г, lexs 一 0 一 os — О] | "--2МСтеза; “4. 


2 
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如 果 |s' 一 s|1>0 Н. 4->1, 则 显然 mes4 >0. ЯНА, ТЕ => 
0, 可 求 出 这 样 的 5>0 及 加 二 1， 使 当 ]s' 一 s| 之 6 МАЕ 时, Е 
括号 中 第 二 项 小 于 。. 

В ox(s 一 机 作为 所 的 图 数 在 集合 О, (8) Е 186, 
而 可 指出 这 样 的 6.36, 使 得 

[о (5—1) –@,(8' 一 上 | 魏 8s， (|3’—8|<«6,4ЕА,,). 
综 上 所 述 , 便 得 
дви (ls 一 <， (8) 


函数 т, 的 连续 性 证 毕 , 
由 公式 (1) 并 用 H6lder 不 等 式 可 得 估计 式 (2). 
注 . 在 证 明 引 理 轩 求 得 的 量 0, 与 函数 z 无 关 . 
引 理 2。 докер, ШАО 
证 因为 
z(s)= 志 | wi(s—t)r(s)at, 


所 以 
[ms)—z(s)|<E| wi(s—t) |20) (8) 1dt. 
因为 当 刻 充分 小 时 |z( 引 一 zx(8)| <е, 所 以 对 于 所 有 sER* 同时 有 


lms)—z(s)|<2| Wils—t) @ = е. 


使 元 素 zxEL?(D) 对 应 其 平均 函数 mw， 我 们 得 到 了 定义 在 
Т? (D) 中 的 线性 算 子 ,把 它 记 为 U0;:U;(z) 二 zs， 不 难看 出 ,Ui 是 从 
1L”(D) 到 C(8) 内 的 连续 算 子 ， 其 中 日 是 包含 D 的 任意 有 界 闭 集 . 
事实 上 , 根据 引 理 1, 函数 zx 在 В” 中 连续 ， 它 当然 也 在 @ 中 连续 . 
因而 由 (2) 可 得 
® 358 。 


М 
[2,1ссез = тах |2,68) | < 97114 
8=9 Фь) 


由 此 
М 


ГАС 
如 果 把 UV; 看 成 是 空间 L?(D) 中 的 线性 算 子 , 则 其 范 数 的 估计 
还 可 以 改进 . | 
383. 车 把 0, ЕРО, Ц 
120,1<м (2220). (4) 
证 ， 从 不 等 式 (2) 得 到 


ЕО [248 № 


< номае" 


交换 积分 次 序 , 有 
Ри сорав | ™ 


= м [ера |, 


这 就 是 (4) 式 . 

5184. 当 2-0 时 在 空间 L?(D) 中 有 а, 

证 ， 设 六 是 及 "中 包含 万 的 闲 立 方 体 , 它 大 到 能 存在 一 个 包 
含 万 的 闭 立 方 体 D,， 这 个 р, 也 包含 在 立方 体 Do 之 内 ， 我 们 来 证 、 
明 ， 在 De 上 连续 并 在 立方 体 po 的 边界 上 为 零 的 函数 构成 的 集 
C(D0) 在 L? (Du) 中 稠密 . 设 xEL? (Ро), 因为 几乎 处 处 有 界 的 函数 
的 集合 在 L? (Do) 中 稠密 , 所 以 可 认为 函数 x 在 D 上 有 界 ， 例 如 ， 
假设 对 于 teDo, lx( 旨 | 入 及 ， 任 取 е220, 根据 Лузин 定理 ， 存 在 
Du 上 连续 的 函数 gp， 除了 在 集合 АСР 外 它 与 > 处 处 重合 ， 其 中 
тезе; ШК, 160, [ФСК 取 立 方 体 D 使 得 
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10,1< 


mes(DAD <s， 利 用 连续 国 数 延 折 定 理 (HararcoH-IID)， 构 造 一 
个 在 Du ЕЕ то 它 在 D 上 与 p 重 合并 在 Do 的 边界 上 等 
于 零 . 根据 引用 的 定理 ， 这 杖 数 还 可 以 这 样 选择 : 使 当 Ср, 时 
|[25(#)| 魏 玫 .我 们 来 估计 差 x 一 zo 的 范 数 ( 在 L?(Do) 中 )， 我 们 有 


[1—2 3 12—14 19—20]. 
而 


ВОО 


Ре 


| 
ИЕС оа)" оке, 
| 


| 
-| 


/Pp 
00-а) | 


Р’ 


19— zl 一 | 
=|| „1Р0 ара <2Кв'/°, 


12—14°, 还 须 注意 ЄС). 

如 果 z 是 СОР) фе, 则 可 以 认为 它 在 р, а. 
据 引 理 2, x,->2z 在 В" 中 是 一 致 的, 因而 也 在 Do 中 一 致 收敛 , 故 在 
EL po) 中 wz， 根据 引 理 3, ЯРО, 的 范 数 总 体 有 界 , 又 因为 由 
上 面 证 明 的 C(pu) 在 L? (Do) 中 稠密 ， 则 应 用 Banach_Steinhaus 
ХУП. І. 3) 在 整个 (Do) 上 收敛 性 >: З. НЕЯ р 
Ур ЖА НУ №? (рН АВЕ: ГР (Do) 中 的 元 素 , ВЕ Ср) Б 
收敛 的 , 引 理 证 毕 . 

12. 现在 来 给 出 空间 L?(D) 中 集合 紧 性 的 判别 准则 . 

定理 1(CKoxMoropoB)、 和 集合 BCL?(D) 是 相对 紧 集 的 充 要 
条 件 为 

12 ЕЯ; 

2) ЕЕЕ ЕВРО.” (0) АЖ, 即 

mx 在 召 上 一 致 地 成 立 . 

证 .第 一 个 条 件 的 必要 性 显然 成 立 ， НИ 

的 必要 性 ， 因 为 吾 是 相对 紧 的 , 对 于 它 存在 有 限 的 se- 网 、 设 它 为 
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200,200, 06,000, БАЕ 4, РЕЗЕ МВО В С-В.) 
|а 29| <ае (21, 2, т). 
对 于 任意 ЕЕ аркі т, 使 得 
[2—59 |<е. 

而 这 时 

[2—2 = 10,62) — | 

а-я [61500-20016 [1—0 [< 2в- Ма. 

充分 性 . НЕ, 表示 元 素 为 U;(2) 的 集合 ， 其 中 zEB.。 根据 
引 理 1 Е.С ССр), 我们 来 证 明 Е, 在 C(D) 中 相对 紧 。 由 于 不 等 
式 (2)， 空 间 CC(D) 中 紧 集 的 第 一 个 条 件 一 一 有 界 性 成 立 ， 由 不 印 
式 (3) 可 推出 Е, 中 消 数 的 同等 连续 性 . 

于 是 , 对 于 任何 Bi 在 CC(D) 中 是 相对 紧 的 ， 因 此 在 LL?(D) 
中 也 是 相对 紧 的 ， 根 据 条 件 2) 可 找到 充分 小 的 如 ,使 得 对 于 任意 
的 zxEB，]z 一 x1 二 上 zx 一 Vw,zj 过 .因此 EB 是 吾 的 相对 紧 的 -网 . 
根据 Hausdorff 定理 (参见 工 5.1), 集合 如 是 相对 紧 的 . 

定理 证 毕 . 

注 ， 定 理 中 所 给 出 的 紧 性 判别 准则 在 空间 工 :(Z 中 也 成 立 
(参见 Тулайков[1]), 

1. 3， 我 们 再 给 出 一 个 空间 0 СО) 6 ВЕ В РЕ. ХВ 
И, 我 们 只 限于 叙述 也 是 区 闻 [a, 51 的 情形 . 

定理 2(Riesz)。 ЖА ЕСІ (a，b)(1<p<<o0) 是 相对 紧 集 
的 充 要 条 件 为 : 


Pr 


a 


NAA 
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证 ， 必 要 性 ， 在 L"(a,8) 中 引进 算 子 ,一 一 自 变量 平移 算 子 
у=Т. (т), 001) =2(2 т). 
显然 ,V, 是 L? (a,5) 中 的 线性 算 子 , 并且 
[7.1<1. (5) 
我 们 来 证 明 
У.(1)—25 (ОЬ (а, Б) ф). (6) 
事实 上 , А 2 是 连续 国 数 , 则 


[ласо асра еа а-а) (ет), 


因而 (6) 式 成 立 ， 因 为 连续 函数 集合 在 工 "(e, 5) 中 稠密 ， 由 (5) 式 
再 应 用 Banach-Steinhaus 定理 可 知 ，(6) 式 对 于 任意 xzEL” (а, 5) 
都 成 立 , 

后 面 的 讨论 完全 与 定理 1 的 证 明 一 样 . 

充分 性 ， 我 们 来 证 明 , 如 果 本 定理 的 条 件 成 立 , 则 车 我 们 取 

1, é&<h, 
о Eh (&>0) 

作为 平均 的 核 , 那么 也 能 得 到 定理 1 的 条 件 ， 仍 用 前 面 的 记号 , 我 
们 可 得 


р 


36) | Ро Сас й. 


对 内 层 积分 应 用 H6lder 不 等 式 , 然后 再 交换 积分 次 序 , 即 得 
[27,02) а? 


|1, 107 Е. еее —a(t) har |С 


а еа чара 


А 
| ПИС) аре. 
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如 果 定 理 的 第 二 个 条 件 成 立 , 则 对 于 任意 的 e 盖 0, 存在 А220, 
使 当 |r| 过 加 时 ,对 于 任何 zxE АИ (2) — 2 |2 е, 但 这 时 由 于 前 
面 建立 的 不 等 式 , 有 

Со) а | еее. 


因此 定理 1 的 第 二 个 条 件 成 立 ， 因 为 在 两 个 定理 中 第 一 个 条 
件 是 一 样 的 , 对 集合 如 应 用 定理 1, 可知 吾 是 相对 紧 的 . 

1 4， 最 后 我 们 介绍 一 个 在 赋 范 空间 中 集合 紧 性 的 判别 准则 
(参见 Гельфанд[1]). 

ЖЗ 3(Гельфанд) B- 空 间 X 中 集合 万 相对 紧 的 必要 条 件 
Ж 对 于 任何 (*)- 弦 收敛 于 零 的 泛 函 序列 {f,), 极限 关系 
在 刀 卡 一 致 地 成 立 ， 即 对 于 任意 的 二 0, 在 在 标号 .se е п>, 
时， 对 于 任何 ze8 有 

С) <e. 
而 当 X 是 可 分 空间 时 , 上 述 条 件 也 是 充分 的 . 

证 ， 充 分 性 ， 先 证 集 刀 是 有 界 的 ， 事实 上 , 假如 不 然 , 则 存在 
元 素 序列 mc 有 (na= 1 2,…)， 使 得 |zu| = 23--->co。 根 据 关于 有 
足够 多 泛 国 的 定理 ， 可 找到 玉 图 fa, | =1, (а) — [2, |. „= 
Г 我 们 得 到 序列 {fw), СРЗ, 可 是 

Р.С) = V0, 
因此 f(z)->0 Е ЕЖЕ. 

Я ВИА (+) - ВАЗЕ ХНУ ИХ. Е 25 
知道 (HI. 3. 1), 每 个 元 素 СХ 都 可 以 看 作 是 在 (X*,o (Х*, Х)) Е 
(ЕН, ФЕВ РНЕ. Нож Х Я ССВ) МНН 
应 的 嵌入 ， 我 们 来 证 明 ， 集 ФСР) ТЕ B- 空 间 C(B) 中 是 相对 紧 的 ， 

‚262. 


因为 , 容易 看 出 , №} ое ЕЕ. РД, АГНЕ Е Не 
对 紧 的 .根据 定理 7.7. 6,B 是 度量 紧 集 (具有 度量 7).， 我 们 来 验 
证 集会 p(B) 满 足 Arzela-Ascoli 定理 的 条 件 (参见 定理 1.5.4). 
因为 , 我 们 已 证 明了 ,集合 加 是 有 界 的 ， 所 以 我 们 只 要 验证 它 是 同 
等 连续 的 .假如 不 然 , 即 存在 2220, 对 于 任意 的 8220, 可 找到 ze 
Е № Р, ҺЄВ, 使 得 ?TCfy, fx) 二 6 及 
|, Са) Ў Саа) 22е. 
依次 取 91, 12, ,112 可 以 从 召 中 找到 一 元 素 序 列 {z)} 
МЛЕКА СА, 使 得 (ff Р) < Ив, 而 
[р (2) Ра) 12е, EN). (8) 
因为 B 是 度量 紧 集 ， 所 以 (如果 需 要 ， 可 取 子 序列 ) 可 以 认为 
эр (в (Х*,Х)), foEB. 因为 r (ffi) <1/n, 故 fn >fo(o(X*,X)). 
由 于 按 (*)- 弱 拓 扩 f 一 fx->0， 所 以 根据 (7)， гк) >0 
在 吾 上 一 致 地 成 立 , 从 而 与 (8) 式 矛盾 . 
必要 性 .我 们 来 证 明 , 如 果 {0,} 是 把 给 定 的 空间 六 变换 为 赋 
范 空间 Y 的 连续 线性 算 子 序列 , 并且 对 于 zEX 
VU.(7)—>0, (9) 
则 当 召 是 相对 紧 的 时 候 , (9) 式 在 上 一 致 地 成 立 ， 
因为 外 是 B- 空 间 ， 所 以 从 (9) 可 推出 算 子 0 范 数 的 有 界 性 
(参见 WL1.1): 10,1<м, ЕЕН, НЕЕ 存在 有 限 的 
77 №: 01,08,59, Xm， 对 于 充分 大 的 п 


107, (х) 1<е/2 {&=1,2, ..., т). (10) 
其 次 , 对 于 任意 的 xEB, 存在 元 素 ze 使 得 
Fz—zil<e/2M. (11) 
这 时 对 于 这 个 % 将 有 


0С) CA 
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即 有 И„(2)—>0 在 如 上 一 致 地 成 立 . 

Ж. 如 果 Хх 不 是 可 分 的 , 一 般 来 讲 ， 定 理 3 的 充分 性 部 分 不 
成 立 ( 参 见 Бухвалов[1], 在 那里 也 可 见 到 定理 3 及 定理 V.7, 8 的 
推广 )， 


$2. 紧 算 子 

2. 1， 在 第 五 章 中 已 经 指出 , 任何 从 一 个 有 限 维 空间 到 另 一 个 
有 限 维 空间 的 线性 算 子 都 可 以 由 一 个 长 方 矩阵 来 确定 。 因 此 研究 
这 类 算 子 就 比较 容易 , 因为 有 限 和 矩阵 的 性 质 在 代数 中 是 部 知 的 . 可 
是 车 研究 任意 赋 范 空间 中 的 算 子 ， 则 往往 就 不 存在 类 似 于 “有 限 
维 ” 算 子 的 全 部 性 质 ， 与 “有 限 维 ” 算 子 最 接近 的 是 所 谓 紧 算 子 . 与 
“有 限 维 ”情形 接近 的 紧 算 子 的 基本 性 质 , 将 在 第 十 三 章 建立 ， 这 
里 我 们 仅 给 出 定义 , 指出 由 定义 推出 的 一 些 最 简 单 的 结果 , 较 详细 
考察 的 只 是 Hilbert 空间 中 的 紧 算 子 . 

设 算 子 品 是 从 一 个 赋 范 空间 X 映 射 到 另 一 个 赋 范 空间 Y 内 的 
算 子 。 如 果 它 把 和 的 每 个 有 界 集合 映射 为 了 中 的 相对 紧 集 ， 则 称 
ОБЕ. Ш, 如 果 忆 还 是 连续 的 ， 则 称 它 是 全 连续 的 . 

以 后 我 们 几乎 只 对 局 是 线性 算 子 利 用 这 个 定义 .容易 看 出 , 每 
一 个 紧 线性 算 子 都 是 全 连续 的 ， 事 实 上 ， 它 把 空间 义 中 的 单位 球 
映射 为 相对 紧 集 , 此 集 当然 是 空间 Y 内 的 有 界 集 ,于 是 sup Сг) 


< co, ШУАТ. 

最 后 指出 , 对 于 上 述 情形 , 在 定义 中 可 只 要 求 算 子 己 把 单位 球 
(或 任意 其 他 半径 的 球 ) 映 射 为 相对 紧 集 ， 甚 次， 如果 没有 特别 说 
ВЯ, 我 们 说 紧 算 子 就 是 指 紧 线 性 算 子 . 

在 本 节 中 所 考察 的 紧 算 子 的 定义 及 此 类 算 子 的 最 简单 性 质 对 于 空间 LL? 
是 由 Hilbert 阐明 的 (参见 Hilbert)。 而 在 一 般 情况 下 参见 Banach. 


上 面 提 到 的 有 限 维 算 子 自然 是 紧 算 子 ， 紧 算 子 的 另 一 个 平凡 
。365。 


的 例子 是 空间 站 中 的 连续 线性 泛 函 ， 只 要 把 它 看 作 从 XX 到 标量 空 
间 内 的 算 子 . 
在 红 中 所 引进 的 算 子 0,( 参 见 1. 1) 是 更 有 趣 的 紧 算 子 的 例子 . 
事实 上 , 容易 验证 , 集合 Ui(8B) 的 紧 性 只 是 集合 有 界 性 的 推论 . 
最 后 考察 具有 连续 核 的 积分 算 子 UU; 


у= 0(2), (8) = | Ks, (ри. 


可 以 认为 品 是 从 СГа, 519] СГа, 65] 内 的 算 子 .我 们 指出 ， UV 
是 紧 的 ， 事实 上 , АВЕ е CLa, 5] 中 的 有 界 集 (对 于 2СЕ, [|< 
М), 则 UU(E) 显 然 也 是 有 界 集 ( 对 于 УСО(Е), [95 мМ|0р. ВАК, 
如 果 =ЕХ, Шу = 0(2)) 


ПОБИЛЕ 


<м|, Кв, 6) КО, ПШ. 


如 果 s Буз 充分 接近 , 则 右 端 可 任意 小 , 并 与 xE8 无 关 ， 这 说 明 
(ЕАО Е, Е, ОСЕ) ТЕ СГа, Б] а АО. 

利用 定理 ІХ. 1. 2 可 以 证 明 ， 如 果 ОЕ 10 (а, Б) 到 
L"(a, Б) (1<р, 7 过 00) 内 的 算 子 , 则 它 是 紧 算 子 ， 

上 面 所 有 结果 及 其 证 明 都 可 以 搬 到 空间 C(K) 及 L?(D) 之 中 . 

2. 2， 我 们 证 明 有 关 紧 算 子 的 三 个 简单 定理 . 设 于 和 YY 是 赋 
范 空 间 . 

ЖІ. 如 果 U 是 从 X 到 Y 内 的 紧 算 子 ， 则 算 子 0 的 值 域 Y。 
= Дод НН. 

Ш. Я В, 表示 空间 和 中 以 0 点 为 中 心 ,2 为 半径 的 球 , 用 9, 
表示 空间 Y 中 的 集合 U0(B,), 即 形 为 y=U(z)(zEB,) 的 元 素 的 集 


合 . 因为 和 = [|] в, МА У = [jj 8。 但 6 是 紧 的 ,所 以 是 可 分 
п=1 n=1 
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的 (I. 5. 1). 这 样 Ye 也 是 可 分 的 ， 

定理 2. а) 从 X 到 Y 内 的 紧 算 子 D 与 0 的 线性 组 合 0= 
aU; 十 BU, 是 紧 算 子 . 

b) 如 果 UEB(X,Y), 而 VEB(Y,Z), 并 且 这 两 个 算 子 中 有 一 
个 是 紧 的 , 则 乘积 V0 也 是 紧 的 

Ш. а) 设 8CX 是 有 界 集 ,又 设 {y,}CUV(E), 这 时 

0 =, (za) +2002.) (rnEE,nEN). 

Я 0, В ВЕ, ЛАЛЕ (О, (а) 5 中 可 以 选 出 收敛 的 子 序 
列 (Vi(zn,)}， 同 理 可 以 从 序列 (02(zs,)} 中 选 出 收敛 的 子 序列 , 设 
ЖИ ка, )). 显然 ,序列 Оба, 086, ОСЕ) НУРЖ НО. 

b) 因为 连续 线性 算 子 把 有 界 集 变 换 为 有 界 集 , 把 紧 集 变换 为 
ЖЕ. 由 此 可 直接 推出 本 命题 . 

定理 3， 设 (0.}) 是 从 匀 到 B- 空 间 Y 内 的 连续 线性 算 子 序 
5]. 它 收 敛 于 算 子 U( 在 空间 BCX,Y) 中 )， 这 时 ， 如 果 Vi(%==1， 

…) 是 紧 的 , ШО 也 是 紧 的 . 

Ш. 设 B 是 空间 Х 中 的 单位 球 ， 我 们 来 证 明 О СВ) 是 相对 紧 
的 ， 取 UV 使 得 

19„—И|<г. 
ЖА О, (В) Еж, 而 因为 对 于 yEU(B) 
ly—gy | = 1062) —0,,02)1<10 0, lzl<e 
(yno=Un lr), у=0(т), rEB), 

所 以 Uw,(B) 是 U(B) 的 e- 网 ， 根 据 Hausdorff 定理 的 注 ,U(B) 是 
相对 紧 的 ， 这 就 说 明 算 子 U 是 紧 的 ， 

ЖЕ. 在 定理 的 条 件 中 , 不 能 用 在 X 上 的 收敛 来 替代 算 子 空间 
中 的 收敛 一 一 即 按 范 数 收 化， 事实 上 ,上 面 已 指出 , 算 子 0,( 参 见 
Ц. 1) 是 紧 的 ,并 县 ,在 L? 中 

(,(х)—>х СаЄ1.?). 
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但 在 L? 中 的 恒 等 算 子 不 是 紧 的 ,事实 上 , 定理 区 1 3 可 改 述 
为 : 使 赋 范 空间 和 中 的 便 等 算 子 是 紧 的 ， 必 须 而 县 只 须发 是 有 限 
维 的 . 


$3. # Я Я 
3.1. 设 品 是 从 赋 范 空间 XX 到 典范 空间 Y 内 的 连续 线性 算 
子 , он У НЕЕ, 换言之 ， 它 是 共 思 空间 Y* 中 
的 元 素 ， 对 于 任意 的 xEX, 令 
f(7)=g9(U(7)). (1) 
ЖЖ, ЕЈ 是 作为 由 Y 到 实 ( 或 复 ) 数 空间 内 的 线性 算 子 的 
泛 函 9 与 算 子 口 的 乘积 : f=gU.， 所 以 ЖЕ, ЗЕН. 
121<121191. (2) 
于 是 公式 (1) А-ТЕ м ОСҮ" У РАЛЕ ЄХ". 实 
ВОИН ЕВРО ЗЕЕ, іа 0", Вр f= 
UV*g 相当 于 (1), 换言之 , 0*(9)=90. 
ДЕ, #7 0ЄВ(Х, У) 对 应 一 个 把 Y* 变换 到 X* 内 的 共 恩 
算 子 0*, 我 们 来 证 明 DU*EB(Y*, Х*). 
于 ,并 县 
19% = [01. (3) 
ЧЕ. ЗАП ЕЯ РИ* хе ЕН. ИЖ 9-49, + и9» № {= 
0*(9), 则 
1()=9(И(2)) = 49,(0(х)) + д9. (0(2)) 
= 40*(09,) (2) +0* (ga) 62). 
由 此 
U*(g)=AU*(g1) 80% (9). 
从 不 等 式 (2) 可 推出 V* 的 有 界 性 , 由 此 知 
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+1. 
其 次 , 取 任 意 的 xEX, 设 у= О(г), НИЯ А ОСУ *, 使 得 
90у) = 191, 191 =1. 
这 时 
[0()1= 1919 (9) = (90) (2)=U*(g9)(7) 
<lv*cg) |, 
由 此 显然 可 得 
lvl<lv*l. 
我 们 还 要 指出 , ЕО, ШО, АНХ 到 YY 内 的 连续 线性 
ят, Н. 
U= 40, +20», 
则 
0* = М +AUY. 
事实 上 (gEY*, ЄХ), 
0*(9)(2) = АСИ] + Lg (UV 2))] 
= (49) UX) + (и9) (Их )) 
= О (Ад) Ст) +0 (9) (2) 
一 [ADY(9) +069) 102). 
У, О ЈМ Х НУ 内 及 空间 Y 31 7, 内 的 连续 线 
ВЕТ. ЯП У = ОИ, 则 И*-У*И*. 
事实 上 , 记 є 09), л=0*(9)(9Е7*), 可 得 
f(z)=g(W(z))=g (UV) = р. V(r) =V*U* (9) (2) 
(хЕХ). 
3.2. 考察 实 有 限 维 空间 МУ, 它们 的 维 数 分 别 等 于 m 和 ln， 
U 是 从 入 到 YY 内 的 线性 算 子 . 算 子 品 由 矩阵 
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借助 公式 
= У аль (3= 1, 2, +.*,в) 
ГРИ 


来 确定 , 其 中 | 
= (€1, ёз, ..., &.)ЄХ, у= (, 7, *" п.)ЄҮ. 


设 9= (1, Ф," $) ЖЕН У НВ 
9(4) = в, 
泛 函 f=UV*g 将 有 下 列 形式 
ў(2)= рУ азё = $» А 
即 了 = C9192,…, Фи), 其 中 
в 57 аф ор 


(а%,= gy; = 1,2, .*., п; Е=1, 2, т). 


а ж 
于 是 , 算 了 于 V* 由 和 矩阵 
* ж ЕУ 
ауу 412 9 {in ур 92: Cn 
ж * * 
азу ага --^* 8, ts Co2 "6 ар 
А*= == 
* * * 
ату Әта '"* ала бт бт * бл 


所 确定 , ВЕН 4 经 行列 置换 而 得 . 
现在 设 U 是 具有 连续 核 的 积分 算 子 
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(4) 


у=0(0), у(8) = | ко, бай, 


并 设 愉 是 "Са, БЭ <р< оо). 
ВЫ 9Е(17)* 


sD=) Vis)y(s)ds (зе, YEL тат), 
将 有 
ос) | Со, бара јаз 
= ко, ye)ds |с а 05677 
于 是 , У 0* 也 是 积分 算 子 , ВО) КУ (8, 0) КОВ, 8): 
1-0*9, Фр = | Er(ts)%(s)ds=| Ks, 14%(s)as 


+. ЖЖ а н], ИГРЕ 
定 : 


* ж ж 
Яз. 022 *** @2н 


ж ж ж 
ат тә ** адһ) 
* 一 万 .。 МНИ . _ 
(af = Gj; j=1,2,°%, т; k=1,2,.,n). 


为 了 得 到 这 个 结果 ， 只 要 注意 到 泛 函 f= (Фф, Poy, Фь) СХ" 
及 9 二 (Pp, Ф, .", ф.)ЄҮ* 由 下 式 所 确定 ， 


Кх)= У 1,8, (2=(&, ёз, п) ЄХ) 
k=1 


gO= У рат y=, т, EY) 
k=1 


在 复 空间 L? 中 类 似 地 有 : 共 轿 于 积分 算 子 的 算 子 也 是 积分 算 
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+, 其 核 为 
К*(8,#)= КО, 5). 

3.3. ДЕТ И* 为 出 发 点 , Хр НЗ ЕУ, 我 们 称 
НЕТ вх». иен 1， 它 是 从 空间 
X** 到 Y** 内 的 连续 线性 算 子 ， 把 容 间 六 与 和 ** 的 子 空间 等 同 起 
来 , 把 空间 У 与 Y** 的 子 空间 等 同 起 来 , 我 们 来 证 明 , ЕХ ЕЯ 
U** 与 U 重合 . 设 Ех ХУНН Л, л жү Ү"" 
内 的 典型 说 入 . 

定理 2， 对 于 任何 rEX, 有 

И**(л(1))=п(0(2)). (5) 

证 ， 如 果 СУ", 则 | 

[0** (п (2))] (9) = [1.(2)](0*(9)) = Т0* (9) Tr) 
=9((#)) =[л.(И(@))1(9), 
由 此 可 推出 (5). 

推论 。 如 果 空 间 Х ЕН в, 则 U**=U( 等 式 在 这 样 理解 下 
成 立 ; 即 把 空间 祥和 X 尺 ** 的 对 应 元 素 ， 空 间 У 和 YY** 的 对 应 元 素 
看 成 同一 个 元 素 ). 

3. 4， 由 给 定 算 子 取 共 斩 后 其 紧 性 仍然 保持 ， 
НЕО НИ ЛЕМ, ИЛЬЮ, 

Ш. 先 设 算 子 避 是 紧 的 ， 在 空间 Y 中 取 泛 函 的 有 界 序列 {9，} 
([9,|<М;в=1,2, ---), АКНЕ, Аі ВИКО) 中 可 以 
找到 收敛 的 子 序 列 , 这 样 就 证 明了 算 子 UV* 的 紧 性 . 

Я Yo 表示 集合 СОТ, ЯЗ 1Х.2.1, У, 是 可 分 空 
间 ， 我 们 只 在 Ye ЕВРЕЯ 9,. НА АЯКО, 有 界 , 所 以 根 
据 定 理 У.Т, 6, 从 中 可 以 选 出 (*)- 弱 收敛 的 子 序列 , {9} 已 
是 这 样 的 序列 , 即 

» 372 * 


lim 9.00) = 9(Y) (YEY0)， 


此 外 ,9 是 Yo 中 的 线性 泛 函 ， 因 为 它 可 以 保 范 地 扩张 到 整个 上 ， 
所 以 可 以 认为 9EY*， 还 要 指出 ， 
191211214, | <. 


42 1=0*(9), 1. = 0% Cg) Н ОСт)ЄУ,, КРЕ =ЕХ 有 

РС) д. (#9) = Кг). 
于 是 р, эро СХ", Х)). ПЖ, ВНЖ. 16 
如 不 然 , 便 可 以 认为 (如 果 需 要 , 可 取 子 序列 ) 

П? —fl2m>0 (r=1,2,…). 
对 于 每 一 个 1, 2, … 可 找到 元 素 ms, 使 得 

а. EE С) а) А Ает 
(n= 1,2, +), 


ВП, у, = 0 (х,) 
19. С) 9) 125 т (п=1,2, --). (6) 


ТО А, ИИ, | 1001, 2, ---), 则 从 序列 (7 中 
АГ ИСС ЛЕЗ а 17. эо 这 时 由 于 Уо, 所 以 
19,,09-,) — 9 (У, | 
< 9, Cyn) —9и, (о) | [9 , (40) —9(4о) | 
+ 1945) —9(у»,)| 
«2 М9. , тЇ + 19, (46) — 9 (4) |-—>0. 


它 与 (6) 式 矛盾 . 
现在 证 明 , 如 果 U* 是 紧 的 , 则 UU 也 是 紧 的 . 
考察 算 子 0**, 根据 上 上面 的 证 明 , 这 个 算 子 是 紧 的 ， 又 因为 根 
据 定理 2, 它 可 看 成 为 算 子 U 的 扩张 ， 所 以 这 个 算 子 0 也 是 紧 的 ， 
事实 上 ,如果 BCX 是 有 界 集 , 则 VU(E) 是 在 Y** 中 的 相对 紧 集 , 这 
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时 , В У(=л, СК) )4Е У** М, В ОСЕ) Е У 中 也 是 相对 紧 
的 ， 
3.5， 利 用 共 绒 算 子 的 概念 可 以 导出 一 个 便于 利用 的 紧 性 判 
ЯНА. 
定理 4 ， 设 忆 是 从 赋 范 空间 和 到 可 分 8- 空 间 Y 内 的 连续 线 
性 算 子 . UU 是 紧 算 子 , НЫНЕ О" 把 空间 Y* 中 的 每 个 
(*)- 异 收敛 于 零 的 泛 函 序列 (9 } 变换 为 空间 Х* 中 的 按 范 数 收敛 
ЖИК). 
Е. З (У ЕБ СОК РН, 可 以 认为 
[7.122020 (т=1, 2, -.-). (7) 
根据 前 面 的 定理 ,V* 是 紧 的 , 又 因为 序列 {gn} 有 界 ， 所 以 从 {fs} 中 
可 选 出 收 敏 的 子 序列 { 亡 ,}， 设 
fr.—>f. (8) 
对 于 任何 zEX, 因为 9,,->0Co(Y*, Ү)), 
К) = И, (г) = ад, ‚(И (2>)=0. 
因而 f=0, 而 这 时 (8) 与 (7) 了 矛盾 . 
充分 性 . 根据 定理 3， 只 要 验证 U* 是 紧 算 子 . ВХ ҮН 
的 单位 球 ，{9n}CB。 因 为 是 可 分 的 ， 所 以 根据 定理 VY. 7. 6, 
9n,>9(o(Y*，YY))， 这 时 根据 条 件 UV*(g。,) >U*(g)〔 按 范 数 收 
Ж), 可 知 集合 U0*(B) 是 相对 紧 的 , 故 算 子 V* 也 是 紧 的 ， 
3.6， 对 于 Hilbert 空间 Н 中 的 算 子 О, ЯТАН Е 
V. 3.3 中 定义 了 ， 我 们 指出 ， 新 的 定义 实质 上 可 归结 为 原来 的 定 
Хх. 
ОН НЕ, 根据 У. 3. 2, 存在 元 素 zxEH, 使 得 


900) = (7, 2) (УСН). (9) 
其 次 , 记 /=0*9, 并 设 泛 函 了 由 元 素 2* 来 确定 : 
f(x)= (=, 2*) (ЕН). (10) 
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注意 到 等 式 (9) 和 (10), 关系 式 1(7)= 9 (0 (2) ГИЯ 
(х,2*) = (Ох, 2) (хЕН). (11) 
算 子 U0* 定义 在 H 内 因为 下 "与 再 本 身 线 性 等 距 , 所 以 算 
子 V* 也 可 以 看 作 是 H 中 的 算 子 (显然 也 是 线性 的 )， 我 们 仍 用 同 
一 个 符号 U* 来 表示 .因为 泛 孙 9 对 应 于 元 素 z， 而 了 对 应 于 元 素 
2*, 所 以 2* = 0*2, 而 (11) 式 可 写 为 (zz)= (zz) (ЕН), й 
与 以 前 共 久 算 子 的 定义 是 一 致 的 , 
对 于 工 : 中 一 些 具体 算 子 Hilbert 给 иН 算 子 的 定义 (参见 Hil- 


bert)， 对 于 另 一 部 分 情况 参见 Riesz[3]. 一 般 的 定义 见 Schauder[2]，Hil- 
debrandt[1], Вапасћ. 


54. Hilbert 空间 中 的 紧 自 共 入 算 子 


4.1. 这 节 将 对 Hilbert 空间 Н ЖЕНЯ ЕЯ 
详细 分 析 ， 这 种 算 子 的 结构 特别 类 似 于 对称 和 矩阵 的 结构 ， 和 在 算 
阵 的 情况 那样 , ТЕВЕ ВА А Е ВГ, 特征 值 及 其 有 关 概 念 起 着 
基本 的 作用 . 

本 节 的 结果 , 对 于 工 * 中 积分 算 子 是 由 Hilbert 和 Schmidt 建立 的 , 对 于 
一 般 情况 是 由 Neumann[11( 对 可 分 的 H) 和 Rellich[1] (对 任意 的 HD 建立 
的 . 

数 和 是 算 子 口 的 特征 值 , 如 果 存 在 元 素 zo 220, 使 得 

Uxo= Аж. , 

使 等 式 Га Ах 成 立 的 元 素 叫做 属于 (对 应 于 ) 给 定 特征 值 4 的 
特征 元 素 ， 属 干 给 定 特 征 值 4 的 特征 元 素 全 体 构成 对 应 的 特征 子 
空间 Hi， 不 难 验 证 , H, 确实 是 空间 H 的 子 空间 *. 

4.2. 我们 指出 关于 Hilbert 空间 Н ФА ЯТ С 的 特 
征 值 和 特征 元 素 的 一 些 最 简单 的 性 质 , 

ж) 所 有 上 述 的 定义 都 可 以 转移 到 任意 赋 范 空间 站 及 其 中 的 算 子 的 情形 ,在 
这 种 情况 下 , ВХ 表示 特征 子 空间 。 
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I， 对 于 任意 ZE 再 ,表达 式 (Zz, 4) 是 实 的 (参见 V. 6.2). 
这 可 由 等 式 
(To 2) = (=, Ја) = (Оа, х) 
Жн. 
П. 下 面 关系 式 成 立 : 


A 


Ш = sup 1002, а) |. 
记 @= sup |002, 2)|. 2024 |21 =1 
002, 2) 1< 1021151001100, 
Вх < (0. 
其 次 , 容易 验证 等 式 (参见 V. 4.2) 
(Из, 4) = Та), 2+4) — (2-9), 2—9)] 


+007 (іу), «+ — (О (к-р), +9) 
(1) 
再 由 工 便 得 


Ке(Их, = 1106(2+р), +1) – (0 (2—0у), =—0)] 


«Ф029 19187 
(关于 最 后 等 式 参 见 IV. 5.10). 现在 取 元 素 z 使 得 |z|= 1 及 y= 
Uz В 
TD， 可 得 


IlUzl=Re(Vz, у) <0, 
由 此 


10154. 
TI， 算 子 乙 的 特征 值 是 实 的 ， 


vv ~ 


事实 上 , 如 果 4 是 特征 值 ,x 是 对 应 于 它 的 非 零 特征 元 素 , 则 
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_ (Ох, х) 
А= (2,2) ` 


нтс АЗЕ, 这 时 上 式 分 子 是 实 的 , 故 4 也 是 实 的 . 

IV， 对 应 于 算 子 U 的 不 同 特征 值 4 和 4s 的 特征 子 空间 Н,, 
和 H;, 是 正 交 的 . 

事实 上 ， 设 z БУЛ Н, ЯН, йо, Н Ог 
Аа, Uy 二 Asy, Р, 例如 设 4,520, 有 


_ 1 _ 1 — 
(2, 0)= 5-0%, 0) = 2-0 =, (=, 9), 


ЖА РОННИ. 
4.3. ИЕЛ НИ, 而 且 还 是 紧 算 子 ， 则 下 述 定 
理 成 立 . 
定理 !， 算 子 乙 至少 有 二 个 特征 值 . 
证 ， 因 为 当 鼠 =0 时 定理 显然 成 立 , 所 以 我 们 可 以 认为 U0 
现在 引进 算 子 的 界 


m= inf (Их, 2), M= sup (Uz, 2). 
= Па 1 


根据 П, 10| = тах |1, М], 我 们 来 证 明 
А =} АЖ О = ||, 
М, 1#10|1= м 
是 算 子 品 的 特征 值 . 
事实 上 ， 例 如 考察 |z| = 用 的 情形 。 根 据 数 用 的 定义 , 可 找到 
规格 化 元 素 序列 {z,), 使 得 
(Uxn, 0—2 МА. (2) 


аЛ), ВЕТРОМ, ДА ЕЯ ау я 
收敛 子 序列 . 不 妨 设 已 经 这 样 做 过 了 , 07, Вск. ТА, > 
Уо, 从 关系 式 
[02 — 4,2, ?= (02, | — 24, (Из, tn) А 
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«002-82-24, (Оль, а), 
ВЕ А 102 КИ 
Ux Аа —0. 
所 以 | 
з. = 1-0», — (Оз = Аа.) 
有 极限 ， 即 а, эло = ро. 0 0а, 0то= р ЗНД = Оза 
д2 又 由 于 570] zxol == 1), 从 而 4 是 特征 值 . 
定理 证 毕 . 
Ви. ЖИРОВ Я ЕЕ, ШО. 
Ж. ЖИВОЕ Ен НЕЮ КИ. 
事实 上 , 如 果 4 是 某 个 特征 值 , 而 x 是 对 应 的 特征 元 素 ， 可 以 
认为 它 是 规格 化 的 , 则 
А 1416, 2) = 1 (О, = 1,1. 
4.4. 以 P 表 示 到 特征 子 空间 H, 上 的 投影 算 子 (参见 
V. 3.4)。 下面 的 定理 实际 上 改进 了 定理 1. 
定理 2， 紧 自 共 辆 算 子 忆 的 特征 值 的 集合 至 多 是 可 数 的 ， 并 
且 


ммм 


了 = 之 Pi (3) 
п 


нА, 4,,… 是 算 子 局 的 不 同 的 特征 值 (级 数 的 收敛 理解 为 算 于 
空间 中 按 范 数 收 敛 ). 
1. 设 4 是 算 子 乙 的 某 个 特征 值 , 则 关系 式 

| АР,=ИР,= Р, | (4) 
成 立 ， 事实 上 , 因为 对 于 任何 xzEH, PizEH В ИР.х= 4Px. 由 
ПТР, БО ОР,= АР, 是 自 共 斩 算 子 可 推出 ， 它 们 是 可 交 
换 的 (参见 V. 6. 1). 

» 378 • 


考察 算 子 
07,=0,— АР, (07,= 0). (5) 
(4), 上 式 可 写 为 
0,= Р,0,=0,Р,, (6) 
其 中 B= 了 一 P;,， 由 此 推出 Us 是 自 共 圈 的 并 且 还 是 紧 的 算 子 ( 后 
者 是 根据 定理 IX. 2.2)， 关 系 式 (6) 还 表明 
ПОР =. 
对 于 算 子 Vs 应 用 前 面 的 定理 , 我 们 可 得 到 它 的 特征 值 1: ， 并 
В, 1А, | = 1041, 14 |= 10711, 故 
ГА 1221421. 
我 们 证 明光 不 是 算 子 0; 的 特征 值 . 事实 上 , 假如 不 然 , 便 可 
ЖЕЛЕ 250, 使 得 
1 一 4 和 
或 者 借助 (5) 有 
Па МР, = Л. (7) 
ЖЯТ Р, 作用 于 此 等 式 的 两 边 ,注意 (4) 便 得 
А.Р, а= ОР, &— A Pr=0. 
从 而 由 (7) 得 
Ux= А 2, 
ВП ЕН, , К х= Р, х= 0, 从 而 导致 子 盾 . 
我 们 再 证 明 ， 算 子 Da 的 每 个 异 于 零 的 特征 值 都 是 算 子 Z 的 
特征 值 ,并 且 , 对 应 的 特征 子 空 间 相同 . 
事实 上 , 设 А50 是 算 子 Za 的 特征 值 ， 并 且 x 考 0 ей 
Ох= Ах 的 元 素 ， 由 (6) 可 知 
UPz= Ах, (8) 
出 此 
BUPzr= АР, х. 
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另 一 方面 ， 

BUPB r=U Pz=U Pr= Ах, 
所 以 Piz=z， 这 样 , 由 (8) 可 得 

О, х= Аг, 

ШЛ ЖН, 的 特征 值 ， 如 果 现 在 把 zx 看 作 是 算 子 Z 的 对 应 于 
特征 值 4 的 特征 元 素 , 则 因为 А-Л,, РН, УН, 正 交 (参见 
4.2 фа ТУ), 所 以 Puz=0, 再 由 (5) 式 

Оа = 02-- А.Р, r=U r= Ах. 
НШ, x 是 算 子 0, 的 特征 元 素 . 

如 果 算 子 Us АНТ, 则 从 它 出 发 作 算 子 Us= и, —A,P,,, 

等 等 ， 这 个 过 程 继续 下 去 , р АЗИ 0,0, О, 6,0, 
及 这 些 算 子 的 特征 值 4 Аъ, …，, А», 使 得 


& 
О.1=0,-АР,,=0— УАР, (Е= 1, 2, 6,9—1), 
j=1 


ГА 122143] 2200024, |, [0,1 = [4,1 (Е= 1, 2, +", п). 
并 且 根 据 上 面 的 证 明 , 4, 是 算 子 局 = 忆 的 两 两 不 同 的 特征 值 . 
假如 И, =0, 出 


8-1! 


U= >_AP,. (9) 
j=1 


如 果 对 于 任意 4 二 1,2,…,UV; 关 0， 则 由 .上述 过 程 得 出 一 个 算 子 序 
列 太 ,Za … 及 特征 值 序列 4, А, …。 我 们 来 证 明 , 这 时 Л, ->0. 事 
实 上 , 假如 不 然 , 对 于 所 有 的 2 一 二 2,， 
19 2% >0. 
在 子 空间 Н», 中 取 规 格 化 元 素 za， 因 为 不 相同 的 元 素 xz。 两 两 正 
交 , 所 以 
02,02, |= Ава А 2 |2 1А, [2 А4, [222248 
(тзп), 
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由 此 导致 序列 txz*} 及 其 任何 子 序列 都 不 收敛 , НН О УЖЕ 
矛盾， 因为 jz 一 14 |, 所 以 , 由 上 面 证 明 可 推 知 —>0, 因此 


и= АР. 
ъ=1 


”于 是 , 算 子 可 表示 为 (3) 的 形式 . 

我 们 证 明 ， 除 А, Я», ..., Я», … 外 算 子 没有 其 他 异 干 零 的 特征 
值 ， 事 实 上 ,假如 4 是 这 样 的 特征 值 , 则 对 于 某 个 2520 и Оз = 
Ах, 即 


MY 一 Ў А,Р, 2. 
РЯ 


元 素 Р,ї 属于 Hi,, 所 以 是 两 两 正 交 的 , 从 而 
AP1, t= АһР, „2 (mEN ). 

因为 252, 所 以 Pi,z=0， 因 此 z=0. 

定理 证 毕 . 

1. 不 难 验证 , 对 应 于 蜡 于 零 的 特征 值 的 特征 子 空间 Н, Е 
有 限 维 的 ， 

事实 上 , H, 中 任何 有 界 集合 召 是 有 界 集合 总 的 象 ( 互 由 所 有 
形 为 z 二 (1/4.)z 的 元 素 z 组 成 ， 其 中 xE8)， 所 以 由 算 子 避 的 紧 
性 可 知 集合 召 是 相对 紧 的 ， 而 这 只 有 当 Н,, 是 有 限 维 时 才 有 可 能 
(参见 定理 IV. 1. 3). 

注 2. 由 关系 式 (6) 推 出 , 特征 值 4 可 由 下 式 确定 : 

А, = +5ир! (Uzx, х)] (3=1,2, •.., 6—1). 
т1н, 


4.5. Н, 表示 对 应 于 零 特征 值 的 特征 子 空间 ， 用 Ня 
的 正 交 补 空间 ， 因 为 对 于 任意 xzEH, уЄН, 
(Их, у) = (zx, Uy)=0, 
ВЕД От Но, В ОСН)СН. 2, в у ОСН), ШЕ xEH 
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0= (Оя, у) = (ғ, Ју), 
由 此 推出 ,78 = 0, 即 уЄн,, 于 是 Н = 7С. 
在 每 个 子 空间 Н, 中 取 完 全 正 交 系 ， 由 上 面 的 注 可 知 ， 它 对 
于 任意 的 = 1 2，… 都 是 有 限 的 ， 把 这 些 系 合并 成 一 个 系 得 到 正 
交 系 my zw …, 它们 由 算 子 忌 的 特征 元 素 构 成 ， 和 前 面 一 样 , 对 应 
于 元 素 zi 的 特征 值 记 为 入 ， 这 时 , 在 这 些 特征 值 中 一 般 说 有 相等 
р, 由 定理 2 推出 , 所 作 的 正 交 系 在 HH 中 是 完全 的 ， 因 此 每 个 元 
Ж zEH 可 表示 为 下 列 形式 
2= 20 +, (10) 
其 中 
ЄН, = УЈо,т,ЄН 


(с, = (2, 2,) = (2, xe), ВЕМ). 
特别 , 如 果 2 07а, И] ЕЕЕ Н, 2ЄН, й 
2= У ел, 

(с, = (2, ts) = (Ил, х) = (2, От) = А, (е, а,)). 

考察 方程 
х—иИх=у, (11) 
Жъу Н 中 指定 的 元 素 , р 是 数值 参数 . 
把 y 和 未 知 元 素 x 表示 为 形式 (10), 得 到 方程 
х0 + 5010,0, У) с,А, ъ= уу 十 У 4,2, 


(с, = (=, ze), @,= (0, 0.)), 
由 此 


ж) ”这 样 表示 法 的 方便 之 处 在 于 , 不 仅 特 征 元 素 确定 特征 值 , 而 且 反 过 来 特征 值 
也 单 值 地 (可 相差 一 个 因子 ) 确 定 特征 元 素 . 
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0-90 с, (1— ил, =, (k=1,2,.…), 
从 而 , 如 果 对 于 任意 =1,2,…, 有 
1— 47,20, 
则 
= yo, д (&=1,2, .-.), (12) 
+В. 


SEA A 
其 解 存在 且 唯 一 ， 用 x* 表示 这 个 未 知 的 解 , 在 此 情况 有 
У + >; = та. 
如 果 дд, = 1, 则 解 仅 在 对 应 的 系数 4,0 时 , 即 方程 (11) 的 右 
端 ( 元 素 y) 与 属于 特征 值 1/4 的 所 有 特征 元 素 正 交 时 才 存 在 ， 此 
外 , 因为 对 应 的 系数 ck 可 以 任意 选取 , 故 其 解 不 是 唯一 的 : 如 果 а 


是 某 个 解 , 则 2 也 是 解 , 其 中 z Н, 中 任意 元 素 . 
值 


СТ 一 ... 
Я, (Е 1, 2, ) 


叫做 方程 (11) 的 特征 值 , 而 属于 特征 值 4 的 特征 元 素 叫做 对 应 于 
特征 值 д, 的 特征 元 . 
如 果 把 如 看 成 是 工 中 具有 连续 对 称 核 的 积分 算 子 


=, уб) = | КС, Dr 


则 上 面 得 到 的 结果 成 为 积分 方程 理论 中 熟知 的 结果 ， 这 里 就 不 再 
一 一 列 出 了 . 
其 次 , 把 对 称 矩 阵 看 成 为 有 限 维 Hilbert 空间 中 的 算 子 ， 则 可 
ПА БАЯН Е ТЕ УЕ, 
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4.6. Ня |8], ТЕЖА ЯРО 
(参见 у. 3. 1), 我 们 用 下 列 方式 选取 完全 的 规格 化 正 交 系 : 即 在 上 
ШКТ НЕНУЖНИ Е He 中 的 规格 化 正 交 系 ， 以 {x4} 表 示 
所 得 的 系 , 而 以 (4) 表示 对 应 的 特征 值 (于 是 ， 如 可 能 为 零 ), 则 得 
算 子 U0 的 矩阵 表示 为 


А, 0 0 `.+ 
„19 A 0 .-. аз) 
о 0 д if 
Мааа а 


这 个 矩阵 的 对 角 线 元 素 是 特征 值 , 而 所 有 其 余 的 元 素 都 等 于 零 . 
可 以 指出 , АП О АГИ А) СІЗ) ВЕЖ к, Н А, 是 实 
数 , 1,20, ШО ЖЖ АЗН, 


$5. ВЖИВ 


在 这 一 节 中 ， 我 们 用 某 种 Stieltjes 型 的 抽象 积分 来 建立 任意 
自 共 轿 算 子 的 表示 .如 果 所 讨论 的 算 子 还 是 紧 的 ， 则 它 归 结 为 前 
一 节 的 公式 (3). 

对 于 具体 空间 中 的 算 子 ， 这 种 表示 式 由 Hilbert 给 出 (参见 Hilbert)， 
在 一 般 情 况 下 由 Neumannfl] 给 出 ， 下 面 讨论 的 思想 属于 上 .Riesz, 关于 这 
一 节 竹 述 的 材料 , 也 可 参见 Ахиззер 和 Глазман. 

这 里 研究 的 基本 工具 是 算 子 图 数 的 概念 ， 这 个 概念 的 特殊 情 
况 我 们 在 过 去 已 过 到 过 : 例如 , 对 于 赋 范 空间 中 的 算 子 已 定义 过 整 
Че, 而 对 于 Hilbert 空间 中 的 正 算 子 已 讨论 过 它 的 平方 根 ， 下 
面 把 实 变量 函数 与 算 子 之 间 的 对 应 关系 系统 地 推广 到 所 有 过 续 国 
数 上. 

5.1. 0 Hilbert 空间 开 中 的 自 共 辆 算 子 ， 和 前 一 节 一 
样 , 用 
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m= inf (Ux, х), M=supl(Ur, х) 


lzll=1 lizll=1 
表示 算 子 的 界 . 
其 次 , В ФСЕ) = сое ес". 定义 
ФО) = с. +е,0 + +. е0", 
算 子 ФОШ А, 
我 们 指出 算 子 多 项 式 的 某 些 性 质 : 
工 _[P(Z) 1*=Ф(0), #91, 如 果 (ржа, ШФ(И) 
НЕ. 
П. 如 果 ФС =аф,(#) -Ёф,(1), Ш ФФ =аф,(0) + 
ВФ›(П). 
Ш. 如 果 Ф()=ЕФКОФХЬ, М Ф007) =Ф (И) (0). 
IV， 算 子 多 项 式 与 任意 和 VU 可 交换 的 算 子 都 是 可 交换 的 , 即 
由 UV=VU 可 知 p9(VDV=V9(V). 
У. 如果 对 于 (Єт, М], p(t) 宇 0, 则 算 子 ФО) ЕЮ. 
由 于 前 面 四 个 性 质 很 显然 成 立 , 我 们 只 证 V. 
因为 多 项 式 ФОР 在 区 间 [m, 机] 中 是 非 负 的 ， 所 以 在 这 个 区 
间 中 它 不 能 有 奇数 重 根 ， 此 外 ， 因 为 经 过 奇数 重 根 时 多 项 式 符号 
将 改变 , 而 ФСГ) 的 符号 对 充分 大 的 上 与 最 高 次 项 系数 с, 符号 一 
致 . 所以, 当 cs>0 时， 大 于 或 等 于 戏 的 奇数 重 根 的 个 数 是 偶 数 ， 
如 果 с,<0, 它 是 奇数 ， 根 据 上 面 讨论 可 知 , ФОНЕ 0) КУЈЕ 
式 
pt)= pt pt) p(t), 
其 中 因子 9.(t) 具有 下 列 形式 之 一 : 


a (а2>0), 

р) Оа А (а, 是 实 的 , 2,220), 
1—1, (2,<т), 
tet (1,22). 
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不 难 验 证 , 对 于 所 有 这 些 情 癌 , ф, (07) >0. 

事实 上 , 例如 车 p20)= 2—1,02,<т), Ф, (0) =0— 2,1, 
并 且 

(Pa (UI, 1) = (Uz, х) — 1, (2,2) > (т i (1,2) 220. 
根据 Ш, 

Ф(0) = Ф, (0), (17) gp (И). 
但 是 , 算 子 9,(0) 是 彼此 可 交换 的 (性 质 IV)， 从 而 , 再 应 用 定理 
V.6.2 的 推论 可 知 它 们 的 乘积 9g(0) 也 是 正 算 子 . 

我 们 还 要 指出 两 个 算 子 多 项 式 的 性 质 ， 它 们 可 由 上 面 的 性 质 
推出 . 

УГ. ЕБ И т, Мф, (#)<Фф,(#), Фф, (Z) 乏 os(D)， 

УП. lp 00)1< тах |С). 

事实 上 ， 

[> Р=зир(Ф() =, PU 2) = зар $ (0)Ф@) 1,2) 

= вир (Ф (0), х), 
其 中 记 062) = ФС). 如 果 = тах |р(2)|, й 
0007) 1° (EL МТ), 
所 以 
0 入 多 (DZ) = 1, 
从 而 
sup (ў (DU) т, т) <. 

5.2. 5 p(t1) 是 区 间 [m, MM] 上 的 连续 函数 , 则 存在 多 项 式 序 
УЕ} Го, М] Е-е ФС). ЖЖ, ЖЛЕ І 
‘49a(DD)}) 将 收敛 于 某 一 个 算 子 ， 事 实 上 ， 

{pan(U) —ф, (U) |= тах |,» pn t) lis20- 


пс 
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如 果 有 另 一 个 多 项 式 序列 也 一 臻 收敛 于 p(t)( 在 Em, МТ Е), 
则 对 应 的 算 子 多 项 式 序列 将 收敛 于 原 序 列 相同 的 极限 算 子 ， 把 两 
个 序列 合并 成 一 个 ， 即 可 验证 这 一 事实 ， 由 这 些 讨论 给 出 了 表达 
式 

PO) =lim ф, (0) 

的 根据 , ЯР рО) 时 做 算 子 函数 ， 

ТЕ НЕ ГВ тж. 

定理 1、a) [ф(00)1*=9(0). 特别 ,如 果 Фб) 对 于 te[m， 
MM] 是 实 的 , 则 p(D0) ВАЗИ, 

b) 如 果 ф(1) =ар(і) 89,01), 则 ФО) =2Фф,(0) + 
ЁФ, (О). 

с) ЗИЖФ(Е) = ф,(і)ф, (7), Д] Ф(0) = Ф, (0) (07). 

_ 4) #7 900) 与 任意 和 U0 可 交换 的 算 子 可 交换 , 
е) Ш (>С т, М1), 1 Ф(0)>4 (0). 
ғ) Ip) < max |Ф()|®. 


А АА АИ 


ВЖ ФСФ), > p>0 — 

В) ЖРО 可 交换 的 投影 算 子 , Ш 

Рф(0) = РФ(РО). 
， 利 用 算 子 多 项 式 的 性 质 ,不 难 验证 命题 a) 一 8). 

ты В), ЖЖ p(t) 是 多 项 式 ， 只 要 注意 到 P'=P， 从 而 
P'=P(k=1,2,，…)， 则 容易 验证 相应 要 证 的 式 子 ， 当 p(t) 是 任 
意 连 续 函 数 的 情况 , 必须 利用 极限 过 程 . 

5. 3， 为 了 单 值 地 确定 算 子 ФО), 并 不 必须 知道 函数 p(t) 在 
整个 L[m, МЕВА, ШААП О ЕД Й Е 5с 


A 


ж) ДЕСЕ 5.3 ЖАН ФНО. 
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Lm, МЕ Е ФСГ) 的 值 即 可 . 
设 品 是 自 共 轿 算 子 ,4 是 一 个 数 . 如 果 存 在 序列 (x,}， 使 得 


11,1 =1 Cn=1, 2,.%) От, Ав, (1) 
则 称 4 是 乙 的 谱 点 ， 换言之 ,如果 
‚шубе Аа] =0, (2) 


则 2 是 谱 点 . 谱 点 的 全 体 叫 做 算 子 忌 的 谱 ” ,并 且 记 为 Sr. 

显然 ， 每 个 特征 值 都 属于 谱 ， 然 而 谱 也 可 能 包含 非特 征 值 的 
点 ， 例 如 , 当 算 子 过 是 紧 的 ， 而 空间 再 是 无 限 维 的 ，4= 0 是 谱 点 . 
可 是 ,容易 看 出 , 它 不 总 是 特征 值 . 

设 和 4 是 谱 点 , 由 (1) 可 得 


А= lim (Uz, Yn). 
во 


НН, 算 子 也 的 谱 分 布 在 实数 轴 上 , 并 且 包 含 在 [m, М], 
我 们 指出 , ЯРОНЛЕы. 
我 们 假定 0<т<М*®, ЖЖиЛЕМ. ВИА ЖЕ 
iz1l=1 将 有 
Ux~—Azxl|:= [0002—2407 2) + РА (Uz, 4)], 
从 而 
inf Uz—Azl <24[4— Sup (Uz, x)}=0, 


根据 (2), ЖИ АС. 
其 次 , 可 以 证 明 , 5, 是 闭 集 . 
事实 上 , 如果 4066, 则 由 (2) 
,inf Ша — до = 40. 


х) 当 忆 是 任何 赋 范 空间 中 任意 的 线性 算 子 时 , 这 个 定义 形式 上 也 是 有 意义 的 ， 
然而 对 于 一 般 情况 将 给 出 另 一 个 谱 的 定义 ,此 定义 与 只 对 Hilbert зањ АЖЕТ 
给 出 的 定义 是 等 价 的 . 

жж) 算 子 UU 加 上 形 和 如 nf 的 算 子 ,这 里 的 条 件 就 能 满足 ， 这 时 算 子 的 谱 和 界 在 
实 轴 上 向 右 移 动 了 м. 
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这 时 , И |1 — № | < 4/2, 则 
Jinf [02—222 inf [0 — hzl— вар [402 — 42| 
+] = 1 好 一 站 一 


24-1-2150 


2 
因此 , Ж бо 的 余 集 是 开 的 . 
在 叙述 主要 结果 之 前 , 我 们 先 证 两 个 辅助 命题 . 
引 理 1 Е аа, 这 时 і бип 080), 即 算 子 


A A 


AA 


Ш. иж, 11,66,7066, ни 
ф(ё) = и 
的 全 部 根 . 显然 , Я ФО) – пі 可 表示 为 乘积 形式 : 
900) -— и =е(0 4,7007 —,р) (Ui). (3) 

取 ДЕБ, 可 求 出 规格 化 元 素 序列 {1,}, 8 Оз, Лао 
0. 在 分 解 式 (3) 中 令 二 p(4),ts = А, ЕВ 

PU za— иж, = Ut TU — 4,7) (О Ах) 0, 
Вр иЄ, о), 

反之 , 如果 1, 中 没有 一 个 属于 算 子 过 的 谱 , 则 

inf |[05—6,2|=р,>0, 


hal=1 


ый (0—1, (Ох, ”l= inf vy— Е | 


= р 0, 
如 此 继续 下 去 ,得 
я ия =р,>0. 


从 而 а ==ф(2,) (Е 1, 2, ---, 5) ХЕ бр). 
51382. ШРС, 则 


ri 


(| = шах|Ф()|. 


事实 上 ， 
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[ФР = зур (ФИ) =, ФО) =) = вир (#00) Ф017), =) 
= вир (0 (0), =), (4) 
其 中 p(t)= ФСЕ)”. | 
因此 ，|1e(ZD) 晴 是 算 子 %(Z) 的 上 界 ， 但 是 正 算 子 %(ZD) 的 上 
界 与 这 个 算 子 谱 的 上 确 界 重合 : | 
М „а = Sup бус. (5) 
根据 引 理 1 的 结论 
ѕир 6,» 一 SUP (3o) 一 sup p(t)= [supl g(t)1]. 
此 外 , 由 于 集合 5, 是 闲 的 ， 上 确 界 可 以 用 最 大 值 代替 ， 把 最 后 一 
个 等 式 与 关系 式 (4) 和 (5) 对 照 , 即 得 要 求 的 结果 . 
现在 不 难 证 明基 本 定理 了 . 
100) | =шах[Ф(#)|. (6) 
事实 上 , 设 {9n(t)} 是 一 臻 收敛 于 ФО АЛЯ, 根据 引 


理 2 
lp = тах | p(t)| =] „|. 


& поо 到 极限 , 便 得 到 (6). 

推论 ， 设 p, 和 ps 是 [m, M] 上 的 连续 函数 ,车 宫 们 在 算 子 的 
谱 5。 上 重合 , 则 9.0) =ф(0). 

设 g(t) 是 在 算 子 U 的 谱 上 给 定 的 而 且 还 是 连续 的 , 把 它 连续 
延 拓 到 整个 空间 [m, М] Е, 我们 便 得 到 在 Lm, М] Е Е В Ж 
P(t), 我 们 定义 

Ф007) =Ф(0). 

由 上 面 讨论 可 知 算 子 p(0) 不 依赖 于 函数 ФОЕ АЈ 06, ТИХ. 
由 函数 mp 在 Ss 上 的 值 米 确定， 显然 ， 定理 1 所 述 的 算 子 函数 的 
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性 质 都 可 搬 到 刚才 定义 的 函数 上 (在 定理 1 讲 到 的 区 间 [m, М] 用 
So ЖК). 
Я 3 РРА ЕГ Г ВВ НГЕ ПЕ ВН — АЕ ЗЕ Е 


的 重要 定理 . 
我 们 说 复数 4 是 算 子 如 的 正则 值 ， 如 果 它 不 展 于 这 个 算 子 的 
№. 


定理 3.。 МАЕНРОМЕНИ САИ: ЖЕ НН 


性 逆 算 子 
=[—11]-: ®. 


证 .必要 性 ， 设 4 是 正则 值 . 在 So 上 作 函 数 px: 
1 
(=, 
Ж Р,=р,(0). В 
(2 —4)ра(ё) = 1 (би), 


所 以 根据 定理 1 有 
(UADR=RUV—AD=D, 


从 而 
В,= 00А". 
充分 性 . 如果 存 在 线性 逆 算 子 ( 即 使 是 左 逆 ) 
R=[U—A1]-!, 
Пар = 时 
人 有 (7 一 472 = =1. 
从 而 


jinf zz 一 > ГА 
алата 1 的 结果 推广 到 任意 实 的 连续 函数 


ж) 正 古 这 个 定理 可 以 作为 在 任意 赋 范 空间 中 的 任意 线性 算 子 的 一 般 情 况 下 定 
义 谱 的 基础 参见 第 十 三 章 \。 
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上 去 . 


-~ 


8. =Ф( Зи). 
证 ， 设 иаФ($,). и 0С): 


1 
С 


在 Sr 上 连续 , МАВРУЮНЕХ. Ш 
$0) = [Ф(0) — шг]. 
因此 , 由 定理 3, ис, со. 
现在 假设 и=Ф (Я), К ЛЕбь. В (ФСЕ бу 上 一 致 
收敛 于 ФОР АЛЯ, 这 时 
[9 007) 2— п2|<|ф, (О) 2 Фф, (2) = 19007) — Фа 
十 [14 一 2w(4) 11. 
又 因为 根据 引 理 1 有 
inf | Ф,(0) 2 — P(N х =0, 


(125). 


所 以 
inf lp(U)z— pzl ФО —Ф.(0) 1+ |0 —Ф, (4) 1. 
4 поо 得 
inf [9072 из] =0, 
ВП рє8, су). 
5.4. НЛА ЛАЖЯ Т О БЕ АУРУДА, 利 
用 投影 算 子 族 能 够 建立 算 子 己 及 算 子 国 数 的 Stieltjes 积分 型 的 


Слз. ЖЖ 
00 (2<2), 
Ро) (222), 
并 引用 记号 
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0; =; (0). 

其 次 , 设 了 :表示 所 有 使 Diz=0 的 元 素 z 所 构成 的 集合 , 即 Hi 是 
算 子 Е 对 应 干 零 特征 值 的 特征 子 空间 ， 最 后 ， 用 1, 表示 到 子 空 
间 了 ;+ 上 的 投影 算 子 . 

如 下 述 定理 指出 , 投影 算 子 Г, 的 性 质 与 算 子 刀 的 谱 有 密切 关 
系 。 因 此 我 们 把 投影 算 子 族 1; 叫做 算 子 的 谱 函 数 . 

ЖЗ 5. а) 如 果 4<m, 则 T=0; А> М, Г,=1. 

Ы) 如 果 Аи, 1 1,51. 

с) ЕЯ 

Гаа а 1, (ФЕН Е) 

意义 下 是 有 连续 的 . 

4) 投影 算 子 0.( 一 co < 4<co) 与 任意 和 0 可 交换 的 算 子 可 
交换 . 

е) 算 子 0 的 每 一 个 实 正则 值 都 是 谱 函 数 不 变 化 的 点 , 即 在 
ЯНА. 

О 实数 4 是 算 子 己 的 特征 值 的 充 要 条 件 БЕГИ 
其 中 -0= lim7.( 在 下 上 )， 闪 且 , 算 子 已 = 研一 六 -9 是 到 对 应 


ТАНЕ л 的 特征 子 空间 上 的 投影 生子 
в) 如 果 在 区 间 [4， yl 上 p(t) 之 0, 7, 1,]Ф4/)>0%. 
证 ，za) 如 果 А<т, 1 05=0—- А, ВДТ 2520 
(Ох, х) = (Оа, 2) —– А(=, х) 22(т-- А) (=, 2)2>0, 
于 是 Hi: 仅 由 零 元 素 组 成 . 
在 4 村 时 有 Ui:=0 及 Hi==H. 
Ы) 如 果 1 и, Д] ФФ, (р). МИНИН, 732205, 
ж) 显然 只 要 求 在 属于 区 间 [4, Ap] 的 谱 点 处 不 等 式 w%( 划 20 成 立 就 足够 了 。 
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此 外 , 05220. ВД 
0 委 (Vxzz) 委 (Zizyz) («ЕН). 
如 果 zeEHt, 则 Uiz=0, 因 而 
(Utz, х) = 0. 
由 此 推出 wzz=0)， 即 zxEH;:， 因 此 HiC 了 HT， 它 正 对 应 于 要 证 
的 投影 算 子 之 闻 的 关系 : 1; 志 1,( 参 见 定理 V. 6.7 ). 

с) Я» Г, НА КМ КЕЕ, 所 以 根据 定理 V.6.7, НЕ 
Tvo= Г, 存在 ,并 且 是 投影 算 子 ， 用 НГ 表示 与 它 对 应 的 子 
ЕН. 120 1,7,0 ВА СН}. ЖЕН}. 因为， 显然 
ЕН, (и>4),Гл=х. 8, іх 0. НЕ 

102—011 = тах ФС) ФА, 


于 是 
Uiz= lim Uiz=0, 
由 此 xzEHi， 这样 Hi,oCH;， 与 前 面 的 联系 起 来 便 得 到 НЗ о 
Hi;, 或 者 Tiro=1,, | 
3) 设 V 是 与 可 交换 的 算 子 ， 根据 定 理 1， 算 子 了 也 与 V+ 
可 交换 , 由 此 对 于 zEH+ 有 
UiVr=VUiz=0, 
即 VzEH;， 如 果 z 是 Н 中 任意 的 元 素 ， 则 根据 证 明 V1xEH1， 
因而 
Vi=IV1,. (7) 
算 子 V* 也 与 品 可 交换 ,所 以 在 (7) 式 中 可 用 V* 代 替 У: 
ИҰ, = 7 V*L,, 


*) ”如 果 对 于 正 算 子 了 及 某 个 xzEH 有 (Vx,zx)=0, 则 Vz 二 0. 事实 上 ， 
0— (Их, =) = (МУ 12,2) = (МУ, МУ), 
Н/У х=0, ПН Гз=\Уу (МУ) =0. 
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НВ: —^ АННЕ р, 便 有 
了 下 三 TFT 
与 (7) 式 比较 ,得 
ГУ =. 
е) 引进 算 子 
0, =Ф.(0), 
其 中 
А і<А), 
0095 0 4 
我 们 证 明 下 式 成 立 : 
05 =1,00— АІ). (8) 
事实 上 ,因为 
U~—AT=Ut+U;, (9) 
则 对 于 ЄН; 
Па Ах = 0х. 
如 果 % 是 Н 中 的 任意 元 素 , 则 可 写 为 
1,005 = Ах) = (0 АРІ,х =0:1,2 = 1,072. (10) 
但 是 , 2) 010, = 0, 0:00 ,2) =0, 则 VizEH3， 从 而 Viz= 
Uix, 这 就 导致 公式 (8). 
现在 设 До 是 谱 函 数 不 变 化 的 点 ， 即 存在 包含 加 的 区 间 (4， 
1/), 使 得 1 一 1,， 考 察 算 子 


P= 
利用 (8) 式 , ЕН 
т р, 
Вр, 了 是 投影 算 子 ,并 且 
Р=0(0), 
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其 中 o(t) 是 这 样 的 函数 , 当 ЕСА ВЕР 1, МОРЕ 等 于 
0, 并 在 区 间 [4, р] Ее ЕВА. 
设 在 区 间 (4, 4) 中 有 算 子 上 的 谱 点 , 例如 设 入 是 一 个 谱 点 ,这 
时 
9=P—P’=0. 
但 根据 定理 2 
lol=maxlo(t) — "(20 ()—0*09>0, 


于 是 , 4 作为 区 间 (4, 4) 中 的 点 是 正则 值 ， 
现在 设 4 是 谱 函 数 增长 的 点 , 这 就 是 说 , 对 于 任意 6>0 
7 一 7 天 0. 
讨论 ЕН. .ОН}.,. 因为 =ЄН;.,, МЫ 032—0. {8 820) 
7; .— 0356, 
所 以 
[10521<9[={. 
其 次 ,x [Н;,, 1, х0. Б 
Г.О 2 = 0 1,020, 
由 此 得 05,2 | Н;_,. 但 上 面 已 经 指出 ,Vi-,XEH?-,， 因 此 对 于 
所 考虑 的 情况 Ui-sz 一 0， 与 前 面 类 似 地 讨论 可 知 
105-: 一 Ci 和 4， 
由 此 
[0:2] <9[#. 


由 (9) 式 得 
102 — да И + Uzl<26Hzl. (11) 
ЊТ 8,20 及 与 其 相对 应 的 规格 化 元 素 zwEHireaGHI-w 


的 序列 , 即 有 
Ох — Аг, | —э0, 


п 5с 
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这 就 表示 2 ЖТТ ОА. 
Г) 首先 指出 , 由 于 谱 范 数 的 单调 性 ,在 了 再 上 


Г.о lim І, 
в ЭА — 0 


存在 ,并 且 1-o 是 投影 算 子 , 显然 还 有 01. 
现在 假设 ,在 点 和 处 
1,0351, о. 
以 H+._6 表示 对 应 于 投影 算 子 Го 的 子 空间 , 取 zxEHiO 〇 Hi-o. 显 
然 , 对 于 任意 6>0,zEHieGH;-。 因为 不 等 式 (11) 对 任意 6>0 
均 成 立 , 而 其 堪 端 又 与 6 无 关系 ,所 以 
[Из— а] = 0， 
即 和 是 算 子 口 的 特征 值 ， 而 x 是 相应 的 特征 元 素 ， 如 果 象 通常 那 
ВН Н, 表示 特征 子 空间 , 用 P; 表示 到 H; 上 的 投影 算 子 , 则 从 上 
面 证 明 推 出 
Н,>Н;ОН; о (Р,21,— Г,-0о). 
其 次 , 讨论 投影 算 子 
Г, =Р.-ГР) (一 co<A<<co)， 
我 们 来 证 明 z=0 等 价 于 等 式 РИ: т=0. 5 Е, 如 果 Г,2=0, 
则 Р,==1,Р,х, 由 此 PiUix 一 UtPix 一 0， 反之， 如 果 PiUxz 一 0， 
则 Р,ЕН; М Г.Р.х=Р.х, BT,2=0. 
利用 定理 1 中 的 h), 将 有 
РО; =Ppi(PU). 


但 是 
Р.И =АР., 
所 以 由 算 子 函数 的 定义 直接 得 到 
poi=) и< Я, 
0, и. 


由 此 推出 , 当 аА В, 等 式 1,20 等 价 于 Piz=0， 即 当 A<4 时 
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Г. =Р.. АЖ иг2А, ШГ, =0. 于 是 


0, и<А, 

Р,, и. 
但 是 

І. =1,Р,+1,601—Р,), 
从 而 
7 0 一 lim Т,=1,0(1-Р.). 
и+4— 0 

从 等 式 


Г,=1,Р,+1,01-—Р,) =Рр,+1,(17—Р,) 
减 去 前 式 得 
1,1, 0=Р, 0,1,0) —Р,)2Р,. 
因为 Р,70, 从 而 更 有 2,1, 0360, 即 谱 函 数 在 点 和 处 有 跳跃 ， 此 
外 , 考虑 到 前 面 得 到 的 关系 式 , 便 得 
Р,=1,—1,.0. 

2) 首先 假设 在 区 间 СА, ТЕ ЖЖ p(t)=0， 我 们 来 证 明 ， 
[一 JJ9(V)= 二 0， 为 此 我 们 考察 函数 5B(1), 它 是 在 点 4 Л», ---, 
А, СА <А, А,= А) № да, И», ***, шень, и, = р) И ФСЕ) 
重合 ， 而 在 这 些 点 之 间 的 区 间 中 成 线性 的 函数 ， 显然 


P= 5 0, ф;,(1)+ У ВФ, СФ), 
k=1 k=1 


从 而 
HU0)= Sd, + УВА, 
К =} R=1 
我 们 来 验证 
11,-11Ф(0) =. (12) 
Е 
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фи) = Toth, Ti Уви, Lt, 
b=1 


b=1 
的 每 个 加 项 ， 利 用 公式 (8) 得 
0,—130;,=101,-111,0 АР 
=0,1,=11,10-А). 

ВЕ, Г.Т, ВИА ТИ, =, = Г, 由 此 推出 [1 一 IJU7,= 
0. ЖА, 0,10%, =1,01-110,=1-130{,1,=0. 于 是 
(12) 式 得 证 ， 

Ви p(t) 可 以 表示 成 上 面 所 考察 的 那 种 分 段 线性 函数 序列 
在 区 间 f[m, M] 上 一 致 收敛 的 极限 ， 因 为 形 如 (12) 的 关系 式 对 序 
列 中 每 个 函数 都 成 立 , 则 根据 定理 1 中 的 8), 取 极限 便 得 所 要 求 的 
关系 式 [1, 一 i]9(U)=0. 

现在 假设 p(t ) 满 足 定理 条 件 , 即 对 于 tE[4, 4], (20. 除 
了 函数 9(t) 我 们 还 讨论 函数 ФС: 

9p(4)， #<А, 
yt)= 9t), Аар, 
Ф(#), > и. 
因为 对 于 所 有 t, 风 (t) 实 0, 所 以 $(0)>0, АЕ И, ГИ) 
宇 0, 但 在 区 间 [4, и] Е p(t) 和 V(t) 重合 , 从 而 按 上 述 证 明 得 
[L190) — 00)1=0. 
由 此 得 到 
[1,—ГАФаЛ) =[1,-Р1$(0)>0. 

定理 证 毕 . 

5. 5， 现 在 转 到 算 子 函数 的 积分 表示 设 p(t) 是 在 (一 oo， 
+оо) КАЖАН О, ЗВГ А оо = Дод, 

ж) 可 以 认为 ,最 初 p (1) 在 算 子 的 谱 上 给 定 ， 然 后 再 保持 指定 的 性 质 延 拓 到 
整个 数 轴 上 ， 
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А.<Ад+; =© (1, <т, А> М) 的 数 轴 的 分 划 ， 作 和 : 


в-1 в-1 
=>, В, р С (13) 


k= © —1 


其 中 
= Ш p(t),L= зар Ф(#). 
ВЕРА, А 5] 


лв, 

ЖЕ (91ГА, 4,+.] 中 国 数 p(t) 满 足 条 件 1, <фСг)<Т,, 

所 以 根据 定理 5 中 的 g) 
17 一 1] 委 L7 一 六 PC Г, 1, , 
取 和 便 得 
з<Ф(0)<8. (14) 
但 男 一 方面 
8570.-000, ,一 < 
Е =1 


其 中 5 йл шах (А.-А). И, #20, 19—81 >0. й 


由 于 0<5—ф(00)<5— 8, й 6-—2ф(0), (ИНВ $-3Ф(0). 


2-0 20 
现在 作 “ 积 分 "和 
оу ФЕИ, I СА). (15) 
К =1 
不 难 验证 
8<0<58, 
从 而 


limg =lim 5=Ф(О). 
但 是 lim 0 可 以 看 作 积分 : 
limo = | (0001, (16) 
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于 是 我 们 得 到 公式 


Ра) = | pa. (17) 
特别 ,如果 P(t) 一 ,公式 (17) 给 出 算 子 口 的 积分 表达 式 
0 = [ а, (18) 


在 定理 1 及 5. 3 中 给 出 的 算 子 函数 的 性 质 可 以 用 算 子 积分 
(16) 的 术语 来 表述 ， 我 们 再 给 出 把 算 子 函数 的 概念 同一 般 Stielt- 
јез 积分 联系 起 来 的 公式 : 

(092,0) = pa, р) 
及 由 此 推出 的 关系 式 : 
ра = [ФС ). 


这 些 推导 不 难 , 请 读者 自己 完成 . 
可 以 在 区 间 [4, nx] 上 考察 形 为 (16) 的 积分 .不 难 验证 


Гсезат, = [1,13 0). 
特别 地 ,如 果 Аст, 4 之 MM, 则 
Гесаг,=Ф@. 


5.6. УТРО УЖЕ ЕЕ Г, 是 
自 共 斩 算 子 的 谱 函 数 ， 而 只 要 投影 算 子 族 满足 定理 Ба) 5Ъ) 的 
条 件 就 够 了 . 

设 { 玉 是 一 依赖 于 一 个 实 参数 的 投影 算 子 族 , 并 满足 条 件 ; 

1) 如 果 Али, МЕ, | 

2) РЕЖ т Я М, 9204 Лот Е, =0 АМ НЕ, =Г. 

在 这 种 情况 下 , ЗК СЕ,) Е. 

作 了 这 些 假设 之 后 ， 实 变量 的 复 函 数 (B,z,y) 对 于 任意 元 素 
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х YEH 都 是 有 界 变 差 函数 .这 可 以 由 下 式 直 接 推出 : 
(Вл, у) = (ГО, а, =) — (Е (2—9), 2-0] 


НИ (Е (z+Yi), r+ 9) — (Е (&-90,=—90. 
因此 , 如 果 gp( 二 是 连续 的 有 界 函 数 , 则 积分 


10а, = | pds) (x,yEH) 


НЕХ. АЖЖ, ИМ J (9; x,y) 关于 z 及 ? 乱 可 加 的 及 齐 次 
的 ”此 外 , 因为 


(фу zx, P| Ssupl y(t) ҸМ ГС, 2,0) ] 


<suplp(t) | аи 


+ [#— у] =зир| ФСК 1015112619121, 019) 

ВЕ 4 (фу, 9) ХТ 1,9 连续 ， 

指定 zx, 考察 作为 y 的 线性 泛 孙 

{,(4) =Ј (ә; 2,0). 
注意 到 Hilbert 空间 中 线性 泛 函 的 一 般 形式 ,将 有 
fi(¥) = (0, #), 
ЖФ СН МН 7, 确定 ， 即 最 终 由 元 素 x 确定 ， 设 $= 
Ј(ф) х, 则 可 写 为 
/(ф; т,у) = (ЈО) =, 0). 
显然 , ЯР J(p) 是 可 加 的 和 齐 次 的 ， 其 次 , 利用 (19) 式 可 得 


я = (а, ту) sup (Идя) 


НУ 
<sup| p(t)| Ez +13, 
由 此 推出 算 子 Ср) ЮЕ, 
ж) 对 于 y 的 齐 次 是 “第 二 类 的 ”J (9;x,ay)= 8 (фу). 
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24. ИЕ т АТА, и) ЬН 
现在 我 们 米 证 胃 , 算 子 J(P) 是 形 为 (15) 的 积分 和 
О Отд М) 
k=1 
的 极限 ， 我 们 有 
(Ј (Ф) 2,0) — (ох, у) 
-三 人 Саад У" ево) 


b=1 


= УрО) (02008,0). 


k=1 
由 此 
Сф) — о | т |С (ф) є, у) — (ох, у) | 
|= 1 
<>, ‘ФС Ф(Е014 (2,9 
т =1 


До 表示 国 数 p(2) 在 区 间 [4,， Аз], (Я, Аз ], .", [Я л.) Е ВУ 
大 振幅 , 则 可 继续 估计 


nl Арк 


[7(ф) -о|<о вур У Уг, =, 0) ] 


[5121 ж= = hg 


<о sup Ут, 2, у) 529. 


15 21 


Ж = тах (4,40) 0 0, 从 而 lim 7 一 《9)， 
天 一 工 2, п 


根据 上 面 的 讨论 , 我 们 可 记 (р) = | СРЕ, 


利用 上 述 证 明 , 我 们 指出 算 子 VCe) 的 一 些 性 质 . 


І. [7(ф)]*= 7 (9). 
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II， 如 果 Ф(=аф (В+ ВС), 则 
4 (ф)=а/ (ф,)- В (Ф). 
Ш. 9 ФО) = ф,()ф,(), Ш 
Ј(ф) = (фо (фз) =Ј(ф,)Ј(Ф,). 
证 明 最 后 一 个 性 质 ， 对 于 某 个 分 划 作 积分 和 


о=УФ(ЕЙГЕ, —B,,), 


k=1 


0’ == Уф, (Е [Е,,..-Е„ 1, 


№=1 
他 一 全 
"=> р,(Е,)ГЕ,,,,-Е,,]. 
k=1 
因为 当 }<Е 时 4;<А;+ :A 所 以 
[BE —B lB —B;)=B,,, Ba Вл, By 
—2,,Е,,. t+ BB 


= Н, BEB.+h,,=0. 


所 以 在 乘积 
Co SI P(E pa ETB Е, ХЕ, Е] 


中 仅 当 7 = РД ЯР, 因此 
9'0"=0. 

取 极 限 得 (207. 

IV. 有 估计 式 

7) [< „пах [Ф(2)1. 
事实 上 
[7()2|? = (Ј (ф) =, Ј (ф)=х) = С ФГ?)а, 2) 
= [С аа, =. 
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(20) 


(21) 


-pn 


因为 
А #< т, 
вад |р, ам 
所 以 
р) | [СОСЕ в, а) < тах ФСФ 


由 于 这 个 不 等 式 对 于 任何 e >0 成 立 ， 所 以 取 极 限 (注意 到 в 
9(t) 的 连续 性 ) 可 得 
(7) 1% тах | ФСК, 

此 式 等 价 于 (21) 式 . 

У. 如果 连 续 函 数 序 列 {g;) 在 区 间 Lm, 及] 上 一 致 收敛 于 函数 
Фф, 则 Л(Ф,) > (Фф). 

算 子 积分 J(9) 的 性 质 与 算 子 函数 的 性 质 是 一 致 的 。 从 下 述 
定理 看 出 , 产生 这 种 情况 的 原因 是 很 明显 的 . 

жеб. (Е, ВОО, ПОПЕ 
№. МЕЖ 


ЈС) = Ф(0). (22) 
证 ， 利 用 性 质 IL ШАУ 不 难 验证 等 式 (22) 成 立 。 
特别 地 
一 Yi 一 CDi)》， 
从 而 


iz, 2) = | ФВ, т) = | (NAB,s, а). (23) 


如 果 Г = х, 即 如 果 Оля =0, 则 
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| а-дава, #)=0, 
这 只 有 当 t 盖 4 


(Ех, х) =сопѕі 
时 才 可 能 ， 从 而 | 
(Bx, 2) = (Вт, д) = (2, х) (2>2А). 
Ни: 
Bg=% (224). 
令 ti->4 十 0 取 极 限 , 可 得 
Bx=Bror=Y, 
ВИ Г,—Е.. 
Б, Ж Еск, 则 对 于 АНЯ Ва=«. АННА 
(23) 得 
(Utzx, ғ) =0. 
从 而 
Піх = 0%, 
这 表示 Г2=х, ТЖ, Е, НИНА Ж Я ЖИ Г, = Е, 
注 、 如 果 单 位 分 解 不 满足 右 连 续 性 的 要 求 , 则 可 以 指出 
了 一 
事实 上 , 在 证 明定 理 时 实际 上 可 得 1.5 Е. НХ, 对 不 等 式 
І.Е, 令 i>4+0 取 极限 , 即 得 友 向 不 等 式 
ВЕР, +9. 
КОЖ, 4} 是 其 特征 值 全 体 ， 和 前 面 一 样 , 用 
Н,, 表示 特征 子 空间 , 用 Р, 表示 到 这 个 子 空 间 上 的 投影 算 子 ， 引 
进 算 子 


ж) 参见 5.4 中 的 脚注 . 
• 406 • 


Е,= УР, (оАо). (24) 


不 难 验证 , ЖОЕ, ЕЕ Е, 因而 {8B;} 是 算 子 
v=| гав, 
的 谱 函 数 ， 但 直接 验证 可 知 
[ мв,- УР, 


注意 到 前 节 的 公式 (3), 即 知 


也 = 也. 
因此 , 投影 算 子 (24) 组 成 算 子 UU 的 谱 函 数 . 算 子 局 按 公 式 (18) 
的 积分 表示 与 前 节 的 公式 (83) 一致 
5. 7， 积 分 表达 式 (17) 对 于 进一步 扩充 算 子 函数 的 概念 开 膀 了 一 条 途 
径 ， 考 察 这 种 函数 p(t), 使 对 于 任何 (zx, 9), Lebesgue-Stielties 积分 


У (фу т, 4) = [ра и, у) 


存在 ( 且 有 限 ), {Г} тома. ПЕНН, Ур, м 
У(ф; х, 殷 可 以 表示 为 
Ј(ф; 2, у) = (У (фух, у) (2, УЕН), 
其 中 y (9o) 是 线性 算 子 ， 注意 到 公式 (22), 自然 可 令 
Фф) = ($). 

换 一 种 办 法 也 可 以 扩充 算 子 函数 的 概念 ， 像 按 单 调 实 菌 数 定义 可 加 集 
合 函 数 一 样 ， 从 谱 消 数 出 发 可 以 定义 算 子 测度 ， 如 果 w (t) 是 关于 集合 。 的 
算 子 测度 可 测 的 特征 函数 , 则 gp (DD) 是 在 e 上 的 算 子 测度 的 值 。 当 p(t) 是 有 
限 个 值 的 可 测 函 数 时 ， gp (0) 的 意义 是 很 明显 的 .关于 算 子 测度 可 测 的 函数 
是 有 限 个 值 的 可 测 函 数 序 列 的 一 数 收 敛 的 极限 , 从 而 可 以 对 任意 的 可 测 函 数 
ф(х Ф(0). 


es 407+ 


第 十 章 有 序 赋 范 空间 


在 对 于 分 析 某 些 函 数 及 序列 的 向 量 空间 是 很 重要 的 那些 具体 的 讨论 中 ， 
正定 , 不 等 式 ， 正 算 子 等 概念 起 着 重要 的 作用 .但 是 这 些 概念 及 其 有 关 的 一 
些 结果 ， 到 有 目前 为 止 在 我 们 所 研究 的 Banach 赋 范 空间 理论 中 却 找 不 到 任何 
反映 , 这 就 使 得 用 泛 函 方法 不 可 能 掌握 经 典 分 析 与 实用 分 析 中 的 某 些 重 要 问 
题 ， 当 时 这 就 导致 在 开 . В. Канторович 的 工作 中 (参见 [2 一 4a]) 建 立 了 线性 
半 序 空间 的 理论 , 或 者 称 共 为 向 量 格 ， 即 以 相 容 的 向 量 和 格 的 结构 按 确 定 方 
式 作 出 的 空间 (1935 一 1937)， 在 这 些 工 作 中 给 出 容量 格 的 公理 , 建立 了 其 中 
的 线性 算 子 理论 , 并 给 岩 了 所 述 理论 在 贸 数 论 向 题 及 泛 兄 方程 中 的 各 种 不 同 
的 应 用 . 

以 后 , 在 列宁 格 勒 半 序 空间 学 派 的 工作 中 ， 这 个 理论 得 到 了 富有 成 效 的 
Ж (Б.З. Вулих, А. Г. Пинскер, А, И. Юдин, Г П. Акилов 以 及 他 们 的 学 
А: А. И. Векслер, Д. А. Владимиров, Г.Я. Роткович), 在 这 个 泛 通 分 析 俩 
域 的 一 个 重要 部 分 的 发 展 中 有 个 重大 的 成 就 ， 那 就 是 Г. Я. Лозановский 51 
进 的 赋 范 格 理论 . 

М. Г. Крейн 关于 在 其 中 引进 正 元 锥 的 赋 范 空间 的 研究 与 向 量 格 理论 有 
密切 的 联系 , 这 些 工作 从 三 十 年 代 后 半期 开始 而 后 由 伏 龙 涅 什 堂 派 继 续 发 展 
(М. А. Красносельский 及 其 学 生 ). 这 些 工作 首先 与 算 子 谱 论 和 解 算 子 方程 
( 非 线 性 分 析 ) 联 系 起 来 了 ， 本 书 不 打算 考察 这 些 理论 , 读者 可 参考 Kpeia 和 
Рутман[1 9 Е М Красносельскні-11 的 书 ， 关 于 向 量 格 理论 与 М. 
Г. Крейн 理论 之 向 的 圈 系 可 参见 Bynax~IY ЮВ. 向 量 格 理论 逊 与 拓扑 半 
域 理 论 有 联系 (参见 Антоновский, Болтянский 和 Сарымсаков), 

Е. Rieszt4] 于 1929 年 在 Bologna 32:10 ЕЕ В, 
在 向 量 格 理论 的 发 展 中 有 很 大 影响 ， 在 四 十 年 代 ， 日 本 数学 家 Н. Nakano 
继续 前 期 的 研究 , 建立 了 半 序 空间 的 系统 理论 ， 它 还 包含 了 许多 新 的 研究 方 
向 (参见 Nakano)。 在 向 量 格 理论 的 发 展 中 起 重要 作用 的 还 有 另 一 些 日 本 
数学 家 (T. Ogasavara, Г. Amemiya, Т. Ando, К. Yosida, $. Kakutani, Т. 
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Shimogaki), 美国 数学 家 (G. Birkhoff, 5. Bochner, М. Stone ж), (725 Ж 
学 家 (Н. Freudenthal, У. Luxemburg, А. Zaanen) 及 法 国 数学 家 (3. Dieu- 
donne) 等. 

在 这 一 章 中 , 我 们 要 考察 赋 范 格 , 即 赋 范 空间 的 向 量 格 , 其 中 的 范 数 和 序 
按 自然 方式 联系 着 . 

我 们 指出 , 已 讨论 过 的 理想 空间 是 最 重要 的 一 类 向 量 格 . 然而 ， 甚 至 只 
须 注意 到 在 理想 空间 中 的 应 用 ， 抽 象 的 过 程 就 能 得 到 新 的 有 趣 的 结果 ( 见 
§ 5). 

为 了 氢 述 赋 范 格 理论 所 包含 的 材料 , 需要 向 量 格 一 般 理 论 的 很 多 纯 代 数 
结果 , 我 们 简洁 地 叙述 这 些 结果 而 不 了 予 证 明 , 读者 可 在 Вулих-Т 的 书 中 找到 
证 明 ， 在 本 章 中 所 氢 述 的 在 赋 范 格 方面 的 结果 实质 上 是 Вулих-І 一 书 的 补 
充 ， 向 量 格 理论 的 基础 参考 书 是 : Канторович, Вулих 和 Пинскер; Вулих- 
Г, Макапо; Luxemburg 和 Zaanen; Ететііп; Schiffer-II 等 ，LuxembuTg 
[1 及 Luxemburg 和 Zaanen [1] 的 文章 具有 基础 评述 的 特点 ， 很 多 地 方 都 
讨论 了 赋 范 格 理论 , 在 $ 1 一 4 中 叙述 的 大 部 分 结果 都 是 人 们 熟知 的 , 并 且 
在 我 们 建议 引用 的 文献 中 都 有 反映 . 、 

我 们 指出 ， 向 量 格 理论 的 发 展 要 求 部 分 地 改变 在 Вулих-Т 的 书 中 所 采 
用 的 术语 和 记号 ， 所 作 的 改变 将 在 下 面 一 一 约定 ， 


57. 向 ж 格 


1. 1， 实 向 量 空间 关 叫 做 向 量 格 *”， 如 果 站 同时 是 个 格 , 即 是 这 样 的 有 
ЛЖ, 对 共 中 任何 两 个 元 素 *，yEX 存在 它们 的 上 确 界 xVy 和 下 确 界 2 人 纺 
并 且 满 足下 列 代数 运算 与 序 相 容 的 条 件 : 

1) 对 于 任意 26Х, М х<у 可 推出 ау; 

2) 如 果 2220 而 数 4 之 0 则 4x>>0. 

ЖА Х, = {46Х:120} ШЕНЕ Х 的 正 元 锥 .显然 , 在 向 量 格 中 , 其 
元 素 的 任何 有 限 集合 存在 上 确 界 与 下 确 界 . 

对 于 任何 xX， 元 于 т. =1ү0 叫做 它 的 正 部 ， 元 素 т. = (2) V0= 


ж } Е Вулих-Г 的 书 中 称 向 量 格 为 五 - 线 集 或 者 线性 结构 ， 在 Bourbaki-IV 及 
Luxemburg 和 Zaanen 的 书 中 称 为 Riesz 空间 ， 向 量 格 (vector-iattice) 的 术语 是 
Birkhoff 引进 的 ， 
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(—2); 叫做 它 的 负 部 , 而 元 素 |z| 一 0 Ба. 叫做 元 素 х ВМ. РР ЄХ 
0 лт. 1. 成 立 . 

ПЕ Х па В ЕБС [8] С ЕБС ТЈ) А 2 Г, аа] = (СХ: са 
zo 的 任何 集合 , З лоса, (ал, 2С), 

设 wy 是 向 量 格 久 中 的 两 个 元 素 , 如 果 || || 二 9， 则 称 它们 是 离 析 
的 ( 记 为 x d у). В А, Е.Х, МАНА Е «СЕ, 与 任何 元 素 УСЕ, ЕВ 
析 的 , 则 称 这 两 个 集合 是 离 析 的 (8B，d 如)，、 最 后 ,车 zEX， 对 于 任何 元 素 96 
BCX 都 有 xdy， 则 称 元 崇 2 与 集合 加 是 离 析 的 (zd Р), ЖЕЕ 
XX 中 的 任意 的 集合 , 则 由 与 集合 召 离 析 的 所 有 元 素 zEX 所 组 成 的 集合 如 叫做 
ЖАБЕНИ. А, 令 Baa= (Ba)s， 容 易 看 出 , 对 于 任意 Е, (89) 94 
Ей, 

如 果 Е, Е, (Е,, Е,СХ), МЕЖ Е, БЖ Е, 广 ; Ж Е, = Е, 94, 

итим Х РЖ. АМ СХ, УСЕ, |а| < [у] ИНН 68, 则 称 
Еж оС). ШАЕЖХ ВТ, ШЕ ЕЛЬ 
集合 叫做 吾 的 实心 包 , На Я 50108). 容易 看 出 , so1(B8) 是 所 有 这 样 的 元 
素 zx6X 的 集合 , 即 存在 УСЕ, || 59|. 

1.2. 向 量 格 义 的 线性 子 集 立 叫 做 和 中 的 向 最 子 格 ”>， 如 果 对 于 任何 
т. СУ Му, ЛЕХ. НАХ 的 线性 实心 子 集 荆 叫做 理想 *” ， 
Н ХАРЕ У 叫做 基 , УИХ — Г, ШУ = {0}. 

如 果 чЕХ., ИХ Фа и ЯЕЦ ХО ЕА и 
想 , 并 记 为 买 (容易 看 出 ,入 (z) 由 所 有 这 样 的 xEX 组 成 , 使 得 对 于 某 个 人 ， 
ОА +оо, Ж |х| <ли, 

如 果 对 于 某 个 wEX,, 向 量 格 X УЕ Хо) А, 则 和 叫做 有 界 元 素 
的 向 量 格 ***， 而 元 素 % 叫 做 (X 中 的 ) 强 单位 元 . 

如 果 和 集合 YCX 是 某 个 集合 BC X 的 离 折 余 集 ， 则 称 Y 是 向 量 格 关中 
的 带 ****); 换 言 之, 称 集合 YCX 是 六 中 的 带 , АЖ УУ, 


ж) Е Вулих-1 НИ Е. 
жж) 在 Вулих-Г И Е РН ЕЕ, 
жж) 在 Вулих-Г 中 叫做 有 界 元 素 的 五 -线性 集 ， 
жжжж) 在 Вулих-1 Ф536, 
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我 们 约定 ， 称 向 量 格 X 是 阿 基 米 德 型 的 , 对 于 如 果 xEX+ 及 任意 mwEN 有 
nz<yEX, ВЕНН x 二 0。 活 函 分 析 所 感 兴 趣 的 所 有 向 量 格 都 是 阿 基 米 德 
型 的 . 

如 果 飞 是 阿 基 米 德 向 量 格 ， 则 集合 YCX 是 系 中 的 带 的 充 要 条 件 0 У 
ж Хун, НЕ РИЈА Е (所 谓 正 则 性 条 件 ): ЖЖ ЕСУ НХ 
中 存在 supE(infE), 则 зирЕСУ (inf BE€Y). 


1.3. мах щі К, саня сапа, 如果 其 中 的 任何 


DEO уч 


wa 


ахиж ЬЯ, 容易 看 出 (与 定理 т 6. 17 推论 
的 证 明 对 照 ), 在 有 -空间 中 任意 可 数 的 下 有 界 集合 ， ПЕКИНЕ 
有 界 集合 都 有 下 确 界 .， KK。- 空 间 是 阿 基 米 德 向 量 格 。 在 -空间 或 KK- 空 间 
中 的 理想 是 -空间 或 KK- 空 间 . 

ТЕ К- НХ 中 , 带 的 重要 性 质 是 可 将 和 用 典型 的 方式 投影 到 带 上 ， 设 
У; КМ Х Фй, СХ, 

СҮ Ј2=ѕир/у6Ү.:у<а}. 

根据 К Ну Е ХЕК Е, 而 由 正则 性 条 件 [Y]wEY. 
对 于 任意 的 xEX, 令 

[Yjz= [EY]z: — [У]. 

显然 , [YY] 是 将 XX 映射 到 YY 上 的 线性 算 子 ,并 使 了 中 的 元 素 在 其 作用 下 

保持 不 动 . 容易 看 出 
[[Y]zj 委 lzl 且 [== =р (=ЄХ). 

ЭРУ ИИ У ЕНБ Р. ЧЕМ 2СХ 可 唯一 地 表示 为 X= 
у 2, Ж СҮ, 264, ЭН у=[У]х, 2=[ 5 (参见 Вулих-І 定理 
ІҮ. 3. 2). 

对 于 任意 的 集合 CX， 以 [BJ] 表示 到 由 和 集合 吾 生 成 的 带 B44 上 的 投影 
算 子 [844]， 如 果 иЕХ, ЕХ 中 包含 的 最 小 的 带 {} 开 叫做 主 带 , 并 且 记 
ЖХ, оос Ні. 用 [表示 到 Х, 上 的 投影 
ЕВ, ВНЕ ЕЯ ВЕК 
实现 ， 确 切 地 说 , 阿 基 米 德 向 量 格 和 是 可 数 型 向 量 格 的 充 要 条 件 是 : 

(ж) 对 于 任何 存在 supB 的 集合 ЕСХ, 可 找到 一 个 不 多 于 可 数 的 子 集 
CB， 使 得 supko=supB; 或 者 在 (*) 中 用 inf 代替 sup 而 得 到 的 类 似 的 
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条 件 ， 

我 们 引进 下 面 的 记号 . 设 人 {zs} (64) 是 向 量 格 X 中 的 有 向 列 ， 记 号 zu 
表示 , 对 于 ага’ 的 任何 a, аА ж 2.20, 记号 mu 个 z 表 示 zo 个 В. арх, 
=. ЖИНЕХ я. 及 Xo x. 

研究 阿 基 米 德 向 量 格 常常 能 转化 为 研究 下 -完备 后 的 KK- 空间 ， 对 于 任 
意 阿 基 米 德 向 量 客 义 , 可 以 找到 唯 -- 的 天 -空间 АХ, ЖЖ ХМ Ка 
空间 , 它 具 有 下 列 人 性 质 : 

1) ХХ 中 的 向 量子 格 ; 

2) 如 果 了 CCX 且 在 刁 中 存在 zx 一 sup 下 ， 则 这 个 元 素 z 也 是 召 在 帮 X 中 
的 上 确 界 ; 

3) 对 于 任何 268X 存在 久 中 的 有 向 列 人 9 小 及 {9 使 得 96 个, у 02, 

开 - 完 备 化 可 以 用 类 似 于 建立 实数 时 采用 的 Dedekind 分 割 的 方法 得 到 
(参见 Вулих-І 定理 TV.11. 1). 

1.4. 在 向 量 格外 中 我 们 考察 两 种 类 型 的 收敛 ， 

有 向 列 位 (ac4) 叫 做 (o)- 收 化 于 极限 Жак 或 者 x= (0) -limz。) 
如 果 存 在 有 向 列 4gpj (BEB), 使 得 

1) 4410; 

2) 对 于 任何 ЄВ 存在 а СА, 使 得 对 于 一 切 的 a 之 ao 9 |а, т| ур. 
于 极限 2Х (х, 1252 或 者 ?= (00)-limz，), 如 果 存 在 序列 人 9。}, 使 得 

1) yn 0; 

2) |2, -2|<9,, rEN. 

МХ К.Н ВО Е ЖЕ Аа Б, 则 对 于 序列 ， 两 种 收敛 的 
定义 是 一 致 的 。 在 一 般 情况 下 并 不 一 致 . 


设 买 是 向 量 格 , {zo}?.; CX， 我 们 说 级 数 人 77x, (о аже 


п=1 


9-55.) е АТОС ЕРАЗ ТОА 


ВЕТ 


收敛 
А Хароу ЖЕНЕ, 并 且 有 疝 列 z, 一 3x(aE4), 则 存在 递 

增 指 标 序 列 a,€4(nEN), 使 得 x。 2. 
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我 们 指出 , 在 向 量 格 中 , 格 运算 与 线性 运算 关于 序 收敛 是 连续 的 . 

ЕХ ЖЕТА ЯН. Яа Н (т) СВК ВАА zEX (2,75), 
enE(0, +оо) В. е, 0. Жа, р Ш (т) -基本 的 ， 如 果 存 在 2СХ. 及 数列 
en 0, 使 得 当 ти В |2, — 2. | «е2, АМА (т) Ид ТАН о) ВС. Ш 
基 来 德 向 量 格 和 叫做 (r)- 完 务 的 , 如 果 其 元 素 的 任何 (7) -基本 序列 都 (7)- 收 
и. Еж К, НВ (т) -完备 的 (Byvax- 引 理 Ү, 3. 1). 

1. 5。 研究 向 量 格 的 重要 工具 是 关于 它 在 连续 函数 空间 的 形式 下 的 实现 
的 定理 ， 

设 半 和 宇 是 向 量 格 ， 从 到 YY 内 的 线性 上 映射 上 叫做 格 同 态 , 如 果 对 于 
任何 т, 2,6Х 有 

О (2а) =U (а) МО (а). 

显然 ， 在 这 种 情况 下 ， 公 式 О (а Ла) 0 (п) ЛОС) 及 |000) |= 
可 (jzl) 也 成 立 ， 特别 地 , 如 果 220, М 0 (2) 20, 

我 们 称 刀 是 保 界 的 ， 如 果 从 在 Х 中 集 百 存在 上 确 界 能 推出 在 YY 中 集 
U(E) 存 在 上 确 界 ,并且 

supU (Е) =0 (supE). 


此 时 , 对 于 下 确 界 类 似 的 公式 成 立 . 

从 义 到 下 上 的 双方 音 值 的 格 同 坊 可 叫做 格 同 构 或 序 同 构 ， 如 果 可 是 格 
同 构 , 则 映射 口 和 U-! 都 是 保 界 的 。 称 两 个 向 量 格 X 和 立 是 序 同 构 的 , 如 果 
НЕ ХНУ ИНН. 显然, АО: ХУ 是 格 同 构 的 充 要 条 件 为 也 是 
向 量 空间 外 和 YY 的 同 构 , 并 有 HL ОС.) =У,,. 

紧 空间 8 叫做 极 不 连通 的 , 如 果 8 中 任何 开 集 的 闭 包 都 是 开 - 闭 集 . 可 以 
ШЕН, ЕВА СОК) 下 -空间 的 充 要 条 件 为 紧 空 间 政 是 极 不 连通 
的 (参见 Вулих-1), 

эх, коллаж. 用 C。(@) 表示 在 @ 上 所 有 扩充 的 实 连 
续 函 数 集合 , 好 这 种 图 数 在 无 处 秽 密 集合 上 可 以 取 值 为 十 ce 和 一 co。 空间 
C。(@) 按 自然 的 方式 成 为 向 量 空间 ， 事 实 上 , 可 以 证 明 , 对 于 m，zaEC。(@)， 
当 169 使 得 x1(t) Яа, СР) ВЕНИ, 令 УС) = а СР) 十 X(t), 则 函数 y 可 
以 唯一 的 延 拓 成 C-(@) 中 的 元 素 , ВЕЕТ а а, ЖЕН 
并 不 产生 困难 ， 对 于 所 有 #0 ЗП (0) 222,01), И ила, ЖЕ 
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С.С) ВЕТА, ЗЕ С.Ф КН (Вулих-Т, д Я Ү. 2. 2). 
下 面 的 定理 起 着 极 重要 的 作用 (参见 Вулих-Т, ЕЖУ. 4.2). 

定理 1. Ен. К- НХ ВНЕ о. о? 
集会 МАН, ВПС ОНИ-ИЖЬЮ 

因为 可 以 使 阿 基 米 德 向 量 格 -完备 化 ,而 根据 定理 1， 五 -完备 化 空间 
可 以 实现 为 函数 的 下- 空间， 其 中 对 于 有 限 个 元 素 的 线性 运算 和 格 的 运算 可 
以 逐 点 计算 ， 这 样 我 们 便 得 到 方便 的 A. И. Юдин 的 关系 保持 原理 ， 假 如 我 
们 有 两 个 关系 式 wz …, 2) 和 (zy 5,2), 它们 由 有 限 个 线性 运算 和 格 运 
算 组 成 ， 其 中 所 有 变量 г, о, xz， 可 以 在 任意 的 向 量 格 中 取 值 ， 这 时 在 阿 基 
ЖЕНЕ Х ВНЕ Н ВАЛ 0 иго 成 立 的 充 要 条 件 为 不 等 式 иг 
在 zi …, wn 取 任 意 的 实数 值 时 成 立 ( 这 个 原理 对 无 限 的 情况 不 成 立 ! )， 我 
们 指出 , 用 共 他 方法 也 可 以 证 明 关 系 保持 原理 在 任意 的 向 量 格 中 成 立 、 从 下 
述 例子 中 读者 可 以 看 到 上 述 原 理 是 很 方便 的 : 要 证 明 对 于 任何 w, 28，s6X 不 
等 式 

2) – gv фу, (Л) – Л) «|501 
成 立 , 只 要 用 一 次 这 个 原理 , 另外 根据 向 量 格 的 定义 即 可 ， 

揣 门 现在 来 刻 划 那 样 的 K- 空 间 义 , 它 根据 定理 1 实现 时 给 出 了 整个 天 - 
空间 C.(Q)，K- 空 间 W 岂 做 扩张 的 ， 如 果 在 其 中 的 两 两 离 析 元 素 的 任何 集 
合 都 有 上 确 界 ， 下 -空间 Cs,() 是 扩张 的 , 反之 任何 扩张 的 KK- 空间 在 定理 1 
中 的 同 构 下 与 整个 С.) М. МЖК Х 序 同 构 于 某 个 扩张 五 -空间 
УЕ, МУ КИ 外 的 极 大 扩张 并 且 记 为 法 (X)， 这 个 空间 精确 到 
序 同 构 是 唯一 的 。 极 大 扩张 的 存在 由 定理 1 保证 . 

现今 向 量 格 实现 的 途径 可 在 Bekcrep[1] 的 文章 中 见 到 . 

1. 6， 我 们 用 已 经 了 解 一 点 的 理想 空间 的 例子 来 说 明 上 面 引进 的 概念 . 

首先 , 我 们 扩充 理想 空间 的 概念 , 保留 以 前 的 定义 ， 但 是 放弃 测度 为 gc- 
有 限 的 条 件 , 而 代 之 以 较 弱 的 直 和 性 质 (I.6.10)， 从 定理 工 .6.17 推出 , 实 空 
1 S(T, 5, и) & К- ИН, Ж Н.Я Лу, хуу, 21,25, 2. 表示 的 元 素 在 IY. 
3.1 中 和 在 1.1 中 是 一 致 的 ， 理 想 空间 是 SCT, 2， 六 中 的 理想 ， 基 本 空间 
是 S(T，，4)〉 中 的 基 ， 它 们 就 是 由 上 嘴 而 得 名 的 .集合 ЕГТЕ, М 

ж) 如 果 把 同 胚 的 紧 空 间 看 作 是 同一 个 , 则 上 述 紧 空间 还 是 唯一 的 . 
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5иррЕ, 25 ррЁ, (тойи). 理想 空间 关中 的 单位 就 是 这 样 的 函数 СХ, 使 得 
2(1)>0 a.€e. 所 有 可 测 的 有 限 个 值 的 函数 的 集合 是 SCT, 5, м) 中 的 不 是 理 
想 , 但 是 向 量子 格 的 例子 .显然 ,L”(T, 芝 , р) (СТ, 5, р) Фу и- ВИЙ, Ж 
中 (四 三 1. 基本 空间 大 中 的 带 集 与 Z 中 的 元 素 (mod/7 相等 的 集合 是 同一 
的 ) 之 则 存在 双方 单 值 的 对 应 ， 这 时 46Z 对 应 于 带 Х, = {ЄХ :ѕиррхс 
А(тойџ)}, ЯР Х, 上 的 投影 算 子 [X4] 是 乘 以 集 4 上 的 畦 征 函数 的 算 子 : 
[ХФ == а. 

容易 验证 , 天 -空间 $ СТ, Х, 所) 是 可 数 型 到 -空间 的 充 要 条 件 为 测度 疡 是 
0- 有 限 的 .由 于 这 个 原因 , 在 以 前 我 们 研究 理想 空间 时 可 以 只 处 理 序列 . 

如 果 义 是 理想 空间 ， 则 在 义 中 zx, 中 z 的 充 要 条 件 为 z(t)->x(t)a.e. 
Н.|х, | ЗУСХ (nEN)， 我 们 已 经 遇 到 过 这 种 形式 的 收敛 (参见 YI.1.1). 在 
5(0, 1) 的 情况 , 定理 1 中 的 极 不 连通 紧 空 间 8 按 其 拓扑 性 质 与 紧 空 间 [0,11 
有 很 大 差异 , 但 是 即使 在 此 情况 下 , 定理 1 的 实现 常常 成 为 新 结果 的 源泉 *， 
最 后 指出 , SCT, >, п) 是 扩张 的 К- 238], 是 (T,Z, 1) 上 的 任何 基本 空间 的 极 
大 扩张 。 

1.7. 我 们 对 理想 空间 证 明 的 结果 常常 可 以 搬 到 抽象 的 向 量 格 上 去 ， 可 
是 , 应 该 说 , 理想 空间 的 理论 比 向 量 格 的 一 般 理论 建立 得 还 迟 。 共 次 , 我们 需 
要 引 理 IY. 3. 1 的 下 述 推广 . 

х, 可 以 找到 有 向 列 go \ 2, 0 入?oEY， 
证 ， 首 先 指 出 , 只 要 证 明 对 于 任何 xEK+: 有 
х=3ир4 СУ: 0<у<а}. (1) 

因为 Y 中 任何 两 个 元 素 的 上 确 界 也 属于 站 ， 所 以 带 着 从 买 中 诱导 的 序 
的 集合 А= (06Ү: 0 委 y 和 zj 是 按 递增 有 向 的 . 因此 如 果 将 每 个 元 素 УЕА 的 
指标 就 看 做 是 它 自 己 , 则 4 是 递增 有 向 列 , ЖА. у (06А). 

概 设 对 于 某 个 СХ, 公式 (1 不成立， 这 时 存在 УХ, И уу 对 于 
任何 84 都 成 立 ， 但 是 ху, ЖД. 对 于 纺 =ZA 人 go 可 得 , 对 于 所 有 СА, 
< Ни<х. 因为 了 是 发 中 的 基 , 所 以 对 于 5-9, >0 可 找到 2.6У, 使 得 
(0—31) А2020, ЖР 2. (一切 ) ЛС 9 0<2,<а2— 1, АМРЕ 30 


ж) 我 们 指出 , 在 这 种 情况 下 , 紧 集 @ 是 Banach 代数 1°(0, 1) № Гельфанд 紧 集 
(参见 Наймарк). 
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УСА 19 уфа у 5а, М ЖуЕаеУ, ЭНА А ТА 9 у-н; 
Фа (ENV) ,这 与 阿 基 米 德 原则 矛盾 . 


8 2， 线 性 算 子 与 线性 泛 函 


2.1. 设 买 是 向 量 格 ，Y 是 下 -空间 ， 在 这 一 章 中 我 们 只 考察 线性 算 子 
ЖЕНЕ ва, 所 以 在 所 有 下 面 的 定义 中 省 略 “ 线 性 ”一 词 ， 

算 子 U:X~>Y 出 做 正 的 ， 如 果 对 于 任何 x 宇 0 都 有 О0о) 20. ВТО 
ЖЕН, 如 果 如 =01 一 VU。， 共 中 Vi(i==1,2) 是 正 线性 算 子 ,' Хау 
的 所 有 正则 算 子 的 集合 记 为 L~ (X, К). 

ЖЕ 1. ВНИИ: X->Y 正则 的 必要 充分 条 件 是 任何 有 界 集 ECX 

满足 定理 1 判别 条 件 的 算 子 叫做 序 有 界 算 子 ”， 定 理 1 斯 定 , 如 果 立 是 
五 -空间 ， 则 正则 算 子 类 与 (0)- 有 界 算 子 类 重合 在 一 般 情况 下 这 个 结论 不 
成 立 ， 

在 集合 17, YY) 中 我 们 用 下 列 方式 引进 序 ДВО ЛЕНТА 0220; 
如 果 0,—0,220, 则 可 宇 V。。 下 面 的 事实 特别 重要 : 这 样 定义 序 之 后 , 集合 
L~(X, Х) Я: К-21 |8 (Вулих-І, 定理 VIII, 2.1)， 并 且 ， 如 果 { 人 0s} (EE 已 ) 是 
ЕЯ УЖА, МЯЧ О вир, 对 每 个 ZEX+ 用 下 式 来 计算 : 

О (а) 


=sup{Us, (к) + НО, (о): t= Уау, 20, ВЕР в)у. (1) 


#=1 
类 似 地 计算 下 确 界 ， 从 (1) 起 不 难得 到 , 如 果 UEL~ (X,Y), ИН 26Х, 有 
07, (а) =sup{U (2) :0<xz' <а}, 
О. (а) = —і {0 (2 ):0<5 55, 
10| (2) =59р{10 (2) 1:12 |<}. 
由 此 推出 , 对 于 任何 zEX 有 
102191). (2) 
从 公式 (1) 推 出 ,如果 D6,UEL~(X，Y) 且 UV， 则 对 于 任何 zxEX 有 
И. (30 (w) ( 反 过 来 不 成 立 ). 
再 引进 一 些 算 子 类 . 


* ) 象 前 面 一 样 ,“ 序 "这 个 词 简 记 为 (o)， 例如 (o)- 有 界 算 子 ， 
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算 子 UEL~(X, YY) 叫做 序 连 续 的 * 或 者 正规 的 , 如 果 从 有 向 列 za2iz 可 
推出 (zu) ЗО). 所 有 (0) -连续 算 子 的 集合 L5(X, YY) 是 -空间 L~ (Х, У) 
的 带 . 

算 子 UEL~ (X,Y 叫做 序 о-в, ДЕ аал, ТЖ 


A von 


0(1,) 300). ИЖ (ос) ТИВ 1,0, Х 也 是 Г, Х 中 
的 带 ， 显 然 , УС Га. (X,Y)、 这 些 事 实 的 证 明 参 见 Вулих-І, ЖА 
ж 553, 4, 

2.2， 现 在 我 们 较 详 细 地 考察 泛 函 的 情况 , Ар В" 的 情况 ， 这 时 记 

区 -一 六 (К, Ві), X=Li(X, В), ХУ, =L7i(X, ВО. 

我 们 指出 , 若 设 了 是 阿 基 米 德 向 量 格 ГОА, МЕН, Э а 
能 推出 fix) ->f(z), 则 ЄХ, 它 化 简 了 (o)- 连 续 性 的 验证 ， 天 -空间 ХУЩ 
ИХ, ах 是 可 数 型 的 及 -空间 , 则 根据 1.4, Xi 一 X3。. 

泛 函 fEX™ 叫做 奇异 的 ***” ,如 果 在 义 中 存在 基 G, 使 得 了 在 G 上 为 零 . 
容易 验证 , 全 部 奇异 泛 函 的 集合 Ху 是 六” 中 的 理想 ， 

引 理 1， ДАХ 是 阿 磊 米 德 向 量 格 , ХС С. 

证 ， 假 如 不 然 , 则 存在 泛 范 УХТ, 使 得 对 于 某 个 ЄХ: Ж {| Л |910. 
因为 X; 和 Xi 都 是 理想 ， м А | 了 1 人 191EX? ПХ. НАЯ 
义 ,在 系 中 存在 林 六 ,使 得 所在 上 为 零 ， 按 引 理 1. 1， 对 于 任何 zEX+ 存 
在 有 向 列 x。 个 x, Оа, У, М2 СХ, ЯМА Р о) = оф, (2) =0， 于 是 
天 一 0, 这 与 >>0 #8. 

下 面 我 们 将 证 明 , 等 式 X3= ХХ. 

2.3. 现在 我 们 推导 与 从 向 量 格 义 到 二 次 (0) -共生 空间 的 典型 府 入 有 
关 的 一 些 结果 . 

ШХА, УЖХ- 中 的 理想 , 并 在 和 上 是 全 的 ， 用 z 表 示 从 买 到 
Y 内 的 典型 嵌入 ， 首 先 指出 , x(X) CY%， 事 实 上 ， 如 果 2ЄХ НЕ КН 
үң 1.70, 则 在 去 中 也 220， 由 此 推出 

пл(2) (fo) = Р, (а) ->0, 
这 就 证 明了 л (w) EY%. 
+) ВЕТ ВН. 
**) ЖЕ Вулих-Г НН Со Е, 
+++) ЧЕ Вулих-Т ФШ БЕН ВВ, 
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2) 映射 + 保 界 的 充 要 条 件 为 YCCX。. 

3) 向 量子 格 x(x) 是 中 理想 的 充 要 条 件 为 YCX; 且 X А К-а. 

证 ， 在 Вулих-І 的 定理 1Х.5. 1 的 证 明 中 包含 了 1) (还 可 参见 
Schiffer-I, Ү.1. 6). $ ҮСХ; Шт Н тх) 是 理想 ,这 一 事实 的 证 明 
见 Вулих-І 的 引 理 IX. 5，1，2) 的 必要 性 显然 成 立 . 而 3) 的 证 明 与 
Вулих-Т 的 定理 ІХ. 7.2 的 证 明 类 似 . 

还 要 指出 , 根据 Вулих-Г 中 引 理 1Х.5.1 的 证 明 . 集合 x(X) 与 Y; 总 是 
同样 广 的 . 

推论 1 如 果 元 素 z6X 使 对 于 任何 fEY: Ж 7 (а) 220, 则 2220. 

推论 2。 ЛЕХ а, | На, >20 05 1)), Ша, ут, 

证 ， 如 果 a' 之 a, 则 对 于 任意 СУ, еб, 0) 220, ра 取 极 限 得 
{(@,—2)>0. ЖІБІ, 对 于 所 有 а, x。 宇 x， 另 一 方面 如果 对 于 所 有 a， 
8 所 Zs。， 则 对 于 JEY 有 Р) <Р (2。) ->f(z)， 再 根据 推论 1 得 x 宇 y， 因 此 
с. | т. 

ЕХЖАНШХ, ШК- И, к: ХС); А в к 
一 (X35)5, 则 称 买 是 (o)- 自 反 的 . 

1) 处 是 (0)- 自 反 的 

2) КОК 中 的 带 ; 

3) 如 果 在 和 中 的 有 向 列 0<z。1， 使 得 对 于 任何 ТЕХ, 720, 有 
supf (zo) < 十 co， 则 可 求 得 zx6X 使 得 re 个 

1) 合 3), 在 Byuax-I 的 定理 IX. 6,1 中 已 证 明了 。1) 之 2) 显然 成 立 . 
2) 之 切 是 因为 在 定理 2 之 后 已 指出 了 , КО (р; НЕ. 

ЕК. ШЕХЕМ, УЛ ХОФ ЮЙ, 则 立 是 (po)- 自 反 的 ， 

证 ， 显 然 ， 集 合 {r(z) :ZEX} 是 三 上 (0)- 连 续 泛 函 全 的 集合 ， 设 在 并 中 
06<f。1 且 对 于 任意 的 FEY5, 了 之 0, 有 sup ({,) < Боо. ВЕН, 对 于 任何 
ZEX 


5ирл (2) ($) = supf (2) < +оо. 


根据 在 下 -空间 X~ 中 上 确 界 的 定义 , 存在 泛 函 了 EX™ 使 得 ff， 因 为 Y 是 
10, 所 以 f€Y, 并 且 定 理 3 中 的 条 件 З) 就 成 立 了 。 
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特别 地 , 空间 X~ 和 X 是 (o) - 自 反 的 . 

2. 4 我 们 再 考察 理想 空间 X 的 情况 , 并 且 仍 和 т. 6 中 一 样 ， 假 设 测度 
具有 直 和 性 质 ， 因 为 在 o- 有 限 测度 情况 下 , 空间 S(7, 3, 1) 及 其 中 的 所 有 
理想 都 是 可 数 型 及- 空间, 所 以 , 正如 2.2 中 所 指出 , РЕ А2 У a- 连 
续 泛 函 类 是 重合 的 ; 因此 , 在 第 六 章 中 我 们 已 处 理 了 序 连续 泛 攻 . 

用 对 个 Х' 表示 ХЕ 的 定理 YI.1.1 可 以 不 做 任何 改变 地 搬 到 测度 只 
У НЯНИ. ЗЕНА а ЄХ ў ЄХ; 是 К-И ХҮ 和 X% 的 序 同 
№. Е, 如 果 

д = | г’ (an (*6Х), 
则 
а) = [| а |е лар, 


бс) 2002, бн, уо) =} эф Фар. 


如 果 ХА ЫЈ, 则 利用 定理 VI. 1.108194, Ха (0)- 自 反 的 充 
ИЖЕ ХХ". 
2.5. УШЕМ СОК) 一样 , 理想 空间 类 是 最 重要 的 向 县 格 类 ， 所 以 在 所 
有 向 量 格 类 中 得 到 它 的 抽象 特征 是 很 重要 的 ， 这 个 特征 就 是 ， 玉 -空间 壬 序 
同 构 于 茶 个 理想 空间 的 充 要 条 件 为 在 六 中 可 找到 具有 全 的 Yi 的 基站 . 我 
们 要 以 这 全 结果 的 证 明 来 结束 这 -- 节 .首先 , 我 们 证 明 玫 个 引 理 ， 
引 理 2， 如 果 和 是 天 -空间 , 则 对 于 任何 天 和 xs 120, 存在 共有 下 列 性 质 
的 带 Cy: 
1) 对 于 Cr 中 的 任何 z>>0 (а) >0, 
2) 对 于 所 有 xzE(C4) 1, 了 (2) = 
СТИХЕ. 
І. 令 
№, = {xEX: (|2) =0}, 
因为 РХ, 所 以 М; Я. Ш, ОМО 就 是 所 要 求 的 . 
51223. ДЖ Хх Е 下- 空间, р, 920 8 Х Е (0)- 连 续 泛 函 ， 则 fdyg 
的 充 要 条 件 为 CrdC. 
证 .因为 Cs 和 Cy 都 是 带 , 所 以 关系 CsdCs 等 价 于 关系 С, ПС, = {6}. 
如 果 了 dg 且 0<+6С,ПС„ 则 因为 了 人 9 一 0 故 有 
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inf {f (21) 十 gza) 7 一 2 十 Za ти, 2.220} =0. 
因此 , 可 以 构造 两 个 序列 zf 220 (вЕМ), 使 得 2209-2009, 并 且 
Гат») +9 (0099) <1127. 
令 


ys") =50р хб) (=1, 2). 


т» 


这 时 уф 9.220 (#=1,2), ЗН 
Кат) «У Рал) 7291, (ро) 12 


所 以 , Ри) 94) = 0、 因 为 0<g%<zeCrC， 所 以 由 本 性 正 带 的 定 
义 可 知 у: =0 (11,2), Ж хл, 0090, В 0 
2, № С/С, ж у (CUCDe 则 由 13, 对 于 任何 xc&, 有 
z=[Crizti+ [Cr+ [Yix. 
这 时 9 (Сл) = С.а) ГУ) 99) =0, д 
ос Фло С ЈГ) +9 (С) =0. 
由 此 fdg. 
泛 函 fEX;, 了 之 0, 叫做 本 性 正 的 , 如 果 С, Х, 
引 理 4， 如 果 和 是 具有 全 的 X; Й К-а, МЕХ; 中 存在 两 两 离 析 
7) (ae4), 使 得 f>0(ae4)，( 和 Cr。) =х инж С, 


者 是 未 带 . 

证 .用 ат X; 中 两 两 离 析 的 泛 函 系 mm 一 {fp} (BEB) 全 体 的 集合 ， 
其 中 fo>0(p6B)， 使 得 每 个 带 Cr ВЕ. ЖИ 中 引进 序 : 设 m= 
{73 (ВВ), n= 49y} 《YE 站 ), 如果 对 于 任何 PE 六 可 找到 PEB， 使 得 名 =g， 
Яру п. 根据 Zorn 引 理 , 在 9 中 存在 极 大 系 mo= 17.) (a€4), 我 们 来 证 


НЯ, 17.) (ce4) 就 是 所 要 求 的 系 , 设 -(0 С, ) 六 XX， 令 ZY 因为 


200), 所 以 可 找到 2,62, 使 得 2020. НЕХ ЕХ НЯ М, 必 存 在 泛 函 
gEKi, 使 得 9(z0o) 隆 0、 因 为 1g (zo) |< |9 | (20), 所 以 可 认为 g 汪 和， 对 于 任何 
ХЕХ & 
f(z) =9 (хо 2). 
显然 , fEX5, 又 因为 有 (zo) = 9 (в. )>>0, ВНА 1>0. 此外, ССХ СЯ, 
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НТВ асл, С,4С,,. 根据 引 再 3， 对 于 所 有 ak4, df。 从 而 与 
ms 是 极 大 元 矛盾 ， 引 理 证 毕 . 

现在 来 推导 一 个 关于 连续 函数 空间 的 引 理 ， 在 调 量 格 C[0, 1] 中 容易 检 
验 , 无 限 集 的 界 不 是 逐 点 计算 的 . 

引 理 5， 设 天 是 紧 集 ， 忆 是 向 县 格 CLK) 中 非 负 消 数 集 ，z() = 
іга): ССК), іп 0 的 充 要 条 件 为 集 Р (1СК:2(0) 20) 


PS- Sl 


证 。 必 要 性 ， 对 于 任何 220, 令 P(le)={tEK: 200) 22е}, ХВ Р = 


|] PQ/w)， 因 此 只 要 证 明 ， 对 于 任何 。 汪 0 集合 P(e) 都 是 无 处 稠密 的 . 


п=1 
因为 
P(e)= [|] ЧЕК: 204), 


#68 


所 以 P(e) 是 闲 的 ， 如 果 РО) ЖЕНИ), МЕН 如 ok 天 ， 它 的 开 邻 
域 PCP(e)， 因 为 紧 集 是 完全 正则 的 (参见 Dunford 和 Schwartz-I 第 一 
章 $ 5), 所 以 存在 函数 zo EC(K) 使 得 

И 05 (2) <е, ЕЁ; 

2) zo (to0) =е; 

3) ж(#) =0, 3ЕК\Р. 

这 时 , 对 于 任何 х6Е, 0х, ах. 6 ПИЕ=0 矛盾. 

ЖЭН. РАЖ. ВОт ЕАУ. 这 时 存在 函数 206 
СОК), 使 得 对 于 任何 СЕ, 0 Саз Е Е ВСК, № м ()>0. Ж 
ВИ {1ЕК: (1) >0} ЖЕНЕ Ж, 此 外 , ЖЕРЕ ВЕР, «а > 
0, 由 此 六 包含 在 P 中 ， 因 而 VY 是 第 一 纲 集 ， 但 由 拓扑 学 知道 , 紧 集 中 的 非 空 
开 集 不 可 能 是 第 一 纲 的 (在 定理 I 4.2 的 证 明 中 只 做 不 多 的 改变 即 可 得 此 
证 明 )， 

现在 考察 在 极 不 连通 紧 集 上 的 测度 ， 下 面 设 9 是 极 不 连通 紧 集 多 是 
@ 的 所 有 开 - 闭 子 集 的 集合 ,Vg 是 8 中 所 有 第 一 纲 集 的 集合 ， 以 好。 表示 所 
НН САМ 的 集合 ,其 中 GE2? с, МЕ. 

引 理 6. ВоВ О 的 Borel 0- 代 数 的 o- 代 数 . 

证 ， 容 易 看 出 , 集合 АВ 的 充 要 条 件 为 存在 ОСЕ o 使 得 集合 

N=A\G 和 Ne=GN4 (3) 
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是 第 一 纲 集 . 事实 上 ， 如 果 А=СДАМ, а о, МЕ, ЩА, = МА 和 
= 和 nG 是 第 一 纲 集 ， 反 之 , 如 果 4 满足 条 件 (3), 则 令 ММ, 0 М6. 
显然 4=GAN， 于 是 只 要 证 明 满足 条 件 (3) 的 集合 构成 了 o- 代 数 ， 如 果 


ААН АНЯ, пс, 。 是 与 其 对 应 的 集合 ， 则 令 G= []6.. 


n=1 


因为 8 是 开 集 , 毛 以 GNG 是 无 处 稠密 的 ， 其 次 , 对 于 4 二 |】4 有 


®=1 


аслас (але, 


п=1 


а\Ас |] ала, 


n=1 

因为 G\4=[(G\G)\41U АЕ, 所 以 А68, А A=GANE8o， 
则 AM4= (АМ. Я» 94662 0, Я О АСВ. 于 是 我 们 证 明了 3, 是 
G- 代 数 ， 

因为 对 于 任意 的 开 集 О, ЖА ОЕ, ШЖАО\И ЕД, МОЕ 
80. 由 此 Borel o- 代 数 包 含 在 В. г. 

Ж о- КЖ Во 上 给 定 的 测度 叫做 正规 的 , 如 果 满 足 : 

) Мело 可 推出 200) =0, 

2) 对 于 任何 使 4(G) = + сов GE o, 存在 66°, 18 са Н 0< 
и(6) <-- оо, 

正规 测度 于 岂 做 严格 正 的 ,如果 还 满足 : 

3) 由 СЕР С-В ЩШ и(0)>0. 

在 其 上 存在 严格 正 的 正规 测度 的 极 不 连通 紧 空间 则 懂 超 Stone №). 5 
驴 是 具有 严格 正 的 正规 测度 尹 的 超 Stone 的 紧 空 间 ， 我 们 指出 由 定义 得 到 
的 一 些 最 简单 的 推论 ， 

а) 如 果 СС 0, №“, Ми@АМ) = рб). 

事实 上 ，H(GAN) = (М) + и (Ма) = PCGNN) 

= (СМ) +0 9) = (0). 

b) 56. 

如 果 АСВАМ, GEg Мемо 县 L(GAN) =0, ШН а) 5 3), б= 
9, 由 此 АСМ, 从 而 АЄ 6. 
。 了 422。 


с) МЕРЕ. 

如 果 и(САМ) = 十 co, 66% с, Мел о, МН 1) Ни (0) = + со, 这 时 由 
2) 可 找到 С.Е. #3 ССС М 0<и(@)<+о. ИШаАМССАМЕ 
(САМ) = п (61) < +оо, 从 而 证 明了 с). 

4) 在 紧 空 间 @ ЕЕ ВОТ К АЖ СО, С о, ВНЕ Ма, 
0< 000) < +оо НЖА 9\00, 是 无 处 稠密 的 . 

首先 指出 , 对 于 任何 开 集 VCQ， 集 У\УЄи о. 利用 Zorn 引 理 及 2) 不 
难 推出 d) 成 立 . 

е) (0.6 由 中 的 一 个 集合 系 ， 如 果 对 于 任何 a，A4 门 8,E 吧 。， 则 АЕ 
3. 


№ 4n@.= GAN。 其 中 Goego №, [] М, № М 是 无 处 稠密 的 . 


%=1 


此 外 可 以 认为 Co МСО. 5 N= U М (пем), 我 们 来 证 集合 入 "是 


无 处 稠密 的 . 
假如 上 述 论断 不 对 ， 设 非 空 开 集 了 НЕМО, ЖА О 


UU ©. 是 闲 的 和 无 处 稠密 的 , 所 以 集合 тп ( о.) ж.т. 


因为 9。 是 两 两 不 相交 的 开 - 闭 集 , 所 以 对 于 任何 a 有 М ПО, =, АТ 
ОП. СМ. В, ЖА ОПФ, 一 方面 是 开 的 ， 另 一 方面 又 是 无 处 稠密 的 . 
所 以 对 于 任意 的 2,U 门 8,= %B， 这 就 表明 U=%， 


于 是 Wo) 是 无 处 稠密 的 , М [] Мег. 6= UG。 是 开 集 ， 而 这 时 根 
n=1 


据 引 理 6 得 Се... 
现在 显然 有 


А= (GAN) U (4AN (QO\U 90) 6980. 
从 be 及 日 可 知 ，(@, 80, 0) 满足 测度 空 间 的 所 有 公理 (参见 T.6. 2), 
Г) 空间 (@, Зо, н) 具有 直 和 性质 ， 


我 们 指出 ， 关 于 d) 中 集 系 {18。} 直 和 条 件 满足 ， 显 然 只 须 考察 GE 。， 
0< (6) <оо Ш. 
我 们 把 G 表 为 如 下 形式 


。 4A423 。 


в= |] пели [в п(е\ Ц>)} 


为 了 证 明了 f), Ш, ДЕЕР ЕТЕ лима, 609.7. 
假如 不 然 , 则 可 以 找到 数 #20 及 可 数 个 指标 a+， 使 得 и(@09..) 2,1 5 
下 列 不 等 式 矛 盾 


УП.) <) +0. 


n=1 

Же Би. 上 的 严格 下 的 正规 测度 . 

1) 如 果 xEC(0), 则 xz 是 儿 乎 处 处 有 限 的 可 测 函 数 . 

2) 在 C8) 中 , 如果 259, МА > 与 "768. 

得 x(t)=y(t) а.е. 

Ш. 1) 显然 成 立 ， 

2) ЗИ ху, ШЖА Р= (1С0:2(1) =} 是 开 的 和 非 空 的， 因此 
и(Р) 一 上 (五 ) >0. 

3) 我 们 来 证 明 , НЯ ХСС. (0) 22х66 (0, Зо, н) 是 扩张 的 下 -空间 
C-(@) 与 500, 80, н) 2 ЛА. 我 们 先 证 这 个 映射 建立 了 C(8) 与 
L”(@, Зо, Ap) 之 问 的 同 构 ， 为 此 , 只 要 验证 ,对 于 任何 УС” (Ө, Зо, 2) 可 以 找 
到 zkEC(@), 使 得 x(t) 二 y(t) а. е. 如 果 СЛАВ а, 则 因为 G 是 开 - 团 集 ， 所 以 

Xoan(t)=Xo(t) а. е. (4) 
并 且 XofC(Q)， 可 以 认为 函数 y 是 有 界 的 ， 这 时 , 根据 定理 1.6.3, ЧЕН 
限 可 测 函 数 序列 {yw}, 使 在 8 上 一 致 地 有 5,25. (4), 对 于 4 可 找到 2,E 
С(0), # х, (+) = у, (2) а.е. 这 时 ,z(t)>y(t) 在 4 上 一 致 成 立 , 这 个 4 是 
某 个 第 一 纲 集 的 余 集 ， 因 此 , 函数 y 限 制 在 4 上 是 连续 的 , 并 且 4 二 8， 另 一 
方面 , 因为 显然 有 

Па, —2„ со = 119 9 со, во), 

{2.76 ССО) Ф № Cauchy 序列 ， 

由 于 C(@) 的 完备 性 , 在 СОО) Е х2, Н 200) 二 y(t?) а.е. Ф 
是 我 们 建立 了 C(@) БЛС, В, ион. 

设 065 (9, Во, 0， 可 以 认为 函数 y( 引 处 处 有 限 ， 对 于 任意 的 2 一 0 1， 
2，…， 令 
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Ур, 如果 п |00) |[<и 1, 
0 ， 在 其 余 情形 . 

这 时 , у, СЕ” (9, Зо, и). Я ЕЖЕ, НЕ х,6С (9), 使 2,0) = 
У, (#) а.е. М ЖЕ Г" (9, Зо, и) [у | Л 19. | = 0 (вт), ВЕРЕ СОФ) 中 
|а, | Л |5. | =0 (ит). МИС, (аж. М№С.. (9) ЯЗВ К- 
空间 , ВРИЛ х=зарх,6С..(@). ВЖЖ и зирх, (1) =4(4) а. е. МИЯ 
ЗЕ 3 5, (+) =зарх,(#) 除了 一 个 第 一 纲 集 合 外 处 处 成 立 ， 即 也 是 几乎 处 
处 成 立 ， 从 而 证 明了 y(t) 二 z(t) а.е. 

在 定理 证 明 的 过 程 中 , 我 们 已 建立 了 下 面 的 推论 ， 

推论 ， 映 射 zxEC-(O)->z6S(@, 3, 1) 是 序 同 构 ， 

现在 我 们 可 以 证 明基 本 定理 了 . 

定理 5。 使 开 - 窗 间 尽 序 同 构 子 在 具有 直 和 性 质 的 其 个 测度 空间 (7 ,已 
全 上 直 的 理想 空间 , 必须 而 且 只 须 ,在 XX 中 存在 具有 全 的 ЮЖ У. 

ЗЕ. ХЕТ, , 1 上 的 理想 空间 , ХОСТ, , р) 是 义 中 的 基 . 
ЖЕТ(Т, 5, и) 上 (o)- 连续 泛 函 的 集合 是 全 的 ， 所 以 它 在 这 个 基 上 也 是 全 
的 . 

我 们 来 证 逆 命 题 . 因为, ИЖ У В 5(Т,; py) 中 的 基 同 构 ， 则 由 极 大 扩 
张 的 唯一 性 ， 义 与 SCT, У, н) 中 的 基 同 构 ， 所 以 可 以 认为 Xi 在 外 上 是 全 
й. З ССА) Зра Арі АЖ, т, 是 生成 带 Cy, 的 元 素 ， 根 据 引 理 
3， 元 素 z 是 两 两 离 析 的 ， 这 时 ， 根 据 定理 1.1， 极 大 扩张 9 (Х) 可 作为 
С.(Х) 实现 ， 并 且 元 素 zx 成 为 了 两 两 离 析 的 开 - 闭 集 О, 的 特征 函数 . 因为 
{1.464} 44 =Х, БА U0, 一 .现在 我 们 在 哮 。 上 定义 测度 . 如 果 4 一 GAN， 
0680, NE ,并且 4 包含 在 菜 个 89。 中, ША 

L(A) =f(X0). 
(这 里 我 们 把 X 同 它 在 C。(@) 中 的 同 构 象 等 同 起 来 )， 对 于 任意 的 46 妇 。， 


һо) 


令 
0 вар Enan on ад са}, 
i=1 
的 限制 都 是 可 数 可 加 的 . 首先 指出 , 如 果 
GANCGAN; С, Ча М, № Е/о 
Мас а. ж Е, 假如 不 然 , Даа 5 ЮЗЕР 0, 使 得 ОПА = 
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人 区， 这 时 1 
TANNCGNNCGIAN=(ONNDUCNANGD， 

由 此 , 9% 0Па,=9, ЖО\МСМ\6,. 从 而 VCNUN， 但 我 们 已 指出 
过 , 在 紧 集 中 的 开 集 不 能 是 第 一 纲 集合 . 

我 们 现在 来 证 明 , р 在 o- 代 数 380, 上 的 限制 是 可 数 可 加 的 ， 设 4 一 G， 
АМ, Е, Ау BB， 由 上 述 证明 可 知 ，Gn |. ВАПА, 是 第 一 纲 集合 ， 这 
时 , 根据 引 理 5, 在 К-у р Хоф Xe,y 0， 由 此 pC45) 二 fo(Xen) 0. 

我 们 来 验证 , ш 是 正规 测度 ， 由 测度 上 的 定义 ， 性 质 1) 和 2 ) 是 显然 的 . 
又 对 于 任意 的 GE8。 可 找到 0, 8 0П9,3 5, ЖА ЕС, 上 是 本 性 
正 的 , 这 样 便 推出 性 质 3). 


$3. ж ж Ж 


3.1. НЕЖХ БА |||] 叫做 单调 的 ， 如 果 从 |z| 志 | 让 可 以 推出 
а. ЖАНАА МИО ВЕ Д 
格 叫做 Banach #**®), З ЎСА СЛУЊ Banach МОХ ж К-25 18), ЖК 
Хв Кар ОУ Вапасв КН ***). 

显然 , 赋 范 理想 空间 是 赋 范 К-т], Вапась 理想 空间 是 Banach KK- 空 
М. 在 IVY.3.1 中 按 范 数 收 全 的 性 质 1) 一 邹 在 任意 赋 范 格 习 中 显然 也 成 立 。 
性 质 5 ) 变 成 了 在 赋 范 天 -空间 买 中 投影 算 子 的 连续 性 : АВЕ „т, 
则 按 范 数 [E1zs 一 [BIzx( 此 外 , 算 子 [B81] 的 范 数 不 超过 1). БЕ, НИМ 
范 格 都 是 阿 基 米 德 格 。 

我 们 考察 按 范 数 收敛 与 正则 收敛 之 间 的 联系 ， 如 果 Х 是 赋 范 格 ， 并且 
х.х, И Пе, – е 101-0 Еф и ИЕ), ВНЕ 
хас. ВЕНИ РЛ ЗУ, Е Banach 格 义 的 情况 ， 由 完全 重复 
引 理 IY. 3.2 的 证 明 可 验证 , 如 果 按 范 数 z。->z, 则 可 以 找到 子 序列 а, к, 类 
似 于 定理 ТҮ. 3. 2 现在 可 得 , 在 向 量 格 下 上 引进 的 并 使 六 成 为 Banach 格 的 任 
意 两 个 单调 范 数 都 是 等 价 的 . 

ж) 在 Byrax-I 中 称 作 KN- 线 集 或 者 赋 范 结构 . 

++) ДЕ Вулих-1 КЕ 玉 B- 线 集 或 者 Banach 结构 . 
*#k》 在 Вулих-1 ЖЕ 五 W- 空 间 . 
+++) Е Вулих-1 中 称 作 (5)- 完 备 五 为- 空间 ， 
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定理 1，1) Хан, МХ СХ". 

2) Ж Х д: Вапасћ 4%, 则 Х*-=Х", 

Е. 1) Ну АВЕ, ТЕТЕ ХО 中 的 序 区 间 是 按 范 数 有 界 的 ， 
х рї ва fEX* 在 任何 按 范 数 有 界 的 集 上 是 有 界 的 ， 所 以 根据 定理 2. 1， 
ЎЄХ-. 

2) ЄХ, 但 fX*， 这 时 可 找到 序列 zs~>0( 按 范 数 )， 并 且 РО) > 
=> 0(®6М). 另 一 方面 可 找到 а, 20, НЫЕ | (2,1, ен, Р) 
—0. УВЕ ГЕХ*. 

ЖХ Жі, ШАУ, ДКТ ХУ 中 诱导 的 序 的 
Banach +8 Х* 是 Banach 天 -空间 (并 且 是 X~ 中 的 理想 ). 

3.2， 在 研究 向 量 格 时 ,除了 在 1.5 中 所 考察 的 外 ,还 有 一 种 实现 类 常常 
是 有 用 的 . 

设 头 是 阿 基 米 德 向 量 格 , ЄХ... ЛЕР А и, иј Minkowski # Е 
作为 范 数 使 & -理想 买 (2) 变 为 赋 范 格 ， 我 们 把 所 引进 的 范 数 记 为 上 小， 并 称 
其 为 w- 范 数 . 显然, 向 量 格 六 是 (7)- 完 备 的 充 要 条 件 为 每 一 个 赋 范 格 和 (on 
都 是 完备 的 (uEX,)， 根 据 M.T. 及 С. Г. Крейн 和 S.Kakutani 定理 (参见 
Вулих-Т, 定理 ҮІІ. 5.1)， 每 个 按 ww- 范 数 完备 的 -理想 羡 (w) 与 某 个 紧 集 天 
上 的 Banach ж C(K) 序 同 构 且 等 距 同 构 ， 这 个 事实 突出 了 (7) -完备 格 的 重 
要 性 .由 3.1 关于 在 Banach 格 中 按 范 数 收 敏和 (г) -收敛 之 间 关 系 的 结果 
可 知 , 任何 Banach 格 都 是 (7)- 完 备 的 . 

在 算 子 理论 中 , 自然 常常 考察 在 复数 域 C 上 的 向 量 空间 (及 向 量 格 )， 因 
为 当 按 自然 方式 定义 序 时 , 例如 在 复 Lr(0，1) 中 ， 一 般 没 定义 两 个 函数 的 上 
确 界 (两 个 复数 没有 最 天 值 ), 而 是 定义 了 函数 的 模 ， 所 以 模 就 成 为 把 向 量 格 
的 概念 推广 到 复数 情况 的 基础 . 

没 复 向 量 空间 和 是 做 为 (7) -完备 向 量 格 的 实 向 量 空间 和。 的 复 值 化 和 ， 
现在 对 于 元 素 := 一 z 十 18 (2, 96Х.) У |2|6Х. ЗН Х, (|| + 
iy[), 由 于 XX。 是 (7)- 完 备 的 , 所 以 这 个 主 理想 与 实 空间 C(K) 同 构 ， 我 们 把 
这 个 同 构 以 自然 方式 延 拓 到 XC|z| 十 19|) 十 iX,(|z| 十 |y|) 与 复 的 Co(K) 
上 的 向 构 ， 如 果 z==z 十 19, zyEC(K)， 则 函数 1z(t)| ССК) 可 按 公 式 |z|= 


ж) 即 义 是 所 有 形 和 如 zx 十 iy 的 元 素 的 集合 (z, УХ), 并 且 以 自然 方式 引进 线性 运 
算 ( 参 见 第 十 三 章 $2). 
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„50р, | (сов 6)2-- (віл Ө) у| ЖЕР, Р ЕЕЕ Н ССК) 内 取 的 ， 


因而 对 于 任意 26Х 存在 
|2| = sup, | (воз@) x (віп 6) 9 |, (1) 


АШЕХ 肉 建立 了 模 . 

满足 上 述 条 件 的 复 向 量 空间 买 叫 做 复 向 量 格 ， 如 果 元 素 的 模 用 (1) 式 定 
义 ， 几 平 所 有 向 量 格 和 Banach 格 的 概念 都 可 以 撒 到 复数 的 情 襄 (参见 
Schiffer-IIT). 

3. 3 现在 来 建立 赋 范 格 完备 性 的 判别 准则 . 

定理 2 (Атетіуе). ХХ, 则 下 列 命题 是 等 价 的 : 

р X 按 范 数 完备 . 


~ © ия 


~ 


证 ， 了 >2) 过 3) 显然 成 立 . 
2)=>1). (2,7 Х н Сачеву 序列 , 则 可 认为 (如 果 需 要 的 话 , 可 
取 子 序列 ) 


У Иа, и- я, |< оо. (2) 
ъ=} 


п з 
У" 一 У (жън Th) 4 #в = > (2..6). 
К=1 b=1 


这 时 Оу, 1,05, ^. И пот, 则 由 (2) 


т 


Пу» #11 == | 二 (кн р) + |= > Па, 26) || 


ЕЕВАТ ВЕ. 1 


<>) Па, 120. 


п әс 
ВЕНЕ тэо 


于 是 , 9,} 是 递增 的 Cauchy 序列 , НЫ у. 20, 类似 地 , Т 2,22, 
这 时 У —2, >Y 2, 但 


3 
Yr 23 一 > (аи, =1,:: Фр, 
此 二 1 


Ж, 按 范 数 Th >. 
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3)=>2). 02,1 是 Cauchy 序列 ， 根 据 条 件 x 一 supz 存在 , 不 失 一 
般 姓 可 认为 


jz 一 zs 由 St  (®6М). (3) 
考察 Ча, У (ть 2). 
k=1 


这 时 0<ys 个 ,并 且 由 3), 4 пт, 则 


>. k(xeri— Te) 


Е=в+1 


т 
< У) Пи. 


Ае въ 


lz 一 ol 一 | 


Аша А умру, 存在 .其 次 


т 


т 
п(2—2,) 一 SUD Ў (2,1—2) < sup К (Тен —4,) 51, 
т> п аа т> ісп 


由 此 0<z 一 ou Зу/ю. 

根据 范 数 的 单调 性 , z, >x， 定 理 证 毕 . 

3. 4， 我 们 以 考察 向 量 格 上 的 泛 函 来 结束 本 节 . 

ХО Е К-Н ХН ИЖ и. 

定理 34Grothendieck[13). 如 果 在 (和 GD))* ЕЯ Ў, 2000ж) 89), № 
{.->6(®). 

定理 3 及 其 推广 的 证 明 不 是 平凡 的 ， 并 且 相 当 长 ， 这 里 就 从 略 了 (参见 
Schaffer-II) . 

特别 地 , Ч Хр) =L”(T，Z, yp) 时 定理 3 给 出 了 一 个 有 趣 的 结果 ， 作 为 
推论 我 们 证 明 , 如 果 ХМ, 则 空间 X* 中 的 闭 球 瑟 不 是 序列 c СХ, Х)-Ж й 
(参见 第 五 章 7.2)， 事 实 上 , 若 不 然 , 根据 定理 3， 它 在 买 * 申 是 序列 弦 紧 的 ， 
而 这 时 根据 定理 YIII. 2. 1, 好 是 弱 紧 的 ， 从 而 导致 X* 及 1” 都 是 自 反 的 ， 而 
实际 上 并 非 如 此 (参见 YI, 2,11). 

引 理 1， 设 是 (r) -完备 向 量 格 , {f (ak4) 是 站 ”中 的 有 向 列 , 并 且 满 
ЕЖ 

1) 对 于 任何 2ЄХ, ѕир |7, (а) [<оо, 


МА АМАКУ 


则 ЄХ". 
证 ， 因 为 及 是 (7)- 完 备 的 , 所 以 所 有 -理想 都 是 完备 的 , 根据 Вапасћ- 
Steinhaus 定理 (参见 定理 YIT, 1.2 后 的 注 ), 了 在 每 一 их ЕН 
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都 是 连续 的 , 这 就 是 说 , 在 任何 区 向 上 子 右 界 , 即 УСХ`. 

推论 ， 设 是 具有 会 的 XX 的 -空间 , 则 

1) 任何 oCX~,X)- 有 界 集 L 按 这 个 拓扑 是 相对 紧 的 . 

2) ДЕ Х ях 中 的 理想 , 则 YY 中 的 任意 区 间接 拓扑 c(Y, X) 是 紧 的 . 

证 ，1) 根据 引 理 III. 3.5, Я ЖЕНЕ АМИ, ох", ХЕХ” 
之 中 ,但 这 可 由 引 理 1 推出 . 

2) 可 由 及 定理 2.2 的 推论 1 推出 . 

жиа ха ко, {fa)3- CX;, 了 是 X 上 的 线性 泛 函 ， 如 果 对 
于 任何 x 有 ў Са) > (=), Ш ЄХ. 

证 .根据 引 理 1 可 知 FEX-， 显 然 只 要 证 明 , 对 于 任何 26X+, 了 在 2%- 理 
18 Х(и) 上 的 限制 (用 9 来 表示 ) 是 (0)- 连 续 的 ， 令 0. =}, Хш), ЖЮ д6 
Х (и), 96Х (и) `=Х(и)*, 0 9.2906 Х (м) * 中 (9)- 弱 收效)， 所 以 由 定 
#3, 9»„—>9(8). 根据 定理 III. 3.2 的 推论 2 ЛЕ т дһ 按 
Х(и)* 中 的 范 数 收敛 于 9. 20 9.6Х (и); В. Х (и); 2 Хи) * т В, 而 在 
ВАО НУ ОЕ л ИТО, 所 以 gEX (и) 5, 证 毕 ， 

由 定理 4 直接 推出 : 

推论 1 如果 XX: 在 -空间 入 上 是 爹 的 , 则 空间 (Xi, об, X)) 是 序列 


让 
只 
Ey 


推论 2， 如 果 达 -空间 和 是 〈o) - 自 反 的 ， 则 空间 СХ, o(X, ХУ) 是 序 
Еж. 

定理 5。 如 果 义 是 具有 作 的 X; 的 冉 范 格 , 则 X* 门 Xi 区 分 和 上 的 点 . 

我 们 仅 对 天 -空间 证 明 这 个 结论 ， 首 先 把 定理 YI.1 .5 的 证 明 搬 到 非 o- 
有 限 测度 上 ， 这 时 对 К-НХ 的 情况 ， 定 理 5 可 由 关于 实现 的 定理 2.5 
推出 . 

现在 来 建立 一 个 关于 X~ 构造 的 重要 定理 . 

定理 6。 如果 XX 是 具有 全 的 X; АЫ, МХ; = (К), Ир К] 
X~ 可 分 解 为 两 个 离 析 的 带 ХУ 与 X? 之 和 . 

证 ， 我 们 就 你 是 下 - 空 间 的 情况 来 证 明定 理 6， 根据 引 理 2.1，X;CC 
(X5) +， 反之 ， 取 ФЕКУ“, 220, М, = {xX:p(|z|) =0}. 显然 No 是 外 
中 的 理想 ， 我 们 来 证 明 Ne 与 和 一 样 广 ， 从 而 得 知 pE 义 ?， 假 如 不 然 ， 若 记 
Ү= (Np) 4, 则 YY 了 {中 ， 对 于 任何 yeY, 4101—0191). РҮ 是 赋 范 格 ， 
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НЮХ; ЖХ ЕЛА, ИДУ ЕУ ЕАМ. М 5, ҮПҮ; 在 
Y 上 是 全 的 . Нарх ИТ ХР, 使 得 СҮ ПҮ;, >20 且 对 于 任何 
уСҮ, РФ). 

对 于 任何 zEX, 令 

Лб) = У. 

к 03 ЛЕХ, ОД е(Х,)4. МЕ р=0. ШВ. 

特别 地 , 从 定理 6 可 以 得 出 ， 在 赋 范 理想 空间 上 的 任何 连续 泛 国 可 以 唯 
一 地 分 解 为 具有 积分 表示 的 泛 函 与 奇异 泛 了 敬之 和 ， 这 个 结果 在 各 种 不 同 的 
应 用 中 是 很 重要 的 (首先 在 最 优 控制 及 西 分 析 中 有 共 应 用 ,参见 Дубовицкий 
和 Милютин[2]), ТИЗЕР СТ, 5, р) 上 泛 函 表示 的 经 典 的 Yosida- 
Hewitt 定理 是 定理 6 的 特殊 情形 

定理 7(Yosida-Hewitt)。 如 果 测 度 4 На, ДЕ РСТ, , x) 上 的 任何 


ло = | аусар (ул (т, У, и), 
то Ў. ВЖ ВЕЕ: РНТ 2220, 存在 462, н (Т\А) <, 使 当 Suppz 
СА(тоди)њ, #00) 一 0. 


$4. КВ-= [8] 


4.1. ЖП Н 6 Е А Ж КР ТҮ. 3.2 中 引进 的 条 件 (A)， 
(В) (С) #9 ру Banach 格 . 
ШХА. 
ХЕ АО, 或 叫做 在 Х 中 满足 条 件 (A) ,如果 
从 0<2, { 0 可 推出 ||za|->0. 


Tree 


US 


从 0 过 zx。 个 ,zx,EX, ара |< со 可 推出 存在 元 素 =EX, 使 得 zo 个 


к) Yosida-Hewitt 定理 М 次 被 推广 ， 定 理 6 的 最 终 形式 是 由 Г. Я. Лозанов- 

ский 5; W,Luxemburg 和 А. Гаапеп 分 别 独立 完成 的 . 也 可 参见 ЛозановскийЕ з). 
sx) 条 件 (A) 和 (B) 是 由 工 了 B. Канторович 引进 的 , 条件 (C) 是 Nakano 引进 的 . 
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如 果 类 似 这 些 条 件 仅 对 序列 成 立 ， 则 分 别 岂 做 序 o- 连 续 或 条 件 (A,)、 
Я o- 半 连续 或 条 件 (C。), 单调 e- 完 备 或 条 件 (B。). 下面 我 们 将 看 到 ， 在 只 
有 o- 有 限 测 度 的 空间 上 的 赋 范 理想 空间 情况 下 ， 相 应 的 条 件 对 于 序列 或 对 
于 有 向 列 是 等 价 的 ， 即 上 面 引进 的 术语 与 IV. 3.2 的 术语 是 一 致 的 . 

4.2。 我 们 考察 条 件 (A)， 设 站 是 赋 范 下 -空间 ， 在 Byux-I 第 207 Я 
已 证 明 , ВЕСА ЭН К Х Дур, РАСА) <> (А). В 
然 , 如 果 在 和 中 条 件 (A) З, 则 从 аа 也 能 推出 按 范 数 а, эт. 

НЕ ЖИ: (АБ (0) ЕЖА. ЕЕ Вапасћ 理想 空 
П, 在 这 方面 的 一 些 结果 已 在 第 六 章 $1 中 讨论 过 ， 这 里 我 们 给 以 推广 并 着 
充 一 些 新 定理 . 

引 理 1， ШЕХУ, 417。 是 关中 使 得 zo НИ с.т 的 有 
向 列 , ІЕЕ х.т, 

证 .假如 不 然 ， 这 时 可 以 认为 对 于 所 有 а 

[#.—=|=2=>0. (1) 

因为 根据 定理 2.2 的 推论 2，z。y xz， 所 以 对 于 任何 а, zo 一 x 之 9， 由 于 


1.2 (0 СХ, ХӮ), КАНЕ у Аал, На ОА, 97 А, 


і 1 $1 
#48 |у-2|<е/2. Мала, (I 所 i 所 ,这 时 


ъ 
0<x а > Ma т, 
1=1 


由 此 jx, 一 zll<e/2, 这 与 (1) 式 予 盾 

ЖИІ. ШЕХЕМ, Хох 的 充 要 条 件 是 在 X ФА (А) 
Жи. 

证 ， 如 果 Х;2Х* Н 052.10, ШЕИ xz。->0， 这 时 根据 引 理 1 有 
按 范 数 ro->0. 

ШЛЕ ХОСА) 7, EX* Н 2,730, 则 按 范 数 z。->0， 由 此 了 (xs) —0, 
从 而 了 EX;. 

定理 2， 设 XX 是 Banach K- 空 间 , 则 下 列 条 件 等 价 : 


ж) ЖАХ АНН (АОН К.И, ИХ 也 是 具有 条 件 (A) 的 -空间 
一 般 来 讲 , 从 (Ac) 不 能 推出 (A). 
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1) 在 XX 中 条件 (A) 成 立 ; 
2) 在 XX 中 区 间 是 强暴 的 
3) 如 果 л: ХХ ДАНИЛ, М тх) ХФ. 
证 、1) 过 3)， 因 为 在 和 中 条 件 (A) 成 立 , 所 以 根据 定理 1 3.1, Х*= 
义 %， 这 时 , 根据 定理 2. 2, л(Х) Я Х** 中 的 理想 . 
3)=>2). 在 义 中 任 取 一 个 区 间 1， 因为 x(X) 是 Х** 中 的 理想 ， 所 以 
я) Е Х** 中 的 区 间 ， 根 据 引 理 3. 1 的 推论 , 区间 л) 是 (4)- 弱 紧 的 ， 而 
这 时 区 间 了 是 弱 紧 的 . 
2) 过 1)， 根 据 定理 1 АЕ ХСХ.  [ЕХ*, 假设 f#X%*， 则 可 
以 找到 有 向 列 zy 0 及 数 &>0, 使 得 
[|f (20) |>e. (2) 
因为 可 以 认为 , 对 于 所 有 а, 2х, 所 以 由 区 间 的 弱 紧 性 , 可 找到 有 向 子 
Я] zp->x (o(X, XX*))， 根 据 定理 2. 2 的 推论 2 可 知 , z= 二 0. 由 此 1 (22) 0, 从 
而 与 (2) 式 矛盾 . 
现在 我 们 考察 具有 条 件 (A) 的 Banach K- 空 间 的 一 个 有 趣 的 转 征 ， 它 
不 用 序 而 只 用 B- 空 间 的 术语 表述 ， 首 先 我 们 推导 一 个 辅助 定理 ， 
_ 设 义 是 赋 范 格 , {xz,} 为 六 中 的 序列 ,如 果 2,10 Н, т. +d zn + (mEN)， 
则 称 {z。} 为 按 侧 下 降 到 零 的 , плах, у 0， 
定理 3， 和 如 果 X 义 мў КМ, 在 其 中 由 x。 10 可 推出 xsll->0, 则 在 
多 中 条 件 ( 人 A) 成 立 . 
Ш. 设 z。y0， 指 定数 e>0 Н 0. = (z* 一 ez) ， 这 时 9,10 并且 
[4] $0. Ни 1[9。]zi|l 一 0， 因 为 
Zn 一 [gujzn 十 (Zn 一 [ga]zn)< 委 [gjz 十 egu 
ВЫ 
іе, 119 12,1 11,11, 
НН, 1-20, ПОХ 中 条 件 (Ao) 成 立 ， 前 面 已 经 指出 了 ， 从 (A。) 可 推出 
(А). 
3182. 如 果 久 是 不 具有 条 件 (A) 的 Banach КН, ДАГВ! 
{zn}CX,, 使 得 
1) zadzmn (nm); 
2) llzsll=1 (rE€N)s 
3) 存在 supz 一 2%EX。 
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证 -因为 在 买 中 不 具有 条 件 (A), 所 以 在 忆 中 定理 3 的 条 件 不 满足 .这 
时 存在 序列 2, 了 0, lx, 兰 e> 之 0， 这 个 序列 不 是 基本 的 ， 否则 的 话 , 按 范 数 
тэх, 而 因为 ww у ©, 所 以 zx=0， 从 而 与 jz 中 伺 e>0 矛盾 因此， 可 以 求 得 
6>0 в. п, 9 Па, 124. 4 

A 

* гаа у 

这 时 1 和 2) 显 然 成 立 , 而 由 估计 式 аьа, ГО 可 推出 3). 

引 理 3. 设 X 是 县 有 条 件 (A) 的 Banach 天 -空间 ， 旦 具有 弱 单 位 元 , 则 
21180 Х* 中 的 闭 单位 球 Bx*+ ЕЯ, 

证 ， 设 zo 是 外 中 的 弱 单 位 元 , 了 二 [一 xo, wo]， 因 为 对 于 任何 元 素 wEX} 
有 xXAnzxo 个 x( 参 见 Вулих-І, 引 理 IV. 2. 1)， 所 以 由 在 和 X 中 条 件 (A) 成 立 可 
知 ,区 癌 的 线性 包 在 和 中 控 范 数 ( 这 时 也 是 弱 ) 笛 密 ， 这样, 兴国 

рф) =sup{lf (2) |:2Єгр, fEX* 

成 为 XX* 上 的 范 数 ， 把 所 得 的 赋 范 空间 记 为 入， 因为 在 空间 和 中 条 件 (A) 
成 立 , 所 以 由 定理 2, 区 间 了 是 弱 紧 的 .根据 Mackey-Arens 定理 (参见 定理 
ITI. 3.8)， 研 范 空间 XX» 的 共 轿 空间 可 以 和 多 间 了 的 线性 包 重 合 ， 因 此 拓 提 
с(Х*, ХЕ ХУ 的 蝇 拓扑 强 ， 而 这 时 在 球 Вук 上 弱 折 扑 о (Х*, Хх) Ы 
о(Хе, (XX$)*) 一 致 . 故 把 定理 УИ. 2. 1 应 用 于 赋 范 空间 ХЕ 上 可 得 , 球 Bx* 
在 两 种 弱 拓 扑 下 都 是 列 紧 的 *”， 

现在 我 们 可 以 提出 并 证 明 上 面 提 到 的 判别 准则 ， 这 是 由 .1. Лозанов- 
Ский[1 148 #] 9. 

ЕЕ 4. 在 Banach К- МХ 中 条 件 (A) 成 立 , 当 且 仅 当 , ЕХ 中 不 存 
и Е | 

证 ， 必 要 和 性， 很 如 不 然 ， 则 存在 同 构 :IF->Y， 其 中立 是 和 的 闲 子 空 
Е. МУ, =О ©, 26Ү, ХНА НУ, 是 可 分 的 ， 所 以 
在 乙 中 有 弱 单 位 元 ， 事 实 上 , 若 {z 少 是 Yo 中 的 可 数 稠密 集合 ， 则 容易 看 出 ， 


4 


и 1 в _ 
хат. аа"! АЕ. 


ж) 定理 111.2. 1 是 对 有 -空间 得 到 的 , 但 是 关系 式 1) >2) 对 任意 赋 范 空间 都 成 
立 , 这 是 显然 的 , 因为 赋 范 空间 可 以 完备 化 ， 
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Век} р: 是 ce 中 的 基本 单位 向 最 序列 ， 这 时 co 中 任意 元 素 都 可 表示 


љу Ten 其 中 各 >0， 令 


k=1 


(У), (пЄМ). 
\k=1 / 


ИЖЕ в Г, (со) * Н 17,41=1(096№). ТҮ, БА 
9.00) =, О (у)), уЄҮ, 
ЕЖУ 9%. 这 时 |19 „ИРС |= ОЧ] СЄ). н, % 4-49} У 
中 的 范 数 有 界 ， 把 每 个 泛 函 g。 保 范 延 折 到 ‚ванне, ЖН 
{9} 2 Z* 中 按 范 数 有 界 的 集合 . 根据 引 理 3, 可 选 出 子 序 列 gs->5EZ+( 按 
拓扑 c(Z+, ДЖ. НЕМ 2z6X 令 - 
ў.) = 六。([Z]2)，g8(o) = 00122), 

这 时 7, 2000 (Х*, Х)), | 

ЗЕ ВП Ф.„=0*)„„ 及 ф=0*9, ШВ [а а) № (+)-8 
ЖАР Ф.„>Ф. ВИЖ 3.3, ЖИ”) * ОЖ Фф.„ эф. ЖАЖА 2 
НЫ (>) * 中 的 带 (因为 1 显然 是 (0)- 自 反 的 ). 把 这 些 泛 函 投影 到 这 
个 带 上 ， 这 时 容易 看 出 , НПИ о, „>И. 事实 上 ， 因 为 
[23 是 (六 )* Фит, Ма» 是 (1")** 中 的 算 子 ， 并 且 若 000) *= 
SS АСА Ср) Є") **, 由 此 
wa =, СП) р (ГАЈА) = (СРО) (3). 

ХРА Р ҮІІГ.3.4, ОИ „>. М 为 eco) "一 
,所 以 我 们 可 以 把 泛 函 [lpnm КИП 看 作 是 co Е, 并 且 容 易 看 出 ， 
这 就 是 把 泛 函 pw ФРИ с, Е. ПН, ПФ. „=. 
事实 上 , 对 于 任意 基本 单位 向 量 es 有 

(ии) (еь) = Фа (е) = (099, „) (ер) =, (ев) = 9 (Ое) 

=, „ (ёв), 

由 此 可 得 [Lp 二 faim， 于 是 我 们 得 到 ， 序 询 {fnm} 按 1 中 的 范 数 收 鳅 ， 但 
这 是 不 可 能 的 ， 因 为 当 пт 时 117—711. 所 得 的 矛盾 证 明了 必要 性 
成 立 . 

充分 性 ， 如 果 在 义 中 条 件 (A) 不 成 立 ， 则 我 们 可 取 引 理 2 中 的 序列 
{zs}， 用 下 列 公式 定义 算 子 口 : 太 > 六 如果 5 二 人- 则 
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(В = (0) - У 各 和 


k=1 
其 次 , 对 于 任何 mnEN 有 
[5 [а 1009) о, 
由 此 
Нс [к =. 
从 而 子 空间 Y=V04") 与 广 同 构 , 所 得 的 矛盾 证 明了 定理 成 立 . 

推论 ， 如 是 Banach K- 室 间 义 是 可 分 的 , НЕХ А (РЖ. 

Ш. ВАЛЕХ (Аул З, 则 根据 定理 4, ЕХ РНР" й Р 
НУ. КІ" 是 不 可 分 的 , Д У 是 不 可 分 的 , 这 与 Х 的 可 分 性 项 盾 ， 

从 这 个 推论 可 以 得 到 在 第 四 章 中 定理 IV.3.3 的 我 们 没有 证 明 的 都 一 
部 分 . 

4.3. 考察 条 件 (B) 和 (C)， 如 果 开 是 可 数 型 下- 空间， 则 显然 (人 C) => 
(С,). ВЖ, 对 于 在 具有 o- 有 限 测 度 空间 上 的 赋 范 理想 空间 , 这 两 个 条 件 是 
一 致 的 ， 在 一 般 情 形 并 不 是 这 样 的 . 

条 件 (B) 和 (Bu) 甚 至 在 可 数 型 Ваал, 然而 在 具有 0-~ 有 
限 测 论 上 的 空间 上 的 赋 范 理想 空间 中 ，(B,) <=> (В), НЕГЕ 
5 1.3.2 是 一 致 的 ， 事 实 上 , 设 在 这 样 的 赋 范 理想 空间 已 中 条 件 (B。) 成 立 ， 
В НЯ] 0<а, 13% ХСН ЭР, 而 这 时 根据 定理 IY. 3. 1 的 推论 , 它 
л 6 2 [и] 5(7, 2, ОУН. ЗЕ IIT.1.1 的 证 明 中 知道 ， 
зарх. (+) < +9 а.е, В, НЕ 1.6. 17 的 推论 2， 存 在 то = 50ра,6 


S(T, 3, 四， 并 且 可 找到 序列 2, һо. т. ЛЕ О, 所 以 从 
(В,) Я ЕХ. НИЕ Х 中 (B) 成 立 . 

从 定理 3. 2 的 条 件 3) 可 推出 : 

定理 5。 如 果 在 赋 范 有 -空间 XX 中 (B。) 成 立 , 则 义 按 范 数 完备 . 

从 下 面 的 定理 可 知 , 具有 条 件 (B) 和 (C) 的 空间 是 很 多 的 . 

定理 6; 如果 XX 是 赋 范 格 , ВНЕ ХУ ОЖ, 

证 ， 设 有 向 列 {f СХ, Осу, ВОН. ЖЕЕ xEX,， 令 fa) 一 
зирр, (2) < +оо, 对 于 zcEK， 令 Ko) 一 了 (z+) РО), РЕК ЗЕ 
泛 函 , 我 们 来 证 明 ЄХ“, 

ЧЕК e>0、 这 时 ， 对 于 任何 ЄХ, 211, Я А ра, # #1) < 
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Ди, (а) Нез teSsupllfsll Не, ви fl<suplfsll<o0. A 从 而 feX*, 
Ў. 15, н ПА = зар, дЕ ХСС) Я (В) зк, 9 Х*ПХ; 是 Х* 
中 的 带 , 所 以 , 在 这 个 空间 中 条 件 (B) 和 (C) 也 成 立 ， 
下 面 定理 给 出 了 具有 条 件 (C) 的 空间 的 最 重要 性 质 , 
ЖЕ 7(№акаһо-А шетіуа-Могі). Ши Х ЖЕНЯ № ХЕ К- 
ГИ: 
1) 在 XX 中 条 体 (C) 成 立 ; 
2) ТЕМ ЄХ, |а| =вир |С) 1 :feX*N XY, А11), 
3) ЛИКА л: (ХЕХ) 保持 范 数 ， 
证 . 052). ЕТИ. 16-Е ЛА 
想 空 间 上 ， 再 应 用 定理 2.5, 
2) 3) 显然 成 立 . 
3 一 轧 ， 因 为 根据 定理 ОХХ) + 中 条 件 (C) 成 立 , 
如 果 忌 是 完备 的 ， 则 XzCX% 我 们 可 以 考察 内 疏 * 诱导 到 发; 上 的 范 
数 ， 这 时 确定 了 Banach КОК) * 和 СКО 
定理 3， 如 果 X ИТФ Х; 的 Banach -空间 , ДТ а: 
0 ХЧ СВУ 和 (C) 成 立 ; 
2) ДЫША к: ХХ ХХ); БЛ 
3) 如 果 л: ХХ ДНА, 则 在 在 从 和 tr 到 20 上 的 范 数 为 
1 的 投影 算 子 媚 | 
证 ， 忆 一 2)， 根 据 定理 7, к 保持 范 数 ， 我 们 来 证 明 е СХ) ОХ). 在 
2 3 ФЕН, СК) (ХС) 5 中 的 基因 此 对 于 任意 的 PECX2) Р>0, 可 
ПЯ Аа, СХ, 849 к (а, ЛР. ЗВ Пак (ИР, Х 根 
据 条 件 (B), zsupz, ТЕТЕ. р, 所 以 Р =к (х) Єк (Х), 
.2)>1). яи 及 2.2 可 得 
2) 93). ХЕ РЕХ**, ЩЕ, 表示 五 在 六 上 上 的 限制 . 令 Р = Газ) ОЕ). 
这 时 РС СХЬ к СХ), ЕЯ НЕЕ СХ, Ер P=k (zp)， 令 РОР) 
T(zr)。， 我 们 来 验证 P 是 所 要 求 的 投影 儿子 . 我 们 来 证 明 ， 对 于 任何 Р 
TCD) 有 
РРР. 
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因为 集合 Xi 在 zx(X) 上 是 全 的 , МАЯ ЗЕ тете, ЯЕ 


Bi 人 (有 一 fo) ЧЕХ», 
可 知 Р,=к(2). Ва, 

余下 要 验证 1Р1, 8 РЕХ**, |Р|<1, ЗЕН РОР) = лб). ЗП 

明显 的 估计 式 | 
ПРАВ = [а Са) = 1 [к (ар) |= ПРЕ ЕІ. 

由 此 |PI| 所 1， 因 为 已 证 明 P 把 x(X) 中 的 元 素 变 为 本 身 ， 所 以 Pl|=1. 

3) 过 4)， 设 {Bs} 是 入 中 闲 球 有 心 系 ，Bs 是 x(Bs) 在 爱 ** 中 的 (0) 860] 
包 ， 由 于 这 些 球 是 о-в, КПВ. 在 X** 中 非 空 。 设 FENBs， 这 时 
Р(Р)ЄПВ,. и 

4) 1). ЖАЖА Й А. А. Седаев [1] 完成 的 一 个 有 趣 的 结果 ， 我 们 请 
读者 自己 查阅 此 著作 及 其 证明。 还 要 强调 一 下 ， 性 质 4) 显然 是 等 距 不 变 的 . 

在 Лозановский [2] 的 著作 中 还 给 出 了 具有 条 件 (B) 和 (C) 的 空间 的 一 
些 有 趣 性 质 . 

4.4， 满 足 条 件 (A。) 和 (Bo) 的 Banach К- НИИ КВ-Н. Ж 4.2 
中 已 指出 , 在 КВ-9 арр СА) Вз, НЕ У. 6. 3(Вулих-1), 在 
KB- 空 间 中 条 件 (B) 也 成 立 ， 因 此 根据 定理 8, 及 B- 空 间 是 (0)- 自 反 的 . 

Е 9. ЖХ 是 Banach 4, 则 下 列 命题 等 价 : 

1) ХЕ КВ- М, 

2) 如 果 л:Х>Х** 是 典型 嵌入 ， 则 x (X) 是 X** 中 的 带 ， 

3) хан 

4) 在 X 中 不 友 在 这 样 的 闲 子 空间 Ү, 它 按 -空间 理论 的 意义 与 空间 с 
同 构 ; - 

5) 如 果 0<zo 个 ,zs6X В supjlzu||<co， 则 序列 {z,} 按 范 数 收 敛 ， 

证 .1 一 2)， 因 为 在 和 中 条 件 (A) 成立 ， 所 以 Х*=Х;. И, ВЕ Х 
的 (0)- 自 反 性 ,根据 定理 2. 3, r(X) 是 ХА Не, 

2) 二 3)， 根 据 定理 2. 2, X* 一 Xi, 而 这 时 根据 定理 2. 3, 空间 多 是 (0)- 自 
反 的 ， 由 此 根据 定理 3. 4 的 推论 2,X 是 弱 序 列 完 备 的 . 

3) = 人， 假设 结论 不 成 立 ， 这 时 在 和 中 存在 同 构 于 en М МУ. 
因为 X 是 弱 序 列 完备 的 , 所 以 根据 定理 III. 3.2 的 推论 1 和 3 ,空间 立 及 es 
也 是 弱 序列 完备 的 ， 然 而 这 是 不 成 立 的 ， 事实 上 , 如 果 x, 一 АУ), 其 中 
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0, 如 于 К я, 
ИЕ (ео) *= 1 容易 得 出 , {7,} 是 弱 Cauchy ЕЯ]. 它 在 © НАШЕ. 
4)=>5). 假设 结论 不 成 立 ， 则 可 找到 按 范 数 有 界 的 序列 fz,},0<zv 人， 
ЕЖЕ. © 


Юһ = Шта =, ||, ю=іар, 


(由 于 {zo} 的 单调 性 , ps 5 А е Е Ау), а, о Саисћу № 
Я, 所 以 р>0. 906 042, }, ВЕЕ 4 тои 时 | 
(3/4) px, ~ zall (5/4) р. 
设 申 是 截断 序列 的 空间 (参见 第 四 章 3.4)， 按 下 列 公 式 定 义 算 子 
07:ф->Х. 


FN) 如 果 Вт, 


т 
0 (2) = © А, (та), 


#=1 
其 中 z= (Я, Ль …， Аа, 0,0,…) Eq， 这 时 
Uz) аа а-я), 
- 由 此 
ПО — ll (5/4) pllzll. (3) 
现在 , ЭГ 07 (z) 届 的 下 界 估 计 、 设 
At=max(hi,0), A7=max(— /1,,0), 


w= Аа, v= УДО). 
i=1 #=1 
这 时 
И (а) =и—ә, О (2|) =ио. 
ЗП А+ = тах(4/:1<і<т}, А = тах{Аг:1<і<т}, В ([2[1— тах 
《hh+, А), у А, 18 5121= 5+, АЖ 


т 
н А-а SA (аа, 1<ј<т, 


i=1 
所 以 . 
12А 1 2А} (3/4) р, 1<ј<т. 
ЊЕ, [10]122 (3/4) о]. ЈАЗ) 948 
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ПС (=) = 16—011 0120 — (а о) [22 ш1|-— 10-01 
2206/4) ю\і|]— 1107 1) 1220/4) о, (4) 
对 照 (3) 式 和 (4) 式 , 终于 得 到 
(1/4) р (=) |3 (5/4) |2 |, zéq. 

因为 空间 外 在 с, ФЕН, 所 以 刀 可 扩张 为 ae 到 和 的 子 空间 上 的 同 
构 , 这 与 入 是 矛盾 的 ， - 

5) =>1). 我 们 来 证 明 , ЛЕХ ЕСА) ЖИ. Их, 0. 这 时 序列 fx 一 
xs} 按 范 数 有 界 , В 0 过 w, 一 zs 个， 根据 条 件 ，2 一 zx。 按 范 数 收敛 于 某 个 元 素 
& Шах. Та, МЫ = Ш, Е т, = (д, 一 zi) 十 ->0. 


条 件 (B。) 显 然 成 立 、 这 时 和 是 满足 条 件 (Az) 和 (Bov) 的 Banach К,-25 


向， 如 在 4.2 的 脚注 中 所 指出 的 ,入 是 五- 空间 .因此 县 是 天 B- 空 间 ， 

定理 证 明 会 部 完毕 . 

定理 9 给 出 了 在 Вапасћ 格 中 弱 序 列 完备 的 容易 验证 的 判别 条 件 ， 因 为 
在 一 些 具 体 空间 中 验证 条 件 (A) 和 (B) 是 否 成 立 , 一 般 来 说 并 不 很 困难 . 首先 
指出 ,根据 定理 9, 非 自 反 空间 СТ, 之 , 4 是 弱 序 列 完备 的 ， 此 外 , 我 们 还 要 
提 到 在 具有 有 限 连 续 测 度 空间 上 的 Orlicz 空间 、 根 据 定理 IY. 3. 9，Orlicz 
空间 Ly 是 KKB- 空间 的 充 要 条 件 为 函数 用 满足 A,- 条 件 ， В, Вы 是 弱 序 
列 完 备 的 充 要 条 件 为 形 满 足 A:- 条 件 ， 类 似 地 可 得 , 如 果 并 不 满足 A:- 条 件 ， 
ЯВ а ТЕ (А) 的 Banach 基本 空间 Е, 也 不 是 弱 序 列 完备 的 . 

玉 B- 空 间 的 概念 还 可 以 给 出 容易 验证 的 自 反 性 ( 按 B- 空 间 理 论 的 意义 ) 
的 判别 准则 . 

Я 10(Оразамага). 1 Х 8. Banach №, 则 下 列 命题 等 价 : 

р X 是 自 反 的 ; 

2) 四 与 X* 是 XB- 空间 . 

Ш. 1)->2). 因为 系 * 也 是 自 反 的， 所 以 只 要 证 明 有 是 及 8B- 空间 ， 但 
这 可 由 自 肥 性 的 定义 及 定理 9 的 2) 推出 . 

2)=>1). ЖИЛ л:х>Х** МУХ я КВ-Н, ВЕД ХХ 
并 且 ло = (К), = (*);. В Х* ЈЕ КВ-2 у, К Х**=(Х*),, Ш 
л(Х) =Х**, ИХ ҢА. 


§ 5， 按 测度 收 伍 为 闭 的 凸 集 


5. 1， 在 本 节 我 们 利用 向 量 烙 理论 中 扬 述 的 结果 证 明 ， 在 (o)- 自 反 理 想 
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空间 中 研究 按 测 底 收 剑 为 用 的 有 界 凸 集 可 以 在 确定 意义 下 归结 为 在 适当 的 
拓扑 向 量 空间 中 的 三 紧 集 来 研究 ， 并 且 , 利用 向 量 格 的 非 平凡 的 结果 的 必要 
ФЕ, КЕЙ, 1) 空间 的 情况 下 就 已 经 产生 了 ， 

我 们 先 从 某 些 预备 结果 开始 . 

设 X 是 向 量 格 ，Y 是 在 六 上 全 的 了 -空间 六 ”中 的 理想 ， 沽 察 在 关上 由 
半 范 数 集合 

руба) = (2), wéEX 

А ОСК, У), К ВОВА У. 

先 指 出 局 部 西 空间 СХ, 1o| СХ, У) 的 两 个 性 质 : 

1) #1010, УЖЕ Ү 中 的 所 有 区 间 组 成 的 集 上 的 一 致 收敛 的 
拓扑 . 

2) 拓扑 |o|(X, У) БЯНМВСХ, Y> 是 协调 的 . 

由 关系 式 | 

рз Са) = Са |) 50р [9 Cr) 1: (9167 

可 知 1) Жу, 

根据 引 理 3. 1 的 推论 , 在 立 中 所 有 区 间 都 是 rc(Y, Х) - 紧 的 ， 所 以 由 1 
及 Mackey-Arens 定理 (参见 定理 ПТ. 3. 8) 可 推出 2) Жу. | 

本 节 下 面部 分 总 设 买 是 在 (了 , 5, /x) 上 的 基本 空间 ， 基 中 测度 14 是 0- 有 
М. ХЕХ Ей. КАЕ, ХХ; 5 Х* 同 构 且 sppX =ТОЕ 
УГ. 1.1). 

引 理 1 БҮХ: 中 的 基 ， 如 时 接 拔 扑 |z| (X，Y) 有 向 列 z。>0， 则 
5.>0 (р). | 

Ш. ЕХ Хх ВЮ, ЭНА У 5х Фр арра 
来 ， 根据 引 理 JV. 3. 1 的 推论 2 存在 集合 了 的 分 划 {4,}*-:， 使 对 于 任意 的 
пЄ№, Х,У, В < и(А,) < со. А, 对 于 任意 的 wEN 有 

|. |z, 1@и->0. 

由 此 , 在 每 个 А, Ех, >0 (р), 从 而 2,0 (1). 

引 理 2. ЖУЖХ; 中 的 车， 如 果 有 向 列 rs->0(a(XK, Y)), 则 可 求 得 有 
向 列 ys>0(1), 巷 中 每 个 元 素 yp 都 是 {z 中 中 元 素 四 组 合 , 

ШЕ. М ЖСК, [0 | (Х,У) Е У, РИЛЕТ | yp>0(1o| (X， 
Ү)), 其 中 yp 就 是 上 述 类 型 的 元 素 ( 参 见 定理 IIT. 3, 2 推论 2)， 根 据 引 再 1， 
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5—8 (в). 
引 理 3， 设 Y Ху а Е 
068 СТ, Х, и), 使 得 对 于 任何 а, (2,| <, 而 ze->z(A) Жак, (© (Х,Х)), 
Я z 一 zo. 

证 ， 根 据 引 理 IV. 3.1 推论 2, 可 以 认为 测度 /是 有 限 的 , 且 3EX， 如 果 
2'ЄҮ, 则 存在 序列 {7。,} 使 得 | 


|}, (та) 17а, аа эа). 


这 时 , 根据 Lebesgue 控制 收敛 定理 可 知 , 对 于 任何 zeY,| (2—2) би 


=0. 由 此 к=к. . 

如 果 形 是 S=S (T, 5, p) 中 的 于 集 , ТСМ) А БИ ЈИ ЕЮ. 

引 理 4、 设 X 是 (0) - 自 反 的 , 集 必 CX 按 弱 拓扑 o(X，X5) 是 有 界 的 , м 
ТИ: 

1) Зна 5(Т, 5, ИМЕНИ 

2) МЕ (Х, тх) па. 

Ш. 1) ->2) 显 然 成 立 . 

2) 一 了 .因为 是 o(X，X?) 有 界 的 ， 所 以 它 是 lo1(X，X%)~ 有 界 的 
(参见 定理 111.33), ИС М. 268, Н x%。>x(1)， 我 们 来 证 明 2х, 9 
为 X 一 X”， 所 以 只 须 证 明 对 于 任 劝 zeEXK' 有 | jzx'1dan<oo， 但 从 М 是 
|а] СХ, Ха) 有 界 的 及 Fatou 定理 可 知 它 显然 成 立 . 

5.2. ХЕ ЖКеЦЫ, Н ХХ", НХ (0)- АИЙ. Мк 
ХХ КА, ОХ) = О) 是 下 -空间 ОХ) 中 的 带 .用 Pr 
表示 到 带 к (X) 上 的 投影 算 子 . 

8 5. (2,3 НХ ЕН ССО), ХУ к(а.) Е 
ЭН. Pr Р = л (х), 2Х, 则 在 Ху ЕТЕН Х, 48 л, 2000, )). 

证 ， 根 据 定 理 3. 6 天 -空间 (Xi) ~ 可 分 解 为 两 个 离 析 的 带 СК) 
к(Х) 与 ХУ; 之 和 ， 如 果 可 二 8 一 k (zw)， 则 所 E(X7)?， 这 时 集 Y= 
{feXs: Е.Р) =0} 是 XX; 中 的 大， 此 外 , 对 于 任何 fEY 有 

Ра.) = [к ад ФР = Сеа) +, =f (2), 
Я х.>х(о(Х, У}}. 
引 理 2 和 5 是 证 明 下 面 本 节 中 基本 定理 的 关键 . 
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ЖІ. ИХ-Х ЕТ, ИД 
& к (И) йу (СХ) 7, ХӘ) - ТЫ, 这 时 

а) 如 果 了 在 CX,rCK)) 中 是 闲 的 , 则 ， 

Pr Ў = к (У); (1) 

b) У СХ, Ху) -有 办 的 ,并 满足 条 件 (1), 则 下 在 (X，rkX)) 中 

ЦЕ. а) ЖУЯЕСХ, т(Х)) ФМ. 显然 x(V)CPrW, В РЕМ Н.к (2) 
= Рг Р, ХЕЛЕ ЯН} СТ, 使 得 在 拓扑 о (я), ХОТ к(а) Е, 
根据 引 理 5, ЕХ НЕ Y， 使 得 %。->x (0o (XX, YY))， 因 为 下 是 是 的 且 为 
(н) АУ, 所 以 根据 引 理 2, «ЕТ, 因而 к(а) Ек (У). 

b) 因为 集 (站 是 o((Xw)~，%)- 有 界 的 , 所 以 根据 引 理 3. 1 的 推论 ， 
它 按 这 个 拓扑 是 相对 紧 的 , 因而 本 是 紧 的 ， 

因为 测度 р 是 zc- 有 限 的 ， 所 以 为 了 证 明了 是 (4)- 闭 的 ， 只 要 验证 由 
{xn} СУ, х„—>ха.е, хЄХ 可 推出 ет. М х,->х а.е, 所 以 存在 065, 
使 得 |2. |<0 (86м), 

由 于 于 的 紧 性 , 在 人 rs} 中 存在 子 有 疝 列 {zo} 按 拓扑 (ХР, ХУ 收 
敛 于 某 个 Fe 到 .这 时 根据 条 件 (1) 及 引 理 5, Е Х; 中 存在 基 УИ 50067, 
使 得 Xz。>xo(o (X,Y))。， 因 为 作为 &- 收 和 化 序列 的 有 向 子 列 zs 一 Z (и), 所 以 
由 引 理 3, =267. 定理 全 部 证 毕 . | 

有 了 定理 ТЖ Ср) ВЕЕ З оС)", 
Хи. 和 前 面 一 样 ， рае 9)- 自 民 的 基本 空间 . . 


A A 


A 


занаж НЕЕ feX 人 Вар: «ЕТ, аан: е). 
ШЕ. ВИ. ЕЖА к) (0—1, 2) № ССК), ХХ) - ЖА. ЖЕР1) 
可 知 У ПИ = ©. 如 果 , 比方 说 , У, 是 有 界 的 , 则 栈 ,是 (СХ), ХУ-- 
紧 的 “〈 参 见 这 节 定 理 1 中 b) 的 证 明 )、 再 用 普通 的 分 离 性 定理 (参见 定理 
1. 2,6), 即 可 得 证 . 
ЖЗ. ВУ (5 三 ) 是 守则 X 中 内 的 , o(X, ХВ, ОХ, <) 


中 闲 的 子 集 的 有 心 系 ， 则 [| у.е. 
#6 


ШР. КИ: а «(Ро В) ССС), Хо-Щ. 因为 在 此 拓扑 下 У: 
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紧 的 , 所 以 Пе. Ема, (Т Fe 非 空 


定理 4. ЦИЯ, 是 空间 和 中 凸 的 .ac(CX,X5)- 有 界 的 ,在 〈X,r(X)) 
ФИ, И И, ОИ, 

1. ВИ. (У) (01, Дор, Ху) -ЙӨ, К И = И, 
ТУ, 则 根据 定理 1 Ауа) 

РгИ Рт), -- РР. = к (Р) +x СИ) = СР). 

МИ ВАУ о((ХУ-, ХЕ) ТЫ, 则 由 定理 1 Б) ЯГ УХ н- 
闲 的 . | 

定理 5， 设 买 是 共有 条 件 (B) 和 (C) 的 Banach ЖИ. 15 У, ЖЕ 
харат, ЪТ СХ, 7(X)) 中 是 闲 的 ， 邵 果 其 中 至 少 有 一 个 按 关 电 的 
范 数 是 有 界 的 , ШЕЕ v1EV1, 67, 使 得 

| По ока рь: 2163, ЕТ}. 

ШЕ. У, 按 范 数 有 界 ， 因 此 最 接近 7, 的 元 0.67, 可 以 在 了 和 半径 充 
分 天 的 闲 球 的 交集 中 找到 ， 由 条 件 (C), 根据 引 理 IV. 3. 4, 这 个 交集 是 (10)- 
闭 的 .所 以 也 可 认 为 成 是 按 范 数 有 界 的 . ВИЖ ко (i=1，2) 的 
ol((X5)*, 色 %)- 闭 包 ， ИИ 是 (*)- 殉 紧 的 ， 所 以 存在 Р.У, РЕ, 
使 得 | 


НЕ, — Е. | кожа, Р.о ›*: PEW,, РЄ). 

Вук: ХЭ (Ху), 故 容 易 看 出 ， 根 据 定理 1 маит Г; 的 元 
Жы=Р:Р, =, 2) 就 是 所 要 求 的 . 

定理 1 一 5 在 凸 分 析 和 最 优 控制 理论 中 都 有 应 用 (参见 ЛевинГ2]; 我 们 
在 5.3 中 引用 了 此 项 著作 的 一 个 结果 ), 5.1 和 5. 2 中 所 述 的 结果 是 由 А. В. 
Бухвалов #1 Г. Я, JiosaHoBckI 直 得 到 的 (参见 [1]， 这 里 还 包含 着 其 他 的 应 用 
及 其 推广 ). 

5.3. 利用 定理 3 我 们 来 证 明 关于 凸 泛 函 在 接 测 度 收敛 为 闭 的 钙 集 上 达 
到 极 小 的 定理 . 

ВНЕ В РАЕС, 2, и) 上 给 定 , 它 可 以 取 值 +оо, ЖЖ 

№ я. > п РС) < lm р(=х,), 


则 称 p а НЫ 


СА р ЩЙ), 如 果 对 于 所 有 x, уе, 051 
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р(Ах+ (1—4) у) <Ар(а) + (1—4) р(у). 
Жб. ОЧИ Вар 在 任何 (L!，r (LD) 中 闲 的 按 
范 数 有 界 的 集合 VCL' 上 达到 极 小 值 . 
证 ， 设 
m=inf {р (а): 261}. 
ДИ ИЕ т ОЯ т, (т,>т). ЖЖ 
Р, = {а6У: рад тии. 
因为 т.2>т, 所 以 每 个 了。 都 是 非 空 的 、 又 因为 my ,所 以 集合 了。 的 序 
列 下 降 且 是 有 心 的 . 由 于 Zp 是 西 的 , ХТ, ДИ, 又 由 于 2 的 下 半 连 续 性 , 它 
是 z(GL9- 闲 的 .根据 定理 3 可 知 ， 门 Vs 闫 BB， 如 果 mk 们 У, Мася 


№=1 п=1 


对 于 所 有 СМ, PL0) <т,, 由 此 p(%0) = т, 
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第 十 一 章 积分 算 子 


3 1， 算 子 的 积分 表示 


1. 1， 积 分 算 子 是 在 应 用 中 经 常 遇 到 的 一 类 重要 的 算 子 .在 
第 五 章 $2 中 , 我 们 已 经 见 到 过 积分 算 子 .然而 , 那里 主要 注意 的 
是 在 Cfo 5] 中 具有 连续 核 的 算 子 . 本 节 我 们 要 考 窦 在 理想 空间 
中 给 定 的 具有 任意 可 测 核 的 积分 算 子 . 

ВС, zs, ?>) МСТ, Хз, ДЕН rz- 有 限 测度 的 空间 ，( 尽 ， 
Св, А) 是 这 两 个 空间 的 雏 积 空间 (М 1. 6.8), а= 6х7 
Я=Ух и. 

其 次 , 在 这 一 节 中 , 我 们 用 Х 表示 在 (7, Zr, 4) 上 的 某 个 基本 
空间 , 而 用 Y 了 表示 在 (8, Zs,v)** 上 的 某 个 基本 空间 ， 

ЖО: РУ 是 积分 算 子 ， 如 果 存 在 4- 可 测 渗 数 K(s，5) 


-~~ 


(s&S, (ЄТ), 使 得 对 于 任意 的 zEX, 信 y=0(z) 是 下 列 函 数 
(в) = [| Кб, дан. а) 


Ж К (5, 纪 叫 做 积分 算 子 己 的 核 .容易 看 出 ， 核 是 4- 几 乎 
处 处 有 限 的 . 
积分 算 子 (1) 叫 做 从 斑 到 立 内 的 正则 算 子 ， 如 果 由 关系 式 


z= 10160), аву = | IK (Cs, Dlz(Dau(t) (eX), (2) 


ж) 为 确定 起 见 ， 本 章 假设 所 有 的 空间 都 是 实 的 , 虽然 这 些 结 果 在 复 的 情况 也 成 
ЗЕ, 
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ПРЕ У ОЕ ХУ. 并且， 算 子 15| 叫 做 算 子 忆 的 

0: 和 ->S(S, 5,0) 是 积分 算 子 (1)， 现 在 列 出 它 的 一 些 
ER 

. ПРОЕМ. 
.对 于 所 有 xEX,， РОЖЕ ЖИ К, 050 

А-а, е. 

命题 II 的 充分 性 是 明显 的 ， 现 证 必要 性 ， 据 引 理 IV. 3.1 扒 
№2, ЯАР, Zr 4)CX， 如 果 1z 是 在 T 上 恒 等 于 一 的 
函数 , 则 对 于 >- 几 乎 所 有 的 s 有 
|, вас = 10а; 1< +оо, 
由 此 对 于 »- 儿 乎 所 有 的 。 得 

убо) = |16, Оше) +. 


因为 函数 y(s) >- 几 乎 处 处 有限, 所 以 存在 集 8 的 分 划 {B,}， 
ВУХ 5,EL'(S, Хз, >) Е М). 因此 ,可 认为 yEL'(S, 5, у), 这 
有 时 根据 Tonelli 定理 (定理 1. 6. 12) 


икс, 2) |428, #) = [0690468 < +оо, 


即 天 EL CR, Zs, л). В Рабин 定理 , 对 于 任意 可 测 集 BCS8 
及 4CT 有 


| К(в, WAACs, 1)=| [U(x] (s)dv(s)>0, 


由 此 К ($, #)>0 2-а. е. (Л, 1.6.8). 
НН 用 于 算 子 及 一 UV, 便 得 


+) 积分 算 子 UV 按 此 定义 是 正则 的 充 要 条 体 为 VEL~ СХ, У). И, 101 ЕЕ 
-空间 ГНИИ, Т.2.1). 
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TII. 算 子 0U=0 的 充 要 条 件 为 KE(s, 0) =0 Л-а. е. 

1V， 由 公式 (2) 给 出 的 算 子 101 把 多 变 到 506, 0). 

事实 上 , 由 (1) 扒 出 , 对 于 任何 zeX, 对 v- 几 乎 所 有 的 sES 
| KG аСт) аав) < +оо, 


由 此 得 出 在 (2) 中 函数 z= 171(z) 的 几乎 处 处 有 限 性 ， 

V、 如 果 2, >0(м), |1,|<54ЕХ(иеМ), Ш [VU (zw)1(s) 二 0 
>-а. ө. 

性 质 Y 可 以 从 11 及 Lebesgue 定理 推出 ， 下 面 的 性 质 VI 是 
性 质 Y 的 推论 : 

ҮІ. ПЖ 2,->0 и-а.е. Н. |1, | <=ЄХ(аЄ№), 0702.) 169) 
一 0 уфа. е. 

ҮГ. 如果 和 立 是 Banach 基本 空间 , 而 可是 从 XX 到 六 内 的 
积分 算 子 , 则 算 子 也 连续 , 即 VEB(X, У). 

这 个 命题 可 由 闭 图 象 定理 (参见 后 面 的 定理 XII.1. 4), ВН ТУ. 
3.2 及 性 质 V 推 出 . НКС, 妇 的 述 语 来 描述 从 X 到 立 内 作用 的 算 
子 口 的 问题 是 极 困难 的 , 在 这 方面 的 一 些 结果 到 552 和 3 再 讨论 ， 

ҮТ. 如 果品 是 从 义 到 YY 内 的 正则 积分 算 子 (1), ШУ: У” 
X' 是 这 样 的 算 子 , 使 对 于 任何 zEX, y'EY’ 有 


| [осу = (аиса, 
则 对 于 z=V(y) 有 
2) | EK(s, ty (5765) (Є), 


即 了:Y"->X' 也 是 正则 积分 算 子 , КВ КК р). 
事实 上 ， 因 为 算 子 怕 是 正则 的 ， 所 以 对 于 任何 xEX， 函 数 
кс, Са аСР) 属于 Y， 这 时 根据 Tonelli 定理 ， 对 于 所 
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[ко оваж (000465, 0) 


=| || 09, абв У (в) й» (в) «оо. 


вет 


从 而 , 根据 Fubini 定理 , 对 于 所 有 的 Е Х., YEY+， 得 
| 27 (yy)an =| 0(х)у'4» 
=| кс, оо (=)й» (ғ) 
КЕС 1)у' (5)4»($) zi)dpt) = (зайд. 


由 此 推出 , 函数 了 ( ЕХ БЕ ХТ (о), 根 
据 定 理 VI.1.1 得 知 , zx=V(y'). 

1.2， 本 节 我 们 要 寻求 从 一 个 基本 空间 到 另 一 个 基本 空间 内 
的 线性 算 子 乙 是 积分 算 子 的 条 件 , 即 可 用 (1) 式 表示 的 条 件 ， 

立即 可 看 出 , 在 离散 测度 的 情况 下 事情 很 简单 . 即 , 设 测度 4 是 
离散 的 ， 这 时 任何 从 (7, Zr, п) 上 的 基本 空间 到 S(S, 5, У) 
”内 的 线性 算 子 口 车 满足 条 件 YI， 则 它 是 积分 算 子 ， 即 在 这 种 情况 

下 ， 条 件 VI 是 算 子 为 积分 算 子 的 充 要 条 件 、 事 实 上 ， 因 为 测度 4 

是 离散 的 ， 所 以 集合 人 可 表示 为 可 数 个 原子 {4} 的 并 的 形式 ， 这 
时 , 任何 ЄХ 可 唯一 地 表示 为 


=> А.Х а, 
的 形式 ， 其 中 右边 的 级 数 是 几乎 处 处 收敛 的 . 因为 算 子 0 满足 
УІ, 所 以 
002) = УИС а), 


在 这 里 级 数 也 是 几乎 处 处 收 钙 的 ， 当 ЗЕ А, (EN ) 时 , 令 
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К (8,1) = СОС 2,165). 


тя; 2 
显然 , ЖК (3, Бьхи-я 可 测 的 ， 我 们 来 证 明 , К (в, певт 
ОВ. ХРЕН zEX, 有 


|, ЕС, аи =У: а 


) ОХ „216802, СА) 


= ЎА, л,)1(8) = /(#)] (8), 


这 就 是 所 要 证 明 的 . | 

容易 看 出 , 当 又 是 序列 的 基本 空间 时 , 则 线性 算 子 U0: Хз 是 
积分 算 子 的 充 要 条 件 为 它 是 矩阵 算 子 ， 这 就 是 说 ， 存 在 无 穷 拭 阵 
(а „37 -а5-1 使 得 车 y=D(z), z= (Е,)ЄХ, у= (ив, 则 


=>. 


在 连续 测度 情形 事情 相当 复杂 ， 而 在 这 种 情况 下 从 算 子 理论 
观点 来 看 又 是 最 有 兴趣 的 ， 这 时 , (必要 ) 条 件 VI 已 经 不 是 充分 的 
了 .事实 上 , 我 们 考察 具有 连续 测度 的 空间 (T, Zz, x) 上 的 基本 空 
间 X， 用 工 表示 在 和 X 上 的 恒 等 算 子 , 则 了 显然 满足 条 件 VI, 但 不 
满足 必要 条 件 VY， 因为 在 连续 测度 情况 下 , 容易 在 和 中 建立 序列 
{za}, 使 它 在 X 中 有 界 且 按 测度 收敛， 但 不 是 几乎 处 处 收敛 的 ( 例 
如 , 参见 Вулих-ПГ). ` 

但 是 ， 条 件 了 对 一 般 情 形 就 是 充 要 条 件 了 .我 们 给 出 这 个 结 
果 的 精确 表述 ， 对 于 工 :(D) 中 的 算 子 ， 这 个 结果 已 不 再 是 平凡 的 
т. 

定理 1， 设 和 是 (7, Zr, wp) 上 的 基 ЖеН,0:Х>5(5,Х, », 
是 线性 算 子 , ВОИ: = 

1) 7 是 积分 算 子 ; 

. 450. 


_ 2) 如 果 2,200) Н |2, |<ЕХ(иЕМ), ШО (,) 168) 0 
р-а.е.; 


0 可 推出 7000168) 20» »-а. е. 

前 面 已 经 指出 ，1) =>2) 成 立 (参见 V)， 2) =>3) 显然 
成 立 ， 定 理 1 ЖА. В. ByxBaxroB 得 到 的 (参见 Бухвалов[ 3], 读者 
可 以 从 此 文章 中 看 到 3) ==> 1) ЕВ), 它 推 广 了 Nakano 较 早 


的 工作 . 
推论 ， 设 函数 0(в, ИС 般 米 说 是 不 可 测 的 ) 具 有 这 样 的 性 


ММ а A 


质 : 对 于 任何 zeX, 它 确定 一 个 "几乎 处 处 有 限 的 *- 可 测 函 数 


y(s)= | Ge яви). ПЕНИ («ЄХ), № 
ЖЕЛАНИЕ КС, t), 使 对 于 任意 ах, ЛА 


~ 


”有 的 s( 一 般 说 , 除 掉 的 集合 是 与 x 有 关 的 ), 有 
002168) = | Фс, t)zC tau) 


= [кс 0040). 
证 . 对 于 任何 ЄХ 有 
| Фс, Drant)| <) 19%, tz(t) dn(t)< +оо 
| р-а. е. 

(我 们 指出 , ТЕКА АЖ "ВЕ Е Я а] ЈА), 利用 Lebes- 
gue 算 子 也 满足 定理 1 的 条 件 2) ， 由 此 可 得 要 求 
的 结 

е 公 刘 许 把 核 改 为 可 测 的 ， 如 果 空 间 (T, Zz, Up) 是 可 分 的 ， 
则 从 推论 容易 得 出 , 对 于 盖 几乎 所 有 的 s, 等 式 K(s, 站 一 G(s， і) 


对 于 w- 几 乎 所 有 的 2 成立 (Грибанов[2]). =, 没有 可 分 
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这 个 条 件 时 这 个 命题 不 成 立 ， 

本 节余 下 部 分 ， 我 们 给 出 两 个 关于 某 些 特殊 类 型 算 子 的 积分 
表示 的 定理 ， 利 用 定理 1 可 容易 地 得 出 这 些 定理 ， 但 我 们 不 这 样 
做 , 因为 它 的 证 明和 定理 1 的 证 明 不 同 ， 不 要 求 大 量 的 辅助 工具 . 
此 外 , 在 证 明定 理 1 时 利用 定理 6 的 一 个 特殊 情况 . 

1. 3， 先 考虑 一 个 辅助 命题 , 它 本 身 也 是 有 意义 的 . 

ВЕН xES(T, Zr, и) 的 任意 的 非 空 集 А, KK(s, Г) ЕЛЕ 
В= Sx 了 上 的 41- 可 测 1- 几乎 处 处 有 限 的 函数 ， 如 果 下 面 两 个 条 
件 成 立 , ЕА Е ЖИРА К (в, ПАН: 

1) 存在 这 样 的 集合 SiCS，»(56) = 二 0， 使 得 对 于 任何 ЕЕ, 


对 所 有 的 5\50, К (5, 4)z(t) 是 -可 测 的 且 


(А К(5, (Бао ®; 
2) Мечи $0С 8, »(80) = 0, 48 对 于 任何 ЕЁ, 
对 所 有 的 328 \ 51, 
Т 如 果 К ($, 1) >50, 
у [2(#)|, 如 果 К(5, 2) =0 
属于 集合 如 . | 
如 果 记 So= 95085, 则 ?C50)==0. 对 于 任何 这 样 的 入 ,对 
所 有 328 \ 8, 令 
dals)=sup)|, Ks, DzCidp(t):sep\. (3) 
现在 我 们 来 证 明 , 逐 点 求 上 界 得 出 的 dz,x 是 ›- ИИ. м Е 
是 不 可 数 的 且 测 度 & 是 不 可 分 的 情况 ， 验 证 起 来 不 很 简单 ， 五 和 
KK 相 容 的 例子 是 : 由 非 负 LK- 可 测 函 数组 成 而 4- 可 测 函 数 K(s， 
#)>0 4-a.6. 取 S24= 07, ЖЕ 2) 显然 成 立 ， 根 据 Fubini 定理 ， 


х) ”并 不 假设 这 个 积分 有 限 , 参见 1. 6.4. 
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对 > 几乎 所 有 的 。 ， 函 数 К (3, -) и, ПВН ›- ЛЕ 
的 s。 К(3, #)>004 и- ЛР + №3). 现在 条 件 1) 显 
然 成 立 . 下 面 我 们 还 要 遇 到 其 他 的 例子 . 
我 们 指出 , 对 于 所 有 的 sESNSe 下 面 的 等 式 成 立 : 
de кб) =зарі| 109, 9 11С0)14000):аев{. (0) 
事实 上 ， 显 然 &x, s(s) 不 大 于 等 式 (4) 的 右 端 ， 如 果 zEB, 则 
Ze 及, 所 以 
икс, о = миа 
= |05, о (івок бз, t)) 1z(t) dnt) 


= кс», ї)х,(ё)бш( $ )<@к, в(5), 


由 此 得 出 反 向 的 不 等 式 ， 故 (4) 式 得 证 . 
定理 2， 设 集合 和 函数 КС, 切 是 相 容 的 ， 这 时 函数 lx, , 


(5)Р-Ш 0. ЗН. ЖАРЕ 1.6 Е. 使 得 


УЗЖ, (5)9.(#) 


的 全 体 函 数 的 集合 , 其 中 BEEs(») 两 两 不 相交 , 而 9;EL'(7T, У, 
ШЭПТ, 5, и) (1<i<io)， 则 集合 瑟 在 -空间 1(B, Хь 
力 中 处 处 黎 密 . | 
我 们 记得 (参见 工 6. 4), 16512], 表示 函数 z 的 截断 , 5 Е, 

= ([2],: Є) (nEN)， 这 时 每 个 集合 8。 与 函数 天 都 相 容 ， 要 
据 Fatou 定理 , 利用 公式 (4) 可 得 , 对 于 任何 868 

Cryp (5) 个 gr(s)， (5) 
设 函 数 


Kals,t)= Ds,(s)9i(t)EH. 
ї=41 


Ш, ЖЮК, 与 每 个 集合 Е, 都 相 容 ， 这 时 , 因为 Bi 站 Bi'= 27 
(25617), 所 以 对 于 任何 sES 有 


ант, (в) = У [sup| 9. (ВЕ, (Вви( РЖ (9). 


从 而 函数 кок, 是 可 测 的 ， 显 然 存 在 这 样 一 个 至 多 可 数 的 集合 
Е(п, т) СЕ, ВАХТЕ А sES 


бк зв, (8) = вар} К.в, 6) 1, С) ФиС): ЕЕ(п, т) | 


(6) 

设 函 数 下 EL (Е, Zp, Л), 根据 引 理 1， 存 在 这 样 的 水 数 序 列 

К.ЄН, 使 对 于 任意 的 mm 有 上 Km 一 Kw: 寺 2-”， 这 时 在 СВ, Ха, 
力 中 级 数 、 


168,0) УК, 0) K(s,t)) 


т= 1 


сакт 2- Л.Р КВУ). 所 以 
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К„(8,#)—К ($, ё) 1-20 4-а. е, 
并 且 
[Kn(s, 1)— K(s,t)|<L(s,t) 2-а. е. 
我 们 来 定义 集合 8,CS， 当 且 仅 当下 列 条 件 闻 时 成 立时 $65 
才 属 于 集合 6: 
1) 1K,(s,t)—K(s, 2) |->0 и-а. е. ; 
2) 对 于 所 有 的 тЕМ, [К „($, 2) – КО, ё) |< Ё($,1) 
| и-а.е.; 
3) В Г(8, -) р-я]; 
4) 对 于 所 有 的 т, вЕМ, @к „в, (8) < +09 Н. Фк,к,(8)-5 + 


利用 Fubini Е 理 容易 证 明 ， 条 件 1) 一 4) 中 的 每 一 个 对 于 
-几乎 所 有 的 s 都 成 立 , 因而 8, 是 可 测 的 有 (SNS)=0， 
对 于 每 个 sES, 及 任意 m,nEN 有 
| | эв, (8) —@кьв, (8) | dr Fs (8). (7) 
根据 在 积分 号 下 取 极 限 的 Lebesgue 定理 , 对 于 任意 565, 可 得 


| [Kn(s, i)—K(s, і) 1462)—>0. 


(8) 
由 (7) 和 (8), 对 于 365, 有 
бин, (8) — Чук (8). пЕМ, (9) 


因为 已 经 证 明 过 ， 函数 ор, 是 v- 可 测 的 , 故 由 此 推出 函数 dx， 
是 >- 可 测 的 . фо) = (Јес, т), 这 时 , 根据 (6) 和 (9) 对 于 所 
有 的 368, КАИ: | 

а,в, (3) = вр] [| KCs, Се, (еан(в):ае ЕСИ], ає№ (10) 
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因为 集合 B(n) 是 至 多 可 数 的 集合 , 所 以 函数 фк, в, 是 -可 测 的 . 这 
时 , 根据 (5) 函 数 dx,s 也 是 二 可 测 的 ,并且 根据 (5) 和 (10), 对 于 所 
有 的 sSS 有 


dwn(s) =sup}|,K(s, БиС: СЕ, , 


ЖФ, = О Е(п) а ЖЖ. ОКЕ, ЗЛАЯ ЖЕ К ($, К А- 


可 积 , 则 定理 已 证 完 

АНН ВТГ, 指定 两 个 序列 8, 和, 7， 人 ,其 中 SE2s(y)， 
Т.Е, (и). Ж К. (3, = К), (8, 8) Хант, (9,0) Ж А-А 
的 . 利用 公式 (4) 和 Fatou 定 理 可 得 , 对 于 几乎 所 有 的 8 有 dz。ss 
(s) 和 dws(s)， 因 为 对 于 函数 KCs, 4) 定 理 已 得 证 , 由 此 对 KCs,6) 
定理 也 成 立 ， 定 理 爹 部 证 毕 . | 

№. ШЛО: X->S(8, 号 4,») 是 积分 算 子 (1)， 则 对 于 所 有 


的 xEX+ 在 六 中 可 以 找到 这 样 的 序列 (7z.}， 使 得 1z, | ==. ЗЕН. 
对 于 ?~ 几乎 所 有 的 s( 一 般 来 说 , 除 掉 的 集合 是 与 有 关 的 )， .. 


ER ААА 


ПОНИ, 


=sup|,K(s, tra tan(t), 
证 .指定 ”xEX,， 考察 集合 B={zEX : | 站 =z}， 令 
So= ве: | к(а, 2)18(0)аи(2)= оо). 根据 ТУ, (80) =0. 


因为 ,IK(s, есеи) Со, асе иСР), ВЯ 


任意 зе о sES\So， | Сә, tyz(t)dp(t) 存 在 且 有 限 . 


因此 , КАР ЖАК (5, Г) НЕ, 再 应 用 定理 (2) 及 公式 (4) 即 可 . 
定理 2 较 弱 一 些 的 形式 , 由 Ю. И. Грибанов[1]48 81. | 
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1.4. ВДА, НАВХ ЕСТ, Ур, A) 上 的 基本 空间 ， 立 
(05, zs, >) 上 的 基本 空间 .假设 了 Y 是 具有 条 件 〈(C) 的 Banach 基 
Жай], ХУ] 表示 满足 下 列 两 个 条 件 的 所 有 4- 可 测 函 数 К 
(=, 所 构成 的 空间 : | 

1) 对 于 4- 几乎 所 有 的 ЕТ, ЖЖ 8>К (8, Р) 8 РУ. 

2) Ў иу(К)С ғ) = |КС:, Бу ЖТ Х; 

Ка ХГУ 是 线性 集合 这 个 事实 也 要 求 应 用 定理 2 ， 问题 在 
于 , 消 数 wy( 五 ) 也 许 是 不 可 测 的 (一 般 说 , ЧУЖИХ ЖЕ (СЯ 
有 这 样 的 可 能 )， 设 下 (s, 是 满足 条 件 1) 的 4- Я. 3 
们 来 验证 函数 wy(K) 是 4- 可 测 的 .因为 在 Y 中 满足 条 件 (C),， 所 
以 根据 Nakano-Amemiya-Mori 定理 (参见 定理 VI. 1. 6)， 对 于 
4- 几 乎 所 有 的 і 都 有 

ЕС, Оу 


=ар [К (в, 046 (5) | :yeY’, |<] 


=sup}|. [K(s,t)|y' (3)4> (3): yy EY, ly 517 


显然 ,集合 = уу’, : |0 ||ТВ КАН, 这 时 根据 定 
理 2 ,函数 шу(К) py~- 可 测 ， 且 可 找到 序列 (ys} CY ,Dysl 专 1， 
使 得 | 


КСО ие | (о, 018, 6668} pa.e. 
现在 显然 X[Y] 是 SCR, 5,2) 中 的 线性 集合 ， 并 且 还 是 (及 
2. 人) 上 的 基本 空间 ， 
如 果 X 是 Banach 基本 空间 , 则 在 X[Y] 中 按 公 式 |K1= ww 
(CE)1x(KEXLYJ) 引 进 范 数 ， 显 然 ,这 个 范 数 是 单调 的 , 而 ХГУЈ 
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是 赋 范 基本 空间 ， 可 以 证 明 , 在 这 些 条 件 下 和 [LIY] 按 范 数 完备 , 但 
我 们 不 去 证 明 它 ， 因 为 我 们 并 不 需要 这 个 结果 (参见 Бухвалов 
[2], [4]， 那 里 还 给 出 空间 和 X[Y1] 的 其 他 性 质 )、 空 间 了 [Yj 通常 
叫做 具有 混合 范 数 的 空间 . 

当 义 是 (ZT, Хх, п) ЕАН (СВ Banach 基本 空间 , ШУ 
是 (5S, zw,y) 上 的 基本 空间 时 , 类 似 于 上 面 的 作法 , 对 调 (S, Ze >) 
ЖЕСТ, Zw, 中) 的 位 置 , 可 以 定义 空间 YEX] 和 函数 их (К). 

空间 L? 的 推广 空间 Ель 是 具有 混合 范 数 空间 的 重要 例子 . 
设 1І<р, роо; РР (8, Ze у), 1421 = СТ, Zr, и). 2 
ро 定义 为 具有 混合 范 数 的 空间 工 ?[LL2J， 即 ғо 中 的 范 数 
由 下 式 给 出 : = | 

СС, св, ор "ава ”， 


1<рРь р2< о, 


71, 


vraisup(|, ГК (3, Куча) ) ™ 
ет 
1« |= 1<р,<0оо, р, = оо 


РА 2, 

(А Cvrai sup | K(s, орти)" ' 
Р = со, 1<р,<оо, 
vrai ,SuplK(s, 2) [, р, == ра = о 


利用 Fubini 定理 容易 验证 ， П р, = ро р, 则 Ра = р 
[LL?:] 二 Lz (Р, 5, 4)， 我 们 指出 , 对 于 其 他 的 Banach 基本 空间 ， 
类 似 的 性 质 不 能 成 立 ， 即 如 果 买 天 工 5 了 ,Zr р) № 51605, 5, 
»), 则 空间 XIY] 和 YfX]， 一 般 来 讲 是 不 同 的 . 

引 理 2， 如 果 X 和 Y 是 具有 条 件 (A) 的 Banach 基本 空间 , Ш 

1) 在 XIY] 中 条 件 (A) 成 立 ; 
2) Жаш 
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то 
УХ, (за (Е) 


А Ам 


两 两 不 相交 , ХЬ СУ, «ХПГ СТ, Ху, и) (15154), 
证 . 1) ЖЕ ХГУ К, (0, 则 对 于 4- 几乎 所 有 的 1， 对 
于 »v- 几 乎 所 有 的 8 及,(s,t) (0. 因为 在 了 中 条 件 (A) 成 立 , 所 
以 wwv( 天 10， 而 因为 在 X 中 条 件 (A) 也 成 立 ， К, = (СК, ) 
|0. | 
2) 因为 在 XIY] 中 条 件 (A) 成 立 , 所 以 下 述 的 函数 КЕХ ГУ] 
的 全 体 组 成 的 集合 在 XFY] 中 处 处 稠密 ， 这 里 函数 天 在 某 个 集 
Bx4 之 外 为 零 ， 其 中 ВЄХ, (>), АС, (и), Х,ЕХ, ХЕХ. 
此 , ЖЕ ЖИ, УИ и(Т), ›(8) <оо МА. (Т, ХУ, н)СХ, 
1.5, 5, у) СҮ, Ж ТУ. 3. 3, 形 如 


ЫС 
>И. Хе, С.Є в) 
ti=1 


的 全 体 函 数 所 成 的 集合 在 和 LIY] 中 稠密 ， 现 在 ， 要 证 明 绚 理 , 显然 
ЯЖ Н, Ф ВЕ Хе, CEZs, МЎ 1.6. 8, 存 
在 集合 序列 С, = (] Bx А, Ж В,ЄУ,, 4.EZ+， 使 得 在 空间 
及 = 

L'(R; Ze 4) 中 Ke,—>Xe. 可 以 认为 Xo,(s, 1)» Х (8,0) 2-а. 
e.《 如 果 需 要 的 话 ， 可 以 取 其 中 的 子 序列 )， 因 为 L*(R,Zx,)C 
[LYj 且 在 入 [Y] 中 (CA) 成 立 , 所 以 按 和 TY] 中 的 范 数 %o > Хо, Н 
而 形 如 


L(s, в) = Ds) Yt) 


的 全 体 函 数 所 成 的 集合 在 和 [LY] 中 秽 密 ， 我 们 来 证 明 ТЕН. № 
在 这 样 的 两 两 不 相交 的 集合 BiEZs(〈1 委 和 J 委 Jo), 使 得 每 个 集合 .B; 
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至 少 包 含 在 集 Bi, В, 的 -个 之 中 ， 而 每 个 集 8; 都 是 某 些 集 
Bi(1<jJ 委 加 ) 的 并 .考察 指标 集 1;= (р: ВСВ, 15951} 
这 时 , 显然 ， | 


(8, ё) = х Хь ;(8) (>» х, ө) УХ» (Кё), 
. 241: 4=1 - 
+В. 
| t= У AKA EXNL CT, Хо, и), 155 


引 理 全 部 证 毕 . 
下 面 我 们 将 看 到 ， 具 有 混合 范 数 的 空间 在 算 子 的 积分 表示 中 
起 着 重要 的 作用 . | | 

1.5. ХАСТ, Хо, и) Ей Banach 基本 空 В, У 是 (8, >», 
5) 上 的 Banach 基本 空间 . 

РНИИ : Х608, 0) 把 空间 X 中 的 单位 球 Bx 
变换 为 S(S, 号 。,») 中 的 按 序 有 界 集 , 则 称 忆 是 具有 抽象 范 数 的 算 
子 ， 因 此 , 在 序 空间 S(S, Z。 >”) 中 存在 元 素 

|= 0р{10(=)|: ЄВ), | 
оис, Ает Аа 
为 LA(X,S)， 我 们 指示 ， 算 子 VEB(X,L") 的 充 要 条 件 为 UEE， 
(X,S) 且 10lEL”, 并 且 101=1IV1h.=， 因 此 , 具有 抽象 学 数 的 算 
子 类 是 类 ВОХ, L”) 的 推广 , | 

我 们 记得 , 在 Banach 基本 空间 X' 中 条 件 (C) 总 是 成 立 的 . 

定理 3， 和 如果 是 积分 算 子 (1), 则 DEZ4(X, S) 的 充 要 条 件 
为 KES(S, Bs,v)[X']; ЖЦИ |=», (К). 

证 ， 如 果 KES (5, 号 s,v)[X’]， 则 对 于 xEX, 对 y- 几 乎 所 有 
的 8, 有 

06а) Се) 16| IK Cs, 09 Паг) 14662) 
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<|К{$, За Ь, 
ЊН [0 (К) 
要 证 明 逆 命题 和 反 向 不 等 式 ， 需要 下 述 引 理 . 
引 理 3. 超时 名 分 要 于 5 CT 5), 则 算 子 17 1( 参 见 (2)) 也 


~ 


Е АННУ т, A 


证 ， 设 UEL,(X, S)， 根 据 定理 2 的 推论 ， 对 于 任 意 的 元 素 
“EX+, zj 入 1, 存在 这 样 的 序列 {za), ВЕ, |= 2, В. 
102) (8) =sup| ке, 22,0004). 
这 时 | 
10102) = зар (=, |3 
НЕ 1012,Сх, 8), Вр жа р 
现在 继续 证 明定 理 3 ЗЕ UEL4(X,S), 把 空间 Х' 的 范 数 延 
拓 到 整个 SCY, Хр, р) Е, 如果 z&X', 便 设 |z|x, = oo， 这 时 ,对 于 
任何 sES 有 | 
|508, ЗИ 
=sup! 109, olz(GDan(D: зех, Дар]. 00) 


ША, К(з, ')EX' 的 充 要 条 件 是 (11) 式 的 右 端 有 限 . 明显 地 , 集合 
= {zxEX，: [1|<1} КС, | 是 相 容 的 ， 根 据 定理 2， 
可 求 出 这 样 的 序列 {zn) CX, zl| 志 1， 合 对于» 几乎 所 有 的 8 有 


Сә; Уфо =варј I (в, 0) 1а, (24062). 


”从 而 利用 引 理 3, 对于»- 几 乎 所 有 的 s 我 们 得 到 
| ИЖ (в, 3) [к = зар | (а, ) (8) ПИН (8) = К). | 
由 此 КЕ$ (5, 3 в, »)[Х'] В. wx (К) |, 定理 证 毕 
从 定理 3 推 知 ， 积 分 算 子 已 是 Hilbert-Schmidt 算 子 的 充 要 
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条 件 为 ET4(L2 8) НИЕ (8, >, >), 
现在 考察 从 空间 L'==L'(7T, Zr, м) 到 Banach 基本 空间 Y 内 


的 积分 算 子 , 我 们 前 面 已 经 指出 (参见 УП, 1. 1), 任何 这 样 的 算 子 


~ 人 ~ 和 ~~ 


和 (C) 的 Banach 基本 空间 ， 则 积分 算 子 10| 也 是 由 开 到 Y 内 的 


Я, ВО Ед. НИ = О. 
Ш. НЕ 2211, 2220 且 考 察 形 如 
у= U(X а.) |+ 1 (Хх 4,1 
的 全 体 元 素 组 成 的 集合 Е., 其 中 {4,}?-1 是 集合 卫 的 一 个 分 划 . 如 
Ж 01, УСЕ, 则 取 对 应 于 у. 和 za 的 分 划 的 子 分 划 , 得 0СЕ,, 使 得 
0229. У у, 因而 集合 Е. 按 递增 有 向 ， 对 于 每 个 YEB 有 


М 00 ех НА ах е. А2) 


所 以 集合 Bs 按 Y 中 的 范 数 有 界 . 根据 定理 2 的 推论 存在 序列 


{zw}, 使 得 |z, [一 В. 


VI(z)(s)=sup 


кс, 1)т,(Б)ан(Ь)| м-а. е, 


ЗИ А: = {#:1,(#)>0}, Аз {#: (1) <0),А8 = {На (2) 0), 


则 
(а, 1510 (а н) 0С ж) | + 10 (Хх ан) EB, 


设 а= sup1Z(zs)1， 这 时 0<zm 个 ,又 因为 B 按 递增 有 向 , 所 以 
序列 {zm} 按 Y 中 的 范 数 有 界 ， 由 于 在 立 中 条 件 〈《B) 成 立 ， 所 以 


supznEY 存在 .但 根据 {z。} 的 选 法 有 zm 个 101(z)》， 从 而 |V1(z)- 


ж) 事实 上 , ЕЖА 到 YY 内 的 连续 算 子 都 按 X. 2.1 中 定义 的 意义 是 正则 的 
并 且 所 作 的 证 明 也 都 通 得 过 ， 
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СҮ. Нег 是 任意 的 , 所 以 算 子 U0 是 正则 的 ， 

НТУ ФСС) эг, |а| 个 ViCz 闪 .又 由 (12) 式 显然 
Ж 12110111. Со), ВАНО |=, 反 向 不 等 式 显 然 成 
立 ，3 引 理 证 毕 . | 

为 简单 起 见 , 记 121007, 5, ш), "= 1." СТ, Хр, м). 

定理 4. 设 Y 是 具有 条 件 (B) 和 (C) 的 Banach 基本 空间 ， 如 
果品 是 积分 算 子 (1), 则 ZEB(L ， 的 充 要 条 件 为 REL TX]. 并 


Hlvl= АЖ ес = vrai вир! КС, 11у. 


Ш. жж KEL~[Y], 则 对 于 任何 zEL: № у'ЄҮ', 根据 Tonel- 
ii 定理 有 | 


| 100629709)9' Cs) acs) | 
«|с, 101 аас 1а (89148) 


= [1] око, описа) ЧО, 
т 8 | 
Svrai зирр КС, Ое С аа Иа 


因为 立 满足 条 件 〈C)， 所 以 根据 定理 VI.1.6, [0(20[< 
11121, 由 此 ОВО, У), 且 | 2 入 1 大 让， 

反之 , 设 UEB(L', Y)， 这 时 共 轿 算 子 U0*EB(Y*, 1"). 如果 
V 是 0* 在 Yi 上 的 限制 , 则 VEB(Y5,L”)， 由 于 Yi БУ 同 构 ， 
算 子 三 可 以 看 作 是 从 У’ 到 L” 内 的 算 子 ， 这 时 利用 VI 1 中 的 
表示 , 对 于 任何 xEX 及 y'EY', 有 
[OU Р та 

因为 根据 引 理 4， 算 子 可 是 正则 的 ， 所 以 利用 1. 1 中 的 性 质 
VIII 可 得 ，F : ІРЖА НЕК, в) = К (з, 4) 的 积分 算 


+, 仓 对 于 任何 y¥ EY 有 
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ис) |, K*(t, s)y' (s)dv(s). 


ЛЕ З, КЕТҮ) У [оу СК"), 18 н Роу (К) ) 
= КЖ, уу = КС, Dy =wy СКС), ВИА КЄ°ГҮ"]Н. 
У] = (К). Н VI 1.7, У=У" ( 按 元 素 相同 及 范 数 相 
等 的 意义 )， 因 此 КЄ" [ҮК [У | =шу(К). Е, 

101 = у= НИИ. = 11у 


АИ = Г. 
1.6， 现 在 我 们 可 以 证 明 关 于 算 子 的 积分 表示 定理 . 在 下 述 
定理 中 设 


$=5(85, №, у), М = (8, 5, ә), 1° = ( 9, Ув, у). 
定理 5， 设 和 X 是 在 (7, У, п) 上 具有 条 件 (A) 的 Banach ЗЕ 
本 空间 , 类 74(X, S) 中 算 子 0 的 一 般 形 式 由 下 式 


Оса) (а) = | КС, 0)а(ёуб (ё), ЄХ (1) 


给 出 , 其 中 KES[X'], + НИ их (К). 
证 ， 不 失 一 般 性 可 以 假设 对 于 任何 sES 有 ，[V1(s)>>0, ж 
察 用 公式 


1 | . 
| 12 | 

给 出 的 在 X 上 给 定 的 算 子 P， 因 为 VELAX,S)， 所 以 VEB(X， 
~)， 如 果 我 们 证 明了 


7(2)(8)=| 


УС (в) = [| Kis, a(t)an(t), ах, 
则 令 КС, = Киз, ОШ), В 
02) (в) = 0168 У 629768) 
= [| к, южан) = 
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=| ко, Dru). 
因而 , 如 果 我 们 能 证 明 对 于 任意 算 子 VEB(X, L”) 积 分 表达 式 
存在 , 那么 注意 到 公式 |0|=wx'(K) 是 从 定理 3 推出 的 , 便 得 定理 
的 结论 ， | - 
于 是 , 我 们 认为 UEB(X, 1°), 考察 形 如 
L(s, £)= Sx (=), (С) 


КА А 五 ， 其 中 集合 BiESs (о) 两 两 不 相交 而 
х.ЄХ(1<і<і,), 显然 ， Н» 是 线性 集合 . .根据 引 理 2， Н, 在 LL 
[X] 中 稠密 ; 我 们 用 下 式 定义 在 Н. 上 的 线性 泛 函 Ф: 


Ф) = >], Ua) (в) (80509), 


请 读者 自 和 证 明 这 个 定义 的 合理 性 . 因为 集合 в, 是 两 两 宛 
析 的 , 故 有 


. fe : 
та 57| 101 свое 


| = 157] EA Ех 
如 果 我 们 把 工 '[X] 中 的 范 数 诱导 到 Н, 上, Ше н, ЕВЕ 
续 泛 函 ， 因 此 , 在 空间 L'[X] 上 存在 泛 函 9 的 唯一 连续 扩张 , 我 们 
仍 用 同一 个 符号 表示 它 ， 因 为 根据 引 理 2， 在 L'[X] 中 条 件 (A) 
成 立 ， 所 以 根据 定理 VL 1.4 的 推论 2， 可 找到 4- 可 测 函 数 
KK(s, 1), 使 得 
9( 刀 =| 1, РК (8, tds, #), ЄХ]. 

特别 地 , 对 于 75, 1) = Ya(s)z(t), ВЕХ (у), 2ЄХ, 我 们 得 到 |， 

|06202 =) | KGs, а(о)аСг)йАбә, t), 013) 
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因为 根据 定理 VI. 1. 1， 函 数 |K(s, О | 在 L'[Xj] 也 生成 了 一 个 线 
性 连续 泛 函 , 所 以 用 Fubini 定理 把 (13) 式 右 端 变形 , 便 得 


[ rc?m= (ко, aidan ars). 


由 ВСУ, (>) 的 任意 性 , 就 推出 了 表达 式 (1), 定理 证 毕 . 
推论 ， 设 X 是 (T, Zz, р) 上 县 有 条 件 (A) 的 Banach 基本 空 


Crp 


8]. 1L"==L*(S, Zs,v). 类 ВОХ, 1") 中 算 子 的 一 般 形 式 由 公式 


(1) 给 出 , дф КЄ; # ВО = ута suphK(s, 5). 

从 定理 5 推出 了 Hilbert-Schmidt & У Я Сагетап & 子 
(参见 Koporgoa[1]) 的 抽象 特征 . 

在 下 面 的 定理 中 , 设 Г! = СТ, Zz, м), 1" = СТ, 5х, р), 

定理 6。 ВУЛ: (5, У, >) 上 具有 条 件 (A) 的 Banach 基本 
М, ж ва Y') 中 算 子 0 的 一 般 形式 由 公式 


UG)(s)=| KGs, Dt), rEL! а) 
给 出 , Ж КСГ), ВЛ = утаізар[ КС, 2915. 


证 ， 因 为 在 Y' 中 条 件 (B) 及 (C) 成 立 ， 所 以 根据 定理 (4), 只 
须 证 明 任何 算 子 VEB (17, У’) 都 可 用 积分 表达 式 (1) жя, 5 
ЖИТ 0*EB((Y')% 1). 将 空间 Y 典 型 谨 入 到 (Y')* 之 内 ， 
并 根据 定理 VI 1. 6, 这 个 嵌入 是 保 范 的 。 用 六 表示 算 子 0* 在 Y 
上 的 限制 、 这 时 VEB(Y, 17), 根据 定理 5， 存 在 核 KEL*[Y']， 
使 得 / 

и (#)= | КС, sys)dy(s), уе. 

根据 引 理 4,V 是 正则 算 子 ， 而 这 时 利用 1 РУШ, 用 类 似 

于 定理 4 的 证 法 容易 得 到 ,对 于 可 表示 式 (1) 成 立 


下 面 的 推论 是 上 述 定理 的 一 个 重要 特殊 情形 ， 
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НИИ в. | 


ЖЕФ. 117-178, У, »), 1<реоо, ЕКВ, EL) 中 
算 子 的 一 般 形式 用 公式 
D(z)(s)= | КС (аи р), _ 2ЕЪЬ', 


给 出 ,其中 кем, ЗАВ, ПИ vraisup (人 LRC, Оф), 
如 果 1<2<co; Ш =угаі зир|К (5, 2) |, 如 果 2= оо, 


注 ， 这 个 推论 不 能 推广 到 p=1 情形 ,因为 在 L'(0, 1) 中 的 恒 
等 算 子 不 能 用 积分 表达 式 表 示 ( 参 见 1. 2). | 

算 子 的 积分 表示 问题 ; 很 时 就 为 许多 数学 家 所 注意 . 定理 5 
和 定理 6 的 一 些 重要 的 特殊 情形 早 在 本 世纪 州 年 代 就 得 出 了 ( 参 
见 Гельфанд[1], Dunford 和 Pettisf1], Канторович 和 Вулих 
[#1, 也 可 参见 Канторович, Вулих #1 Пинскер)*, Е 
中 通常 用 具有 Lebesgue 测度 的 区 间 [0, 1] 代替 具有 测度 的 抽象 
空间 , 以 适当 的 L? 空间 代替 抽象 Banach 基本 空间 . 

1.5 和 1. 6 中 现在 这 种 形式 的 定理 是 在 Byxsanos 文章 [4] 中 
得 到 的 ， 我 们 的 叙述 就 是 按 此 著作 来 写 的 ， 在 Byxsanos[3], [4] 
和 KopoTxop[2] 中 我 们 可 以 找到 有 关 在 理想 空间 中 算 子 积分 表示 
的 另外 一 些 定理 ， 算 子 解 析 表 示 的 许多 著作 都 利用 向量 值 函数 
(例如 参见 Dinculeanu Diestel，Phillips[1], Grothendieck[2]， 
Коротков[2], Бухвалов[5]). 


$ 2， 序 列 空间 中 的 算 子 


2.1， 我 们 给 出 从 空间 上 到 工 内 (1<2?<co, 1 委 " 委 co) 连续 
的 ,特别 是 紧 的 线性 算 子 的 描述 . 
设 忆 是 从 也 到 1 内 的 连续 线性 算 子 : 


ж) 通常 称 定理 2 Канторович-Вулих 定理 , 称 定理 6 为 Dunford-Pettis 定 
理 ， | 
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у=0(+), (== (Є, y= 9 ЕР). 
ја Ў, (2) = л, (21, 2, ---), В 
уу = ЗИ, 
所 以 f; 显然 是 空间 1? 内 的 连续 线性 泛 函 ， 并且 Ш. 根据 
关于 在 空间 1? 中 泛 函 的 一 般 形式 定理 , РЕВА 7, 可 表示 为 | 


т= }.02)= Уа,;,&,, 
0=1 


(zi (а\15 2р5 ДЫ бе, (DD 


这 样 , ято НА Г 
Фу 42 * аы 

2,1 852 +. 85}, ... - 

А= ~ | | (2) 
би 012 Gir 


Gis = f(x,) (а= 0, "30, 1, 0,5 4, Е=1, 2, ...). 

设 х= (,)Є1°, узи, ЕГ. ВНЕ“ ЖЖ 

Га, == (&, 22, Ё, 0, “…), Ly]; = (п, 2，… Р, 0, ...), Е 
除了 算 子 口外 , 我 们 还 考察 算 子 О, 0, 

Uz)= [ИС], И,,(х)=И, См) (61). 
и ба Са) а, (іа, Ет) 
ЖЕ со.) (i>n), [elm = (i>n 或 bm). 
并 且 引 进 和 矩阵 

Ган] [erala we [а] … 

А, ... ... ... ... ... 

[4] Га, 1. [а] … [91 
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аһ 8,2 ал. 
осо 0 


Га, 1 Гат Eas ит 


ГА] в = 
ато [бат *: Так] ит 
а: а» + ат 0 
一 ал Gn2 Gnm 0 


不 难 验证 , НЕЕ НУР И, 和 Um. 事实 上 ， 保 持 元 
Жа 和 y=U(z) 原 来 的 记 法 , 此 外 , 设 Fs(z)= 41), О (т) = 
{22,1 аһ), 可 得 | 


| | т, = У ана (1=п) 
[7 = к 


0 | (>а), 
即 | 
[2015 = > Ча ьь ‚ =Ъ 2, +). | 
В =1 
由 此 


[2: Јањ = > Чан и, = У Чат (2=1, 2, ...). 
k=1 k=1 


我 们 来 证 明 ， 算 子 序列 {UDU,} 和 {Um} 在 了 中 每 个 元 素 上 收敛 
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+0. 
ау], = 9, 所 以 
за) = 02), =0(2) (26). 
还 要 指出 , 由 明显 的 不 等 式 [Гу А (20110201 
下 和 
10.10. (3) 
ВМ, М 使 当 т> М, а>, 
Пий е, |0,0) ОС) <, 
这 时 , 如 果 т М, пс, 则 
[002) 0 „С 00) 0 Са 007,60) —07,0Га7) 
<е+10,112-— 2).1<е+ 10. 
从 而 


lim Umn(x)=U(7) (хЄ}°). 
п,т» ео 


如 果 口 是 紧 算 子 ， 则 0,>U 和 Um_>0 НИ 
范 数 收 全 | 

Е: о ТАЯ АШ, 
即 下 列 式 子 中 有 一 个 成 立 : | 

ЦИ, 04 =0 或 ај, „010. (4) 

Ш. ЖА. НТО, 和 Un 把 变换 为 有 限 维 ( 维 ) 
空间 ， 所 以 它们 都 是 紧 的 ,这 时 ， 根据 定理 IX.2.3,， 算 子 
U=limU, = нт 也 是 紧 的 . | 

必要 性 ， 用 六 表示 | zl < 时 信 ОС) а, БС К; 
所 以 六 是 相对 紧 集 ， 其 次 考察 算 子 7 

7, (у) = [01 (УЕ; n=1,2,.…). 

我 们 有 
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ШГ, (9) =y (ЕЁ). (5) 
ВЧ, 88 Гельфанд 定理 (定理 1X. 1. 3) 在 相对 紧 集 上 (5) 式 
一 致 收敛 , 即 对 于 所 有 УГ 及 充分 大 的 n(n 宇和 NN) 有 
Ey1.—yt <e, 
或 同样 地 
10„(=)—И(2<е (< п), 
这 就 意味 着 
1z7, 一 中 <。 (>N). (6) 
因此 (4) 中 的 第 一 个 式 子 得 证 . 
为 了 证 明 第 二 个 式 子 , 我 们 从 下 式 开始 : 
Ох) = (рт), (г), 5, БК), 0, …)。 
如 果 令 


fimCT)=fi( [Lr]m) = Уа; (== {2,}Є1°), 
в 


НЯ ии МУН 
ТЕ -} У. ВАА (i =1, 2, +5, №). 
在 此 情况 下 


010,65) —0,„ Сә) 
一 | (С) (2), 02) -—}„(=), .., fu(2)— Рет), 0, 0) 


«Аза, 1, 5,1,0, «|= арм" аа. 


最 后 , НМ НАНА, 01 <2е(я> М) #8 
[0,6—0 „С = |0 „(2—0 (а) | 
«0,620 „Сх 00,7) 0 (Е) | 
+ 010762) —-0 1) 12е (10 + 221211 elzl 51. 
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此 外 , 2010, —-01<е, 故 
[0,„-01<6е @>М, т>М), 
定理 证 毕 ， 

注 . 可 以 用 另 一 种 形式 来 叙述 这 个 定理 . 首先 可 以 只 限于 玫 
算 子 Vs 代替 算 子 Fa， 并 用 自 收 敏 来 代 夫 收敛 于 世 ， 因 此 可 以 
这 样 叙述 : 算 子 了 是 紧 算 子 的 充 要 条 件 为 对 于 任 章 的。 之 0 有 

jz 一 Ze 一 e (п, PN .). 
现在 指出 ， 


19 „„| =sup| та, | (7) 


(а= (А0761, = рег, 241.1). 


事实 上 , ХВ, НР. жен] Х* 中 由 元 素 ЄХ 
确定 的 泛 函 (参见 V. 7. 3), 这 时 
а = SP | 了 > РІ =зыр |702) (ЄХ *). 


如 果 算 子 刀 将 入 变换 到 空间 УИ, Д] 
| =вир|0(2)| =sup suplg(V(z)) | (rEX, gEY®). 


. (8) 
把 和 看 成 是 空间 ,把 Y 看 成 是 空间 并 取 算 子 Us 作为 U, 则 
有 

9005) = >. Ч (х= {2;,}61°), (9) 


я а (Є 确定 了 泛 函 g 91 =). НСВ) 
07). 
把 (7) АНТ 0, 07, (1А ж пр), 可 以 把 前 面 的 条 体 写 


为 下 列 形式 : ща, | 1, | «1, 
к =1 k=1 
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人 > 一 ан <е (p>N), 
bt 


言 之 , 定理 也 可 这 样 叙述 : 

U 是 紧 算 子 的 充 要 条 件 为 : 对 应 于 “截断 ”矩阵 [4];, 的 双 线 性 
形式 的 序列 在 空间 де 和 4 的 单位 球 上 一 致 自 收敛 ， 

这 个 命题 实质 上 仍 是 Hilbert 给 出 的 . 

2.2. 上面 我 们 从 给 定 的 线性 算 子 可 出 发 ， 根 据 它 确定 年 隆 
(2)， 而 使 我 们 感 兴 趣 的 是 下 面 的 问题 ; 在 什么 条 件 下 预先 给 定 的 
矩阵 (2) 才 是 对 应 干菜 连续 算 子 或 紧 算 子 的 候 阵 . 

我 们 可 以 利用 “截断 ” 撼 阵 来 表示 算 子 С. Е. 

9=0(2) (== (ЕР, у= ть} Г), 
So (і<а), 
7; 一 bel 
0 (+>п). 
ВЕ ЕНТО „СВЕ О) ВЕБ ВОВ: 
10| ЗК (п=1,2, …) (ВОК (а, m=1, 2, <). 
А (10) 
ПЕЖНТИЛЕДРАЯ РО... НИ 
lim 0,01 =0%. (11) 


证 ， 必 要 性 ， 如 果 算 子 忆 存在 , 则 上 面 已 证 , ЕР О,,>0. 
根据 空间 ?和 1 的 完备 性 ， 算 子 Uw 的 范 数 总 体 有 界 〈Banach- 
Steinhaus 定理 ; VII. 1. 2). | 

ЩИ ЕР, ААВ 1, аа 207, 由 此 直接 推出 (11) 


ж) 0 空间 的 情况 , 定理 是 Hilbert 证 明 的 (参见 НИЬего. 
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式 


充分 性 ， 首 先 考察 算 子 an 在 截断 元 素 上 的 情况 ， 设 给 出 元 
素 2, 使 得 [zlm=z.。 设 4>>m, 则 
Unn(T) = (Wm, 72, ***, Nn, 0, ) 


(т. = > )а,,,; z=(€1, ё, ***, бт, 0, "**) t=1, 2, +, в). 
同时 , #9 (10) * 
Га и 
[И=(2) = РЭ | «ка|. 


беј 


在 这 种 情况 下 序列 (9 因而 存在 
у= limUmn(z)= {0}. | 
于 是 , 序列 {Uo) 在 了 中 截断 元 素 组 成 的 稠密 集 上 收敛 ,又 因为 这 
些 算 子 的 范 数 序列 有 界 , 所 以 在 整个 了 空间 也 收敛 . 设 
(== 0 „(2) _ («ЕВ). 
因为 对 于 任意 的 zxEln， 
ИС) = limUnn Lz]n) = СИ, У, е, 9, 390), 


"9 = Уа, (а= (&,}31= 1,2, .-), 
А b=1 . 
所 以 当 т> оон 9 
V(z) 一 limZ([z]n) 一 (т, 7», "72 ...), 
其 中 


т=п = За, (1,2,0), 
х0 =! 


Вр О РНЕ (2). 
如 果 条 件 (11) 成 立 , 则 显然 
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U= 1imU,,. 


п Эсо 


又 因为 算 子 Tu 是 紧 的 ， 所 以 算 子 DU 也 是 紧 的 ， 

定理 证 毕 . 

我 们 给 出 几 个 推论 . 

推论 1。 ЖАКАН, 则 它 对 应 二 个 从 虐 到 1 内 的 过 
续 线 性 算 子 的 充 要 条 件 为 


ѕир[4,% | <оо, (12) 
Жн лжи 

Фр Hz ** бы 

азу 022 ** don 


dnl Ong *** ба 
按 模 最 大 的 特征 值 ， | 
事实 上 , О, Е п О, 这 个 空间 是 由 
Мат 项 开始 的 所 有 坐标 均 为 零 的 元 素 构成 的 . 而 这 时 
[0,.1= 14,0, 
因此 , (12) 式 表示 supjDuo| оо, 这 与 条 件 (10) 一 致 


推论 2， 如 果 佐 阵 (2) 满 足 条件 
вернае (не өв 


ТАЧ 

| 1078. 

事实 上 , 我 们 估计 算 子 Fu。 的 范 数 , 有 
„|= > >14 нЕ, 


$=1 | =! 


= 
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в п /ol п т/р | 
зр ла | <B"lzl" 


因此 , 107,128, 即 (10) 式 成 立 . ВДЕ 4 对 应 线性 算 子 UV, 并 且 
10| <. | | 

0, Ж2.1 中 定义 的 算 子 , 把 对 算 子 也 的 范 数 求 得 的 估计 用 
= 0-—0ы: 


б=тъ k= 


РА => тив l/r 
Lm ны" | , 
ЖІ. 如果 рет 2, 则 条 件 (13) 成 为 


о а үм 
ва <оо, 


#1 р =1 


2. ШИ р=1, 则 条 件 (13) 成 为 
со 1/г 
воины] <оо, (14) 
4-1 * 
其 证 明 可 以 类 似 地 进行 


$3。 函数 空间 中 的 积分 算 子 

本 池 将 指出 , 在 怎样 的 条 件 下 积分 算 子 
g=U(z2)，3(9)=| к(а, ta (веру (0D 

是 把 一 个 函数 空间 义 变 换 到 另 一 个 空间 YY 内 的 连续 (或 紧 ) 算 子 . 
大 部 分 结果 是 针对 义 =L?(D)，Y 了 二 L<D (1<p,g 过 0%) 的 情况 
其 中 DD 和 D' 分 别 为 维和 维 欧 氏 空间 *” 中 的 有 界 区 域 ， 不 失 


*) 在 人 3, 4 中 由 于 是 标 数量 太 多 ， 我 们 不 象 本 书 其 余部 分 那样 用 Rn 和 R* 
表示 有 限 维 空间 , 而 是 用 R* 和 R? 来 表示 ， 
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一 般 性 , 下 面 认为 mes == 1, 

下 面 假定 算 子 忌 的 核 国 数 КС, 在 (4 二 +») 维 空间 区 域 D' х 
р 中 是 可 测 的 ， 因 而 , 对 于 几乎 所 有 的 5С0', ВЖ КС, а 
可 测 , 且 对 于 几乎 所 有 的 #60 关于 s 可 测 . 

本 节 得 到 的 结果 在 8 4 中 叙述 C. Л. Соболев А. Е Я Н 4 
着 重要 的 作用 ， 而 嵌入 定理 在 数学 物理 的 微分 方程 理论 中 起 着 重 
大 的 作用 . | 

本 节 的 大 部 分 结果 是 关于 位 势 型 积分 的 С. Л. Соболев 定理 
的 推广 , 这 里 和 $4 中 所 叙述 的 材料 取 自 Л. В. Канторович 的 论 
ЖГ, 

3.1， 定 理 1。 设 下 列 条 件 成 立 : 

1) 对 于 几乎 所 有 航 Е, 


АСОС | (10). — (2) 
2) 对 于 儿 平 所 有 的 1ED， 

иже, las | <0 (o>0). (3) 
3) 42р, 420, (1—0/4)р Er (р, 421). (4) 


这 时 ， 积 分 算 子 (1) 是 从 空间 工 *(D) 到 Le(D') 内 的 连续 线性 
算 子 ,并 且 ** 
П ОС, | (5) 
证 ， 我 们 对 1y(s) | 做 一 个 明显 的 估计 : 


ПОБИО 


= | ко, 2) ас) РТС) оК (е, рй. 


ж) НЕШИР АН, 1 确定 ， 
**) 所 述 的 定理 是 由 Х. Л. Смолиций 11 №5. 
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对 后 面 的 积分 应 用 指数 为 


1 ，_ 了 
Я == , А 一 一 一 一 一 一 ) А = < 一 -一 一 


1 14ү 
| | (ити) 
的 广义 Hilder 不 等 式 (IV. 2. 4), 得 


Мр-ма 


сут [ [кс ME а || бра | 
[[ же», поо |, (6) 
记 
А= р (1—0/9), 
注意 到 mes D=1 及 根据 (4) 有 Ат, 再 由 2) 式 便 得 
Пако ога [Джона 7" 
А ико, ора Г" «сним, 


把 上 式 代入 (6) 式 , 得 |y(s)| 的 估计 : 
91 [[ кс, О арор, (7) 
ЖН, 得 
Ва [соч |“ 


1 
< икс, і) "Тасе пайз) арс 


р! 


КЕСИ 05, 0) 148 )at ча 


* ) ЗФ 1>7>1, ИНЖЕ ро 的 情况 ， 在 注 3 ЕТ р-1 的 情 
я. 
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«ОО |2], 
这 就 证 明了 定理 的 论断 . | 

注 1， 如 果 条 件 НЕ 920 不 满足 ， 那 么 关于 (1) 是 
从 工 * 到 工 : 内 的 连续 算 子 的 基本 结果 仍然 成 立 . 事实 上 , 如 果 9 一 
а, 则 用 91=o 代替 9， 不 等 式 (4) 是 成 立 的 ， 而 这 时 书 是 从 工 ? 到 
Lr: 内 的 连续 算 子 ， 它 也 是 从 工 * М 内 的 连续 算 子 〈 因 为 4< 
9). 

ЖА а2р 也 不 成 立 ， 则 由 (4) 式 用 9: = р 代替 g 得 到 的 
不 等 式 | 

р (1—0/р) <" (8) 
成 立时 , ОЕА Е 2 Lr 内 的 连续 算 子 . 

我 们 指出 , 如 果 о>1, 221, 则 (8) 式 成 立 ， 

Ж 2. ше 0-1 的 限制 显然 不 是 本 质 性 的 . 对 区 域 忆 作 相似 
变换 , 总 可 以 使 其 满足 要 求 ， 此 时 , 在 某 些 估 计 中 可 能 出 现 只 依赖 
于 mesD 和 指数 的 因子 А, | 

注 3 我 们 指出 当 p=1 时 定理 的 极限 情况 ， 即 讨论 从 L'(D) 
到 Lx(D') 内 的 算 子 ， 在 这 种 情况 下 ,定理 的 条 件 简 化 了 ， 即 只 要 
对 于 几乎 所 有 的 iED, 条 件 


[тж ав "<, | (3') 


成 立 , 算 子 UU 就 是 从 LL'(D) 到 Lr(D') 内 的 连续 算 子 .并 且 对 于 算 
子 品 的 范 数 有 估计 式 < 
19104». 

于 是 , 条 件 1) 和 3) 去 掉 了 , 而 条 件 2) о 9 时 应 成 立 . 

在 这 种 情况 下 , 定理 的 证 明 也 简化 了 ， 因 为 在 给 出 (6) 式 时 少 
了 最 后 的 因子 , 只 要 利用 道 常 的 H6Ider 不 等 式 就 够 了 . 

注 4， 我 们 指出 另 一 种 重要 的 , 即 &= ce 时 的 情况 .在 这 种 情 
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况 下 , 定理 可 这 样 叙述 : 如 果 条 件 (2) 对 某 个 тр 成 立 ， 则 积分 算 
子 (1) 把 Lr(D) 变 换 到 LL”(D') 内 , 算 子 口 的 范 数 估 计 的 不 等 式 为 
lvl se. 
在 这 种 情况 下 , 直接 把 H6lder 不 等 式 用 于 (1), 就 可 以 得 到 它 
的 证 明 . 
注 5.。 当 不 等 式 (2) 的 右 端 与 a 有关 时 ， 即 不 等 式 (2) 和 (3) 变 
为 下 式 时 : 


[ик Св, 2) [7 | <оше), (2а) 


|, [К ($, #)1 (0 (5)) "ds 0, (за) 


定理 仍然 成 立 , 特别 , 不 等 式 (5) 也 成 立 ， 
3.2， 我 们 转 而 描述 紧 算 子 ， 首 先 证 明 一 个 简单 的 定理 . 
定理 2. 如 果 积 分 算 子 (1) 的 核 在 区 域 六 xZ 内 ”次 可 积 , 这 


下 


里 7=min(p, 9'), 即 有 


1, |. |К (3, реа: |" <6<о, (9) 
则 它 是 从 Lr(D) 到 Li(D') 内 的 紧 算 子 ， 并 且 
10| <<А6, (10) 


其 中 可 取 
一 
А= [mes 0 


ЧЕ. 首先 证 明 上 述 对 算 子 Z 的 范 数 的 估计 的 正确 性 ， 利 用 
Halder 不 等 式 有 


Bee 01а | [сога 


«ко, оа) Ц есоре р 


= ке, ра |" 
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由 此 
м1 [| посоча | 


«1 Цико оаа" 


注意 到 > 委 9'， 因 而 有 "229. ХЕРА НЕК г/т 
(7'/9)' 的 H6lder 不 等 式 得 


ПЕНАЛИ 


|, 19/9 ds 997 
«4С |2|, 
由 此 推出 (10). 


ЖК Е] Е" Ср’ xD) 中 的 元 素 ， 所 以 ， 可 求 得 这 样 的 连续 
ВК, 的 序列 , 使 得 


[Го о.о, о аа |” е, 


(п=1, 2, •••), (11) 
其 中 е,->0. НО, би К. (5, БУВ, 我 们 得 到 О, 
紧 的 (参见 ІХ. 2.1), 根据 (10) 和 (11) 
jz 一 zj 委 4e， (n=1,2,.), 
‚ ЯКО} РО. Ех, 算 子 UU 也 是 紧 的 (定理 IX.2. Э). 
Ж. МВ К(5, ИИ ЖЕ 


в] [ко ота аре, ад) 
则 算 子 也是 从 EL?(CD) 到 1?(D' ) 内 的 紧 算 子 , А 101<В, 
此 命题 的 证 明 与 定理 的 证 明 类 似 . 
定理 3， 设 定理 1 中 条 件 1) 和 2) 仍 成 立 , 而 条 件 3) 具有 


A 
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4—7, 420, а-в/9)р’<т, (13) 


rw 


Е. М рт, 使 得 条 件 (4) 
(1—0/9)р <р 


成 立 , 引进 核 К (8, 0), 4 | 
一 多 (—п>К($, В), 
К ($, оке 1) СКС 2) <а), 
п (К (8, #) >а). 
估计 量 


. 1fp 
(т = vrai сир} | 106, t)— Ka(s, Diet 
3€D! 


. . р р рр 
Svrai sup 165: 01 й | А 
其 中 А, Со) т ОНЕ ЖИ: [ К (8, 2) [>а 的 点 的 全 体 ， 如 果 а 
ЄА,(з), 则 因为 |K(s, #) | >л, 


Е Сз, 0) [< 


п"? 


1 К (3, |’, 
因此 
1." 
(< уг сор] | А кә, #) |" |" * 
вер: › 1 


Ап (8 
<и! СРНА 
和 前 面 一 样 , НИ, ЗБОЮ К, бз, ОКТ, РЕР 0, 应 用 
定理 1 的 估计 式 (5)( 以 бот В Су), 8 
1—0. < и - о "Os, 
ЙЕ а 0—07, 80, 


因为 算 子 0 的 核 有 界 , 所 以 它 的 任意 次 需 是 可 积 的 ; 于 是 , 根 
据 定理 2， 算 子 UV, 是 紧 的 ， 因 而 ， 作 为 紧 算 子 序列 极限 的 算 子 可 
也 是 紧 的 (定理 IX. 2. 3). | 
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注 1、 如 果 在 条 件 (13) 中 第 三 式 等 号 成 立 ， 但 存在 这 样 的 递 
В ФЛ) (10), 使 得 Ф(Л) /А 是 递增 的 , 且 当 4->co 时 它 趋 于 
无 穷 , 并 且 不 等 式 (2) 在 较 强 形式 


ff,todrcs, ору" <, 


下 成 立 , 这 时 定理 的 结论 仍然 有 效 . 

#2. ЖОЮ 是 任意 的 具有 有 限 测度 的 空间 时 , 定理 1 一 3 
仍 成 立 ( 在 证 明 时 只 需 作 不 大 的 改变 ). 并 且 还 可 以 把 它 推广 到 广 
泛 的 理想 空间 类 上 去 ， 

3.3. 下 面 我 们 引进 函数 空间 LipB， 它 是 由 定义 在 区 域 D' 内 并 在 其 中 
满足 指数 为 8 (0 二 p<1) 的 Lipschitz 条 件 的 全 体 函 数 构成 的 ; 于 是 , yELipB 
就 意味 着 存在 常数 使 得 

iyCs 十 As) 一 y(s) |< В|Аз|? (线段 [s,s 十 As] 属 于 DD')， 
其 中 把 |As| 理 解 为 在 > 维 空间 中 向 量 As 的 长 度 ， 显 然 ， 任 何 函 数 9ELipp 
都 可 以 叭 一 地 连续 延 拓 到 闭 包 万 上 ， 事实 上 , 如 果 3,58, 8,60’, s€D', 则 


1y (8» ) 一 gsm) <В | г, 一 sn 和 1 一 一 一 一 >0. 
， п, 了 一 OO 


因而 C8.) 是 Самеву 序列 , 由 此 , 708) 二 Timy(s,) 存 在 ， 又 利用 Lip- 
schitz 条 件 可 验证 y(s) 不 依赖 于 в, эв 的 选 法 ， 因 为 延 拓 后 的 函数 y 显然 
在 五 上 满足 指数 为 8 的 Lipschitz 条 件 ， 所 以 y 在 紧 集 万 上 连续 ， 于 是 ， 
Аре ЯЖЕЛ СОО), ТҮ. 4. 分 ， 在 LipB 中 范 数 用 下 列 式 子 


{1y(s+As)—y(s)| 
[As12 


[|= зар, +зор| (8) | =С,(у) + |ус 
[а.а+ 48125 єс 


来 定义 ， 读 者 自行 验证 , 这 时 ТАр 构成 В-25 И, 

下 面 我 们 更 详细 地 考察 当 集合 了 DD 和 D' 在 同一 个 空间 中 , ШЕК (8,08 
所 有 奇 点 都 集中 在 集合 D' XD 的 “对 角 线 "上, 即 st 时 这 种 情况 下 的 积分 
算 子 (1)， 对 于 s 关 + 假设 核 关于 点 s 的 毕 标 可 微 ， 用 | 一 t | 表示 点 a 和 
之 间 的 距离 , 换 名 话说 , 表示 向 量 8 一 t 的 长 度 . | 

对 于 上 述 情况 , 下 述 定理 成 立 . 

ЖЭ 4. ИЕК (а, !) 满 足 每 件 


р) {| Cgrad, KCs, 0) 1-12 79а СЕ, (14) 
- р 
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其 中 用 grad。 ЖЖЕНИЕ, | 
2) 9] 790067 (15) 


[2—22 
. 这 时 积分 算 子 (1) 把 空间 L”(D) (及 任意 的 Z?(D), 之 7') 映射 为 空间 
Lipp, № В, 
Су) «ГЕ (2843) 11141. | (16) 
证 ， 任 取 一 个 完全 属于 内 的 线段 [a, 84.8]. НР А у= 00а) Я 
着 这 个 线段 的 增 蚌 有 


Свв) — 96491 = || СЕ Gs+Ahs, 2) Ко, 0а а | 
<|| Е (вз, 人 一 下 Ca 0) "а а. (17) 
р 


为 了 估计 第 一 个 因子 ， 把 积分 区 域 分 为 两 部 分 : Di рН 51 
21As| 的 交集 而 Р, = ХР, ЖУК, ГЕ р, 的 积分 有 


[ee она, (ина адар. 


因为 
[8-Е А8—#[<|8-—# |+ |Аз|<3А8|, 
ЯН К (8+ Аз, 1) |" 的 积分 有 类 似 的 估计 ， 只 是 因子 用 3 代替 28， 由 此 可 得 


17r 


І, -| IK(s+As,t)—K(s, 0) "а | 


|, [К (8-Е Да, #) |4 р, |К(а, 1) а | 


(28 4-38) Р | Дае. (18) 
其 次 


|| коа, 0-ке ора)" 
<], [| И gradsK (А, #) та" ”. 


同时 , 因为 ЕД», 所 以 


+ ) 表达 式 | “pC4)a4 应 理解 为 在 线段 [ss-+ As] 上 的 积分 . 
。484 ， 


А0216 М-Н аи, 


因而 
де г at isr 
lgradoK (4, 2) | [2—2 [1-24 | ВЕНЕВ 


по 
«а [р 
ПКЕ аА |" 2 ав 


21-8 Дз |1777 урет ву 
атау), ал », [[8гад,К (4, ПА і | та | 


Дегай, КА, t) | аена | 


Ur 


+B-1l+ 


< 1Asl7 
对 照 (18) 和 (19) 得 
[| Кода, 9 — КС 0 [7а | ъ<ТЕ ИРА |°, 
В 
而 这 时 根据 (17)， 
(а Ав) —y(8) 
О рее РУ, 


从 而 得 (16) 式 . 
由 条 件 (15)， 如 是 从 LL"(D) 到 L*(D') 内 的 连续 算 子 (参见 定理 1 的 注 
4), 由 此 可 得 y(s) 模 的 最 大 值 的 估计 
maxly(s) | Аз. 


由 这 个 不 等 式 及 (16) 式 便 证 得 算 子 二 的 连续 性 . 

注 1， 因 为 在 Lipp 中 范 数 有 界 的 函数 是 同等 连续 和 一 致 有 界 的 ， 所 以 
АЕ, ВК (в, ПЕРЛ B>0 满足 条 件 (14) 和 (15), 则 把 
算 子 (1) 看 作 从 LL"(D) 到 C(D') 内 的 算 子 , 它 便 是 紧 的 . 

注 2， 当 р=со 时 定理 的 结论 仍 成 立 ， 即 如 果 条 件 (14) 和 (15) 对 7=1 
和 某 个 В>0 成 立 , 则 算 子 UU 是 从 L”(D) 到 Lip8 内 的 连续 算 子 , 并且 

С, SLE + (28-38) Fillzll. 
同上 面 一 样 ,把 口 看 作 从 LL”(D) 到 C(D') 内 的 算 子 , 它 也 是 紧 的 ， 

在 Берколайко #1 Рутицкий[1] 的 著作 中 把 定理 4 推广 到 Banach 基本 

空间 上 . 


3. 4， 现在 考察 算 子 U 的 核 依赖 参数 的 情况 . 


?p= \Ав[2Е. (19) 
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ЖЕН К,(6, 0), 如 果 对 于 任意 的 =>0, #>0 及 s， 可 求 出 


6>0 及 集合 4(s), Ш Е Ш |r 一 zj<6, i&4(s) 时 ГК, (8, 2) 
—K,,(s, р) |<е, ЗН. mes A(s) <, 则 称 此 函数 在 TTo 时 按 参 
тт еі ЛЗР ОЕА». 


ТИТ ЛО. 

定理 5。 设 积分 每 子 的 核 当 Ниле ния Ш 
对 于 每 个 "定理 3 的 条 件 都 成 立 ， 并 且 ， 在 该 定理 的 式 子 中 出 现 
的 所 有 党 数 (C С.о 等 等 ) ут ПО, | 


у.=0.(2), 9.48) = | К, (в, дас 


(ZEL?(D), y.EL' О’) (20) 
对 参数 是 连续 相依 的 , 妈 
lim IU,—U., |= 


тэт 


и. 我 们 有 
ys) 一 入 (9) = | [К..(в, )— Кв, Ода. 


利用 定理 3 证 明 中 的 记号 , 我 们 估计 常数 
ср’ утай вр] | |К.,(в, 6) — К. (в, 01946. 
гєр' “LJp . | 


设 e>0，N>>0 及 。 是 给 定 的 ， 根 据 几 平一 致 过 续 性 的 定义 ， 
可 求 出 与 其 对 应 的 6>0 及 4(s) Ср, ам, 为 简单 起 见 假设 
p>1**, 


[| 6, 1) К, (8,1) Pei 


ж) 参数 的 值 是 欧 氏 空间 中 的 点 ， 但 也 可 以 把 r 看 成 是 任意 度量 空间 中 的 元 
Ж. | 

**) 如 果 ост, 需要 利用 不 等 式 (6 十 DJV2<2V4-I[av2 十 3721 (а, 6220). 
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1 
«Г [К., (8, #)—К, (8, #) раз |7 
к, |K,,(s, 1) — К, (8,2) "аг 
去 e[mesD]* | 


+{| ГК. ($, о кв, и [| и © р 
<e[mes р] +20, 1", | 
因而 , Се тев 077-20, 1/2, РАЗНО, 量 С 
可 任意 小 。 又 根据 定理 1( 参 见 (5))， 
10. ОГО 2, 
МАО „О .1 也 可 以 任 章 小 , 这 就 证 明了 定理 的 论断 . 

注 . 定理 可 直接 用 于 gg 二 co 情况 (参见 定理 1 的 注 人， 确切 
地 说 ， 如 果 "р 且 对 于 任意 的 +，(2) 式 成 立 ， 而 楼 K,(s, 0) 
Tt 二 To 时 按 参 数 是 几乎 一 臻 连续 的 , 则 算 子 (20) 对 参数 7 是 连续 相 
依 的 .显然 , 这 就 表示 根据 9 之 0 可 找到 4>>0, 使 得 

ly) ys (rrl<h, seD'). 

3.5， 最 后 我 们 考察 特殊 类 型 的 核 ， 设 集合 DD 和 DD’ 在 同一 空 

间 中 , 讨论 形 如 ， 


В(з, #) 
|81" 


的 核 , 其 中 B(s, ТАИ, МЕНЕ, 这 种 形式 的 核 叫 
做 位 势 型 核 , 

如 果 т" < р, 则 这 样 的 核 关于 上 是 了 次 可 积 的 ， 或 确切 地 说 ， 
条 件 (2) 成 立 ; 如 果 ma <», 则 条 件 (3) 成 立 ， 于 是 , 可 以 分 别 取 充 
分 接近 所 和 六 的 数 作为 7 和 xx， 这 时 条 件 (4)? 可 写成 
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> 2 (1-0 рой. 
94222, “>, ( ор < 


т 
利用 定理 1 的 注 1, 便 可 知 , 条 件 
әр 
и— (и—т)р’ 
保证 了 有 具有 形 如 (21) 的 核 的 算 子 (1) 的 连续 性 (把 它 看 成 是 从 LAD) 
到 Lr(D') 内 的 算 子 )， 因 为 此 时 定理 3 的 条 件 也 成 立 (注意 类 似 
的 注 ), 则 从 (22) 式 也 能 推出 算 子 品 的 紧 性 *， 特 别 当 m= 4 一 1 时 
条 件 (22) 具 有 下 列 形式 : 
<, >> нр. 2 023) 
在 下 列 条 件 下 , 定理 4 可 应 用 到 所 考察 的 情况 ， 因 为 ,显然 


та; ёгай, В(з, 2) | [В (з, #) | 
larad,K (a, 11894.80. 01 т В, 


4< ?HA 一 人 一 OP = (22) 


所 以 , 如 果 有 
sup[ | еа Ра |с, (24) 
- (т В) т< и. (25) 
就 保证 了 条 件 (14) 和 (15) 是 成 立 的 . 


在 这 些 条 件 下 ,， 算 子 (1) 是 从 空间 (р) 到 空间 Lip 有 内 的 连续 算 子 . 
如 果 把 核 КО Лз, 1) 看 作 是 参数 As 的 函数 , 则 因为 除去 点 
s 的 某 个 任意 小 的 邻 域 , 核 КО Аз, Е Аз 二 0 按 参 数 As 是 一 
致 连续 的 ， 根 据 定理 5 可 知 
im 10,01 =0, 
其 中 Us, АНИ КОЛ, О, 特别, 当 As~>0 时 
|. jy(s+As)—y(s) |‘48->0 *®. 


к) ась оол О оок аср М 


条 件 (22) 的 第 二 式 保证 了 不 等 式 (8) 成 立 。 
+) ”这 里 和 以 后 总 把 y 理解 为 算 子 UU 作用 于 某 个 x6L2?(D) 的 结果 :8 一 避 (2)。 
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类 似 地 , 设 是 连续 光滑 地 依赖 于 参数 г 的” 维 流 形 , D' = 
0, , 即 是 由 点 s 十 2(s, z) 构 成 的 流 形 ， 其 中 s 取 遍 区 域 Do， 而 当 
т—>0 В, Ф(3, 7) 一 0( 关 于 是 一 致 的 )， 此 外 jwp(s, т) —Ф($',т)| 
委 %|s 一 s | (ec<1)， 这 时 , 作为 在 流 形 D， 上 考察 的 函数 y 


4. (8) =y(s+ (в, т) = [| KCst ps, т), бо, 
关于 z ВН (роз, 即 
17 
9.1 = | , обв) — в, (9) |148 一 >0. 
Do я +0 


综 上 所 述 , 可 形成 下 列 两 个 定理 . 
定理 6。 如 果 条 件 (22) 成 立 ， 则 具有 (21) 型 核 的 积分 算 子 是 
Аата), 其 中 D 是 4 维 欧 氏 空间 区 域 ， 
ЕФ» 维 流 形 ， 并 县, 如果 这 个 流 形 对 参数 是 连续 相依 的 , 
则 y=U(z) 对 参数 也 是 连续 相依 的 ， 特 别 


на, [08 + Д8) —9(3)чав | “0. (26) 
Ж. 当 4=co 时 定理 也 成 立 ， 这 时 条 件 (22) 用 下 式 
(1—m)p>n | (27) 
来 代替 (参见 定理 1 的 注 4). 
在 这 种 情况 下 关系 式 (26) 变 为 


sup| y(s+As)—y(s)|——>0, 


А8-0 


它 意 际 着 函数 y 的 连续 性 ， 即 在 这 种 情况 下 ， 算 子 U 实 际 上 将 
Lr(D) 映 入 CCD') 内 . 
条 件 (27) 可 以 改 成 mp' 过 hk， 这 上 时， 注意 到 定理 2 的 注 可 得 ， 
О 是 从 Lr"(D) 到 1L~(D') 内 (因此 也 是 到 CCD') 内 ) 的 紧 算 子 ， 于 
是 , 有 下 述 定理 : 
定理 7 如 果 条 件 (27) 成 立 ， 则 具有 位 势 型 核 的 积分 算 子 是 
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把 空间 Lr(D) 上 映 入 空间 C(D') 内 的 紧 算 子 . 


$4. Соболев ЛЕ 


在 数学 物理 和 分 析 的 其 他 领域 的 各 种 问题 中 ， 函 数 的 微分 性 
质 之 间 的 相互 关系 起 很 大 的 作用 .例如 ， 大 家 都 了 解 ， 知 道 了 偏 
导数 的 积分 估计 就 可 以 推断 函数 本 身 的 有 界 性 或 甚至 于 它 的 连续 
性 ， 在 很 多 情况 下 ， 可 以 根据 函数 在 整个 空间 中 的 性 态 来 判定 它 
在 某 个 曲面 上 的 微分 性 质 等 等 | 

在 第 六 章 中 我 们 已 经 用 到 过 这 种 思想 ， 即 同一 个 函数 可 看 成 
是 不 同 泛 函 空间 中 的 元 素 。， 这 里 ， 要 继续 并 且 更 系统 地 发 挥 这 个 
思想 . 本 节 所 研究 的 空间 是 用 其 中 函数 的 某 些微 分 性 质 来 描述 的 ， 
因此 , 如 果 一 个 这 样 的 空间 是 另 一 个 的 一 部 分 ( 按 集合 论 意 义 ), 则 
用 以 描述 第 一 个 空间 的 一 组 性 质 就 蕴涵 了 描述 第 二 个 空间 元 素 的 
特征 ， 其 次 , 在 这 种 情况 下 , 使 作为 第 一 个 空间 元 素来 考察 的 函数 
对 应 于 可 作为 第 二 个 空间 元 素来 考察 的 这 同一 个 函数 ， 我 们 便 得 
到 了 嵌入 算 子 ， 研 究 它 ， 不 仅 可 以 使 函数 的 各 种 性 质 之 间 已 建立 
的 定性 联系 精确 化 , 而 且 也 能 定量 地 描述 这 些 联系 . 

本 节 的 结果 基本 上 是 属于 С. Л. Соболев 的 (参见 Соболев- 
І, П), 对 在 数学 物理 中 的 应 用 它 起 着 黄 基 的 作用 . 

4. 1， 首 先 证 明 一 个 关于 可 微 函 数 积分 表示 的 引 理 (这 里 和 下 
面 所 用 的 记号 与 前 一 节 的 记号 一 致 )， 用 了 表示 R* 中 具有 充分 光 
滑 边界 的 有 界 区 域 . 

引 理 1， 设 x(s) 是 定义 在 凸 区域 РС В 内 的 连续 可 微 函 数 ， 
则 下 述 便 等 式 成 立 : 


Yr 


1 ы В, ($, 8) Е 
т ВО >| А 22-4, 


(1) 
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~ 


Or 


ІВ, (8, 2) «9 (&=1, 2, ЭХ (2) 
ое, асале, МНЯ 


Е. е рО, 1 是 单位 向 量 ， 这 时 在 通 
过 点 。 沿 方向 1 的 射线 上 的 每 一 点 1ED 都 可 家 示 为 1s 十 RI, 其 
中 尽 =1s 一 引 是 二 到 е 的 距离 ， 设 Z=4(1) 是 这 条 射线 在 区 域 D 
内 的 线段 的 长 讼 ， 令 И 

РО) 00| рево С) (t=s+RL), 


Р(в) =В(0)| 209), mt)| =0. 


因此 
б" Е 
= [автав | 25.0700 ав, | 
0 о ЗА 了 В"! 


在 此 等 式 两 边 乘 以 维 空间 中 单位 球 曲面 元 并 按 这 曲面 作 积分 ， 
利用 公式 
[асове | ао | xDP-eR， 
其 中 心 表示 中 心 在 点 s 的 单位 球面. 
积分 得 


z(s)mesD=| z(t)at—| 2..4“ В" at 
В 


› ӘВ` в. В"! 
因为 8G 57980), а, 6 ), 故 在 等 式 两 边 除 以 mes р, 并 记 
k=1 | 
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В, (5, 2) =В(5, 2) соз (1,4,) 


4“ И 
| | esD’ 
便 得 关系 式 (1)。 由 此 又 得 到 了 估计 式 (27 和 函数 的 连续 性 ， = 

注 1， 在 更 一 般 的 形式 下 引 理 的 结论 也 是 正确 的 ， 这 就 是， 
区 域 刀 可 以 不 是 凸 的 ， 只 要 刀 包 含 了 这 样 的 凸 子 域 D1 ， 使 得 由 亿 
内 任何 点 出 发 与 区 域 D, 相交 的 一 切 射线 上 从 点 。 到 最 近 交点 
闻 的 线段 构成 的 锥 р, 属于 D**， 同 时 公式 (1) 由 下 式 之 一 代替 : 


Е В, (8,2) Әг 
і, z(t)dt У 6105 rb 
(3) 


(B(s, = ;k=1,2, +, М), 


2(8)= 


1 
тезр, 


20) = арг], 20081 | 80 Эга 
(8) 

类 似 于 上 面 的 讨论 可 得 其 证 明 . 

#2. 引 理 条 件 中 区 域 忆 凸 性 的 要 求 , 只 是 用 来 保证 从 区 域 
р 的 任何 内 点 出 发 的 射线 和 区 域 的 边界 只 有 一 个 交点 ， 因 此 ， 如 
果 不 假 设 区 域 是 凸 的 , 表示 式 (1) 对 于 所 有 这 样 的 sED 仍然 成 立 ， 
只 要 关于 这 些 区 域 忆 是 星 形 的 ， 特 别 对 于 在 注 1 中 所 述 区 域 
D， 中 的 所 有 sEDi, 它 是 成 立 的 . 

注 3. 引 理 1 可 以 推广 ， 这 就 是 ,如果 x(t) 在 西区 域内 有 
АЗ гБ, 则 恒等式 


5} = 7.5 (8, tat 


ж) АНК а ЭЕ ЕБ Р, ЕЗИ, 
a 492 。 


кс" > [аа обет 0 


成 立 , ЖФ 
gls, j=55.(0 8) (8), (5) 


6b, 是 仅 与 1 和 4 有关 的 常数 ， 
520001695 0) 


C+D ... ГА в-1 
a = | Чи) а), 
(5') 


а; = соз (1, #;) (4 =1, 2, ..., и). 
公式 (4) 的 证 明 类 似 于 公式 (1) 的 证 明 , 只 是 在 证 明 中 函数 F(t) 由 
下 式 


НОО (В, о 


Tr | 1), 


3z(t) а: [ в! 
~ ав эв- а ур ‚РС 0). 


11 9*-2(1) | В! 
о а уге о} 
确定 , 其 中 
PE, | pp dp [ва и) чида, 
这 时 , 不 难看 出 ， 


рер _ — (2—1) (0—1) 
Р(в) =Р(4)| =2(8) 90,0) = =z(s) GT фе, 


* ) 我 们 利用 在 引 理 1 的 证 明 中 所 引进 的 记号 ， 
. 493 + 


е 


но], =0, 


ӘР ә! R'-! 
| | 


3 2=(0Г В"! 
十 (一 1 于 РУ ао | 


象 引 理 1 的 证 明 那 样 继续 下 去 , 并 利用 关系 式 


9:01 и Ә'а( у 
а) анна, 59200-— 


i ЕЕ ТУВЫ 


ту" 
&; —008 (1, #;), 


便 得 等 式 (4). 
_ 同 前 面 一 样 , РЯ 了 "内 由 充分 光滑 的 曲面 人 所 界定 的 凸 区 
Ж. В В, (е, 弛 是 引 理 1 证明 中 给 出 的 函数 . 


5182. ДЕ т< 020 (0—14) "<р 成 立 ， 


и—1’ ~ 
ЖИ В.С, t) 使 积分 
|ста4,В, (8, ё) |" 
56а вАбу ИИ, | 
р [8—2 |4232)" t (6) 
51 НЯ. 
1, 为 


В, ($, 8) =В($, t) соз (1, #,), 

所 以 | 
[ага ,В, ($, #) | 

< |втаа,В(, t) | | соз(1, $, )| + |В<3, &) | [2га4,сов (1, :.)| 

< [втаа,В(5,#) -К/Р (= |8—#|), 
其 中 下 是 某 个 常数 . | и 

№ ЖИ (и 1+ В) "< и ЗЕЕ ОЖ К/А 是 
正确 的 ， 我 们 对 第 一 项 来 验证 引 理 的 论断 ， 因 为 B(s, #) = 
: 494 . 


= 一 (dr 一 R"), 而 对 于 R* ЗВЕРЕЙ. Атда а 


~ yumesD 
来 证 明 引 理 ， 
用 和 表示 由 向 量 7 确定 的 射线 与 区 域 忆 的 边界 的 交 д, а 
二 (4,,…, 4,) 表 示 曲 面 S 在 点 入 的 单位 法 向 量 (4;, 1 二 i 二 4， 是 
向 量 元 在 坐标 轴 上 的 投影 ), 用 gp 表示 7 与 无 之 间 的 夹 角 . 
设 3=s 十 he; 是 8 附近 的 一 点 ， 其 中 ej 是 第 9 个 坐标 轴 方 向 
上 的 单位 向 量 ， 设 站 是 通过 下 向 二 的 方向 的 射线 与 区 域 九 的 边界 
的 交点 , 而 乞 表 示 这 射线 与 上 面 所 引 向 量 天 之 间 的 严 角 ， 最 后 , 设 
о 是 曲面 8 在 点 & 的 切 超 平面 上 的 点 ， 它 是 从 到 作 此 超 平面 的 ЗЕ 
线 的 垂 足 ， | 
Жи (и, е, н) (б, …, 0,) 的 坐标 写成 下 列 形式 : 
Ui—=8s (ti—8)r(s), й, =, +(#,—5,)т($) 
(1<і<уи), 
则 о | 
4(8) = |ч-—– 8 | =7($)|#—$| =т($)В(8), 
(8) = [8—8 =т(5)|#—3| =т(5)В (8). 
ЖИ 008) 关于 坐标 s; 的 导数 , 有 
se) рр) 


‚ 7(8)В(8) —т($)В ($) 
и они 


ҮЧ 
lin| "+8, | 
h30 А 
(т) 
显然 | 
ново) 8 
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为 了 求 (7) 式 右 端 第 一 个 式 子 的 极限 , 我 们 把 "Cs) 和 "(3) 表 示 为 : 


> (и; — 
(в) = d(s) _[#—$|созф (и—8,й) _з- (9) 
R(s) [25| созф (2—8, я) >> ( ” 
А; (& 
(8) = 408) _[#—$|созф _ (#—8,й) 
ЕС), |1—8|совф (1—8) 


(9 —0,в) 十 (2 一 2 т) + (и-—8, п) 
Е (2—8, Э) 


| 一 中 十 位 А, (а, —8;) – АА 
= 一 -一 -一 一 ， (10) 


ш 
УА4,(#,—8,) —А;№ 
i=1 


因为 向 量 和 Yo БЕ т 5, Поли а, 此 外 3=s 二 he; 
= (81, ..., 8; РА, `.., 5„). 
我 们 指出 , 根据 关于 区 域 忆 边 界 曲 面 的 假设 ， 


а НИ 4 。 (11) 
20 


利用 (9) 一 (11) 式 并 引进 记号 


ж) 我们 来 证 明 这 个 关系 式 ， 首先 根据 关于 曲面 的 假设 ， 
[1-5] ЗА -и |1 А [Я — 1, <) 
其 中 4 是 与 曲面 性 质 有 关 的 常数 , 线段 ie 属于 直线 sta ЖИ ЕЮ. ЕВЕ 
止 取 点 ww 和 7 ,使 得 直线 ww 平行 于 ss 而 直线 un ЕН 1. 设 (5) 是 直线 ЖЕ 
之 向 的 夹 角 。 这 时 


= le-7| ole-wl _ dad-R 9 = 
зіп (3) “siny(s) Из) 


比较 (x) 和 (x*) 可 得 


4-Е 


Ви 


{м | 


| 多 一 (у ) ”, 
为 为 根据 区 域 刀 的 凸 性 可 知 当 8-3 时 пу) Я, 由 此 推出 (11) 式 ， 
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Р=У, А; (0-5) := (5) соз, 
2=1 


9= 574,01, —8,) = (5) созф, 


便 得 т(8)—т(3) _ |й—#| + Р А,ћ с 


7 ОА 一 
___  АКР-@) _ 448) —(в)) 
3% 0 Ri(s)cosp ‘ 


(12) 
于 是 , 根据 (7), (8) 和 (12) 有 


(с) 436068) —Я($)) 3 
4.368) = В ($) соѕф + (5 ты). 


由 此 , рда т, 则 有 估计 式 


， = 4-В а da 
РФ] оғ 
及 
a 
= 1/2 
|grad,a | < 2и 19]: 
б" 
Г) 3/2 
[егай,4* | <2и Тог" 
所 以 
|grad da” | < А Br ~ 
为 了 估计 这 个 式 子 的 积分 ， 我 们 指出 ， 
ві [cosgydSdR， 


其 中 45 是 区 域 愉 边 界 曲面 仿 的 面积 元 素 . 还 要 指出 ， 根 据 引 理 


条 件 
* 497. 


нт (и-1+ЕВт+1>иг-и+1>0. 


综 上 所 述 ， 得 
д" 96 eos [ОВ ) 
js 


фев т! | 15 - 
а= (и—1+В)т] slcosp| 


—1<2, 0 т—1<1, НЕ пт ВТА ЕАУ 条 


其 次 ， 因为 ?< 一 


件 , 可 得 
| — 4 <, 


ь| созф] "1 


联系 前 面 的 讨论 即 得 所 需 的 结果 ， 


引 理 证 毕 。 = 
Ж. 从 3.5 的 计 论 推 知 , асаа Нн В в, СОЯ ж 
定理 3 1 的 要 


2， 基 于 前 节 得 到 的 关于 积分 算 子 的 定理 , 便 可 证 明 下 述 基 
кат | | 
ЖЕ 1. (Соболев 不 等 式 )， 设 x(s) ЧР Е 

可 微 函数 ,并 且 | 


A 


< Р_, (13) 


или дих 


ется = | абв mt la 
<А||вта4х!| |1 =4} [| рас 2 № д", 


1/9 


(14) 
其 中 
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1 
т(2) =. 可 “om (15) 
ХЕ а 在 区 域 忆 内 的 平均 值 , 而 4 是 某 个 常数 . 
证 ， 根 据 引 理 1 (注意 到 В, (е, 1) ЖАА), 有 


В, (8, і) Dr 
КЕ тар 


[2() 


<| 185,4) || prads di. 


— р[8— |. 


НЕОН 01. НИ | 的 积分 算 子 怕 是 从 Le(D) 到 


| s 一 
Lr(D) 内 的 连续 算 子 ( 参 见 3. 5, 条 件 (23)), 所 以 ， 
и тв | тада | ls. 
如 果 取 上 述 积 分 算 子 口 的 范 数 作为 А, 即 证 得 (14) 式 成 立 . 
注 1， 有 时 不 等 式 (14) 的 另 一 种 等 价 的 形式 


аи тайх е |2) (16) 
更 便于 利用 . | | 
#2. ШЖ р=2, йі p 之 2,， 则 当 g 一 2 时 不 等 式 (13) 成 立 . 
在 这 种 情况 下 不 等 式 (16) 变 为 


по 


b=1 
(17) 


[а + +12200) а) 
гав) 


| [2(8) |м) 
或 另 一 种 形式 | 
котам, 


这 就 是 著名 的 Poincar6 不 等 式 . 
注 3， 在 实际 应 用 中 ，(14) 式 中 常数 4 的 大 小 可 能 起 作用 , 利 
用 定理 3.1 可 以 估计 具有 核 | 人 号 和 | 的 积分 算 子 БЕ, 
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с=т 并 从 不 等 式 (1 一 ?7/9) р «т 确定 最 小 可 能 的 7, 则 作为 4 可 
取 量 


at мт 
А= 0, =С,<тах|В(8, #) (тах т | 
д“ 8 В! 1/т 
Зе. зт | 
GI+PAr 和 ит"? 


1/7 
тавр Таа) | 


4. 在 对 Соболев 不 等 式 所 作 的 证 明 中 有 区 域 刀 是 凸 的 
条 件 , 但 是 对 于 相当 一 般 的 区 域 也 可 以 证 明 谈 不 等 式 ， 首 先 , 如 果 
对 某 一 个 区 域 不 等 式 成 立 ， 而 存在 从 另 一 个 区 域 到 这 个 区 域 的 单 
值 连续 可 微 的 且 Jacobi 行列 式 为 1 的 变换 , 则 对 另 一 个 区 域 不 等 
式 亦 成 立 ， 此 外 , 依据 下 列 命题 可 以 把 Соболев 不 等 式 推广 到 更 
一 般 的 一 类 区 域 上 . 

定理 2 . 如 果 区 域 DD 是 上 共有 正 测 度 交 和 集 的 两 个 区 О, МО, 
的 并 , 而 对 于 其 中 的 每 一 个 不 等 式 (14) 都 成 立 , 则 对 于 整个 区 域 忆 
不 等 式 也 成 立 . 

证 ， 设 D=D1UD,, 令 

D;=D MD,, Рр, =р.\Р». 
用 m(z), mi(z),ms(z),mas(z), тату р а ЗЕБ, р, 
D,, Ds, Ds 的 平均 值 , 把 (14) 用 于 Di Яр, 得 

lz—m(z)h co EBI, lz—m(z)w, Вы, (19) 
其 中 了 表示 | [атай | [оу 而 В, МВ, 是 某 些 常数 ， 

其 次 ， 


т. (2) —ть (2) 5 Ца тату воо 


1 
(mesD,)/ 
+ [2— тС) 1] 
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«ахау т.) |е, |#—т.(1) о] 


(тезВ 
ЗВ, 
таб та а || [2(8) т.2288 
< [#«—т.(т) [.6о,.<В47. 


但 按 平均 值 的 意义 
minLm(z), mz) тт) тах, (2), т.()]. 
所 以 о 
т) тат) lm) mr) 
[и (+)—т,(т)| + |т,(х)—т:(1)|<Вь, 
由 此 还 可 得 
|т(2) т. (2) |< | т(2) т1(2)| 十 Js(Z) 一 和 (2Z) 
Boel. 
最 后 
12 љ(2) |. [6 mr Бе ms) [о 
и т, (2) [10е 12-02) rn, 
+ Нох) тС) (mesD) 
+ тС) –т.(х2)1 (пеѕр,)В;Ј, 
所 以 (14) 型 不 等 式 对 区 域 忆 成 立 , 
利用 引 理 1 的 注 可 得 到 Соболев 不 等 式 在 其 中 成 立 的 区 域 
类 的 另 一 种 推广 即 ， 设 区 域 D 关于 某 个 凸 区域 D1,CD ва 
的 ; 用 тас) ЕЖА а 关于 区 域 D, 的 平均 值 , 利用 表达 式 (3) 得 
到 关系 式 
[2 —т,(2)|, о SEAT (J = | [агай х1 1.2»). 
但 根据 引 理 1 的 注 2, 式 (1) 对 于 所 有 Єр, 成 立 , 即 
‚ 501. 


z(s)=m(z)+ | J dt (sED). 
. b=1 


因为 上 式 的 右 端 显 然 给 出 了 一 个 从 Lr(D) 到 Lr(D,) 内 的 连续 算 
子 ， 所 以 Е 

[а — т(х) Nw EA 
由 此 


[т.(2)—т(#)| = [+($) — т(г аз 


|ә; 


[бт [о < 4.7. | 


~ mesD 
由 这 个 不 等 式 和 前 面 得 到 的 不 等 式 , 终于 得 到 
[а—т(х)1<4А37, 


пер: 


这 就 是 所 要 证 明 的 . 
4.3， 现 在 我 们 考察 某 些 沁 的 空间 ， 其 元 素 是 区 域 思 内 的 所 有 
可 能 的 迷 续 可 微 硝 数 . 于 是 ， 不 同 空间 的 区 别 仅 在 于 其 中 引进 的 
范 数 不 同 . 
首先 考察 空间 рее . 
‚в = [в + [ „атага |" 
= т) [+ [| 8гаё zl lr. 《20) 
АЗН, ОВАА Еа АНЕ СЕА ОРУК 
线性 化 )， 
如 果 把 元 素 Е Le(D) 中 的 函数 ， я Соболев 不 等 
式 ((16) 型 的 ) 可 写成 这 样 的 形式 : 
Ае СДА (21) 
Е, АЛЯ, НИЕ дЕ\ 对 应 于 作为 L"(D) 中 元 素 
„902 


ВУ] ОАВ А ВЕЕ, ПЕВА 
紧 的 . 


设 序列 {zv} 在 空间 WP 中 是 有 界 的 ， 根据 引 理 1 有 


za(S) =" В geat 


азн Ва од ОЕ 3.6). 因 


жней Э #1, 2,…，j0 在 空间 工 ?(D) 中 是 有 界 的 , 所 以 , 可 
选 得 足 标 序 列 {n,} 使 得 序列 {9 | 


ив (кл Br(s,t) 9 
[ре 


(В=1,2, 4; $=1,2, 5.) 
在 L(D) 中 收敛 ， 也 可 以 认为 数列 тоба, 9) 收敛 . 在 这 种 情况 
下 ， ЛЯ Ка ир) фсе, 从 而 证 明了 嵌入 算 子 的 紧 性 于 
是 ,下 述 定 理 成 立 : 


定理 3(Соболев- Балрацеву» 在 条 件 (13) 之 下 ， 把 WH 
中 函数 映射 为 看 作 工 (D) 中 元 泰 的 同一 个 函数 的 左 入 算 子 大 


~ ~ 


МЕН 3 成 立 的 区 域 类 型 与 使 Соболев 不 等 式 成 立 的 区 
域 类 型 是 一 致 的 ， 其 中 特别 是 关于 某 凸 子 域 为 性 形 的 区 域 ， 或 有 
限 个 这 种 类 型 区 域 的 并 (定理 2). 
再 利用 定理 3.6, ЖИРЕ 3 可 获得 更 一 - 般 的 结果 
.定理 4。 在 条 件 


ж) С.Л. Собоген Ш ТЛЕ, В. И. Кондрашев 证 明了 它 的 紧 
性 . | 
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ЧЕ, "up (22) 


之 下 ， 把 Wp ЕН мо 900 表示 内 的 > 


-~~ 


NN ЗОНУ Г ВА ЗХНУ НХ Еж НУ. АА” ДААХ пики 


A 


lim КИ [2084 Дз) —а(в) [148 | ‘0 (23) 


考察 и р 这 个 特殊 情况 , 利用 定理 3.7- 得 : 

定理 5， 在 条 件 4<p 之 下 ,从 WP(D) 到 CCD) 内 做 入 算 子 
Енки. | | 

注 ， 利 用 定理 3.4 及 引 理 2 的 注 , 可 以 更 强化 这 个 定理 .这 就 是 ， 如果 
B < ЯАМ 到 Lip 6 内 的 嵌入 算 子 是 连续 的 (同样 参见 CoGones-1， 
§ 1.1). 

4.4. 与 引进 空间 МФ (р), 也 可 以 定义 其 范 数 要 借助 高 
阶 导 数 来 定义 的 那 种 空间 ， 即 , АЖ МЕР О 
L 次 连续 可 微 函 数 全 体 组 成 的 空间 , 其 中 的 范 数 由 等 式 


ао = о + 21|] ао а" со) 


АЕТ 
ФУ. 

定理 4( 因 而 作为 定理 4 特殊 情况 的 定理 з) 可 以 搬 到 高 阶 导 
数 的 情况 , 即 下 面 的 定理 成 立 . 

жи6. НУР ФЕНЫ. яа тер 是 
D 中 的 » 维 曲 面 ) 的 嵌入 算 子 , 在 条 件 


Ур 
4< ， У>и-й 25 
ий д — Гр (25) 


СТАЖ. ЖЕШ о 依 参数 是 连续 形变 时 ， 这 个 算 子 对 
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参数 是 连续 相依 的 . 
证 ， 根 据 积分 表达 式 (4)， 对 于 任何 函数 zEW2(D) 及 任意 
一 点 SED', 下 式 成 立 : 


8) р], 201) (8, рай 


922). i (8, і) 
CD 


其 中 函数 05, ЕО и 
根据 定理 3. 6 (这 个 定理 的 条 件 (27) 与 条 件 (25) 在 mw 二 1 一 1 


时 是 一 致 的 ), ЕЕ ДГ 28080 的 积分 算 子 是 


ЕЕЗ 

从 IL?(D) 到 Li(D') 上 的 紧 算 子 ; 仍 根据 该 定理 , 这 个 算 子 对 于 曲面 
D' 的 位 移 参数 是 连续 相依 的 。 

用 上 面 表达 式 中 第 一 .项 定义 的 积分 算 子 显然 也 具有 类 似 的 性 
Ж, 由 所 述 的 这 些 讨论 便 知 定理 成 立 . | 

最 后 ， 反 定理 5 推广 到 高 阶 导数 的 情况 得 下 列 结果 在 条 件 
h 过 1p 之 下 , 姐 入 算 子 是 从 Wn?(D) 到 СЯ. 

4.5， 空 间 W, 显然 是 不 完备 的 ， 但 是 ， 如 果 在 其 中 注入 某 
种 广义 可 微 的 函数 , 则 它 将 成 为 -空间 . 

我 们 说 , 刀 内 可 积 函 数 + 中 (s) 是 函数 x 在 区 域 忆 内 的 广义 导 
数 , 如 果 存 在 区 域 忆 内 的 连续 可 微 函 数 序列 {zi}, 使 得 对 于 其 闭 包 
含 于 DD 的 任何 区 域 Di 都 有 


1, Jzs(t)—z(t) | ->0, 


26 
az， (26) 


Е 


设 p 是 区 域 D 内 的 连续 可 微 函数 在 区 域 D 的 边界 及 其 边界 


附近 为 零 ， 即 它 仅 在 其 闭 包 包含 于 D 中 的 某 个 区 域 D, ИТ 
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一 09) &—_>0. 


$, ВР, РЕ А: 
| zt) | p(t V(t. (27) 


事实 上 , 如 果 在 (27) 中 用 2, Кава, 用 劳 * 代 替 zH， 则 (27) 式 


就 是 大 家 知道 的 Green 公式 ， 取 极限 即 得 所 要 求 的 结果 . 
从 等 式 (27) 顺 便 推 出 了 广义 导数 的 唯一 性 ， 事 实 上 ， 如 果 存 

在 两 个 这 样 的 广义 导数 中 入, 则 对 于 差 3 一 2 可 得 
| верила =0 | (28) 


其 中 史 是 上 述 类 型 的 任意 函数 ， 由 此 借助 JIysa 定理 容易 推出 ， 
#90(t)= 二 z(t) 几 乎 处 处 成 立 . | 
ДЕЗ ео ВАЗ, 而 是 用 一 种 专门 的 方式 , 即 按 
Стеклов 平均 值 的 方式 来 选取 . 
除了 在 1X. 1.1 中 加 于 平均 核 上 的 要 求 外 ， 我 们 还 假设 对 于 
任何 А220 函数 о, 在 [0, oo) 内 是 连续 可 微 的 . 
在 1X.1.1 中 已 建立 了 平均 函数 的 下 列 性 质 : 
а) [1.1.7 МП а[ьео› (8220); (29) 
Ъ) 如 果 =ЕЁКР) (р>1), МЧ А-0 12—20; 
с) Жи |. соу 20, ИН (и), а [ғ ср—>0. | 
此 外 , 由 于 函数 о, 的 专门 选 法 , 还 有 
_ а) 如 果 z 在 刀 内 有 广义 导数 2, 则 对 于 区域 已 中 任 一 个 内 
子 域 D (DiCD), 当 有 >0 充分 小 时 ,在 忆 内 成 立 等 式 


Бель. (30) 


我 们 来 证 明 d)， 取 {x4} 使 得 (26) 式 成 立 ， 对 于 з, 等 式 (30) 


显然 成 立 , 因为 在 此 情况 下 可 以 在 积分 号 下 求 导数 . 但 根据 ©) 
(906) —> 009), ЕЛӘ), 
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55 (ад = [52-9018 2а) 
Герой реа 

取 极 限 是 允许 的 ， 因为 sEPD，， 而 积分 区 域 ( 以 s 为 中 心 ， В 为 半径 
的 球 下,(8)) 当 忆 充 分 小 时 是 区 域 吕 的 内 子 域 . 

我 们 指出 , 从 (30) 及 b) 推 知 , 在 定义 广义 导数 时 , ЮР, 
可 以 起 函数 xx 的 作用 . 

上 面 的 讨论 表明 , 可 把 Соболев 不 等 式 (16) 推 广 到 仅 有 广义 
导数 的 函数 上 .事实 上 ， 访 广义 梯度 了 次 医 可 积 ， 则 根据 b)， 


Әх =| 
|, 9+; С 2, 


类 似 的 关系 式 对 梯度 也 成 立 . 因此 ， 对 连续 可 微 函 数 xz; 应 用 
Соболев 不 等 式 , 得 


|, аа |" Боре теѕр, |, T(t) | 
Мува 
然后 令 h->0 即 得 对 x 的 Соболев 不 等 式 ， 
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ЖН. М, 可 认为 与 已 无 关 (定理 1 注 3)， 取 区 域 р, 的 扩张 
序列 , 其 并 是 D, 则 上 式 取 极 限 便 得 到 对 区 域 刀 的 不 等 式 ， 顺 便 还 
证 明了 函数 jz1' 的 可 积 性 , 即 xEL*(D)， 于 是 , 最 后 有 


be | <m ар. A 


А |? 
一 人 (人 2097, 一 和 б —>0 
[ ІЯ 2 $ в +0 ? 


{, xe] 


* 207. 


+[| leradzlra] 人 


如 果 在 空间 WW, 路 中 添加 具有 了 次 雷 可 积 的 广义 导数 的 函数 ， 
所 得 的 空间 记 为 .W59*， 它 已 经 是 完备 的 了 ， 事 实 上 ， 设 jz 一 


znjw >0, 这 时 序列 名 上 在 空间 L"(D) 中 收敛 于 某 个 函数 2 人， 


而 根据 Co6ones 不 等 式 , 序列 {x2} 在 空间 L?(D) 中 收敛 于 某 消 数 z. 
余下 只 须 证 明 z 中 是 函数 x 的 广义 导数 .因为 如 果 是 这 样 的 话 ， 
则 显然 在 WH тэс, (р) 是 区 域 刀 的 内 子 域 序列 ， 它 是 
扩张 的 并 且 趋 于 区 域 D, 按 (26) 式 , 对 于 每 个 4 二 1, 2,… 可 求 得 连 
续 可 微 函 数 %。, 使 得 


| №. 2.1 @ <, 
ре) л 


1 


©) 82% <= (4 =1, 2, д). 


*„ 
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ВТ #200, 证 毕 . . 

空间 W 几 是 可 分 的 ， 事实 上 ， 根 据 b) 和 d) 容 易 看 出 , 能 够 
用 连续 可 微 函数 逼近 (在 W 风 中 )W 多 中 的 任何 函数 ， 而 这 种 连续 
可 微 函数 也 可 以 用 具有 有 理 系 数 的 多 项 式 来 通 近 . 

我 们 也 可 以 将 等 式 (27) 作为 定义 广义 导数 的 基础 ， 这 就 是 
说 , 如 果 存在 函数 ?路 ， 使 对 于 所 述 形式 的 任何 函数 p，(27) 式 都 
成 立 , 则 x 中 是 函数 x 的 广义 导数 ， 事 实 上 ,对 于 区 域 品 的 任意 内 
Эр, 当天 充分 小 时 , 有 


ах, 
95, 


„рокада 


ж) 空间 Ws 中 的 范 数 按 公式 (20) 定 义 , 只 要 以 广义 导数 来 代替 通常 的 导数 ， 
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= ртов оз 


Ч хня а), вв 


其 中 B 是 常数 , 事实 上 ， 如 果 这 样 的 常数 不 存在 , 则 存在 序列 《za}， 
使 得 jz =1 В. 
Р. Са) 1+ РРС) 
2:2, 2 ? а Мв _ _ А 
+ 三. (Fi 21; -) | а} =е„>0. (83) 


$134 


因为 函数 =, 及 其 直至 (1—1) 阶 广义 导数 的 平均 值 都 不 超过 [а 
=1, 所 以 从 序列 tzs} 中 可 以 选 出 子 序列 {tzw}， 使 得 函数 rw 的 平 
均值 及 其 导数 的 平均 值 构成 收 化 序列 . БА. (33) аг та, — 2а 10. 
由 空间 W 沾 的 完备 性 ， 存 在 9 二 limx。, SEW?， 再 应 用 (33) 式 可 
м, с 满足 条 件 (31), 于 是 2=0. (82, 这 是 不 可 能 的 . 

上 面 我 们 证 明了 (32) 式 , АЎ В Л, f2,…, fi 的 违 续 性 还 可 以 
推出 反 向 的 不 等 式 ， 这 样 , 作为 WP 中 的 范 数 可 以 取 表 述 式 : 

jzj = А+ ++ 


>. "а 


作为 W 虽 中 的 范 数 还 可 以 取 其 他 的 表达 式 ， 例 如 ,可 令 = 
і р 2 | р/2 1/р 
= , at . 
=> 3: |5 ар" 


我 们 指出 ， 在 这 样 定义 范 数 之 后 空间 МР 成 为 Hilbert Е: 
间 , 其 中 的 内 积 定义 为 = 


oy 
人 | ет. ЕЕ ЕР , Ba 


| Эт; 


{ 


9 = 


92; 


в 


і 


表 指 出 一 个 重要 的 情况 ， 设 有 空间 嵌入 М (8) МР (02), 
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Нор бер у у 维 流 形 .这 时 , 可 对 М0) 中 的 函数 谈 及 
它 在 曲面 8 上 的 m 阶 导数 的 值 ， 这 个 导数 是 S Е Я ЕН 
数 . ИВАНЕ ЕТ И ВОЗЕН, 则 容易 验证 , 这 
些 导 数 在 道 常 意义 下 也 是 存在 的 *. 

景 后 , 指出 下 面 一 点 也 是 有 益 的 , 如 果 在 МУР (р) И Е 
附加 基 些 与 曲面 § 圭 m 阶 导数 值 有 关 的 线性 条 件 , 并且 W'P(D)C 
\ 2 (5), 则 这 些 条件 确 定 了 空间 Wi?(D) 中 的 闭 (及 线性 ) 集 . 

4 6， 作 为 结尾 ， 我 们 应 用 上 述 结果 来 证 明 存 在 Dirichlet Ч 
题 的 变 分 解法 . 

考察 边 值 问 题 | | 

Аз=0 #[в=Ф. (34) 
我 们 从 具有 有 限 Dirichlet 积分 


Әх \ 


的 函数 中 寻求 其 解 ， 即 认为 xsWg(D)， 因 此 由 定理 4 推出 xzE 
L2:(S)， 事 实 上 , ЈИ Я У Е 有 一 4, 而 
:. и йо и 
并 且 | | 
[2+8 — 2) 24580, 


ВЕЕ с 在 边界 其 面 上 的 值 是 其 内 部 (在 位 移 曲面 上 ) 值 的 (在 平 
均 意义 下 的 ) 极 限 ， 
Е 这 样 ,具有 有 有 限 Dirichlet 积分 的 函数 在 曲面 上 应 有 平方 可 积 
的 边界 值 . 

但 是 ， 不 是 定义 在 S 上 的 平方 可 积 的 任何 销 数 p 都 可 以 做 为 


+) ”确切 地 说 , 对 应 于 元 素 z 的 等 价 函数 之 一 将 具有 这 种 性 质 . 
: | * 7, 


边界 值 ， 我 们 称 9 是 容许 的 , 如 果 存在 ЄМ С), ЕФ 1. 
在 边 值 问题 (34) 中 将 认为 9p 是 容许 的 . | 
Е Мф) ж W5?(D) НЕ ЕР ов 
жа. 对 于 аЕМ (9g) 有 0 和 五 (z)<co, 所 以 存在 有 限 的 
inf {H(z): ХЕМ (ф)у 4. 
我 们 构造 使 泛 函 互 极 小 化 的 序列 {2。} СМС, 即使 得 
4= lim Н(*„). 


定理 7. ЕЕ W320 中 收敛 ; 其 极限 立 数 属 


~ 


~ 人 ~~ 


证 Е \ 引进 内 积 ， Ф 


(е,9) = | (9) в) йз А 5 2, 


(2, yE WY2), 
则 МУЗ 成 为 Hilbert 空间 ， 并 且 ， 任 意 元 素 ЕМУ (9g) 的 范 数 和 
泛 孙 女 在 这 个 元 素 上 的 值 的 关系 由 下 式 给 出 ; 


z=| (аба) lds + H(z). (36) 


以 W 名 表示 在 S 上 为 零 的 所 有 元 素 zeEW 引 的 集合 ， 如 4. 5 最 
后 所 指出 的 , W 如 是 空间 W 史 的 闭 子 空间 . 

ЖИЛ з Мор). 可 以 认为 о 与 子 空间 УЕ, 
事实 上 , 如 果 不 然 , ro 可 表示 为 zo=z5 十 如 ， 其 中 2 与 六 吕 正 交 ， 
而 ztEWsh， 因 为 

2 |= 2 | =, 


所 以 zoEW (ф), 这 样 , УЛ ДА хо, 
t 512, 


我 们 来 证 明 (то) =4. Из W239?(P) 中 任意 的 元 素 .因为 


差 2—21, 所 以 它 与 元 素 zo 正 交 , 因而 由 (36) 式 得 

H(z)—H(z0) = [#2 — lol 

.=|z—zol:>0, (37) 
即 
4<Н(ж)<шГН(#)=&, 
或 换言之 , а=Н (то). 
在 (37) 式 中 令 теа, Е. 
Н(=„)—Н (о) = 和 zw 一 zol (n=1,2,.). 
Е Я (20) =, #0 Н(т,) –Н(к0) 20, 由 此 可 见 т, >20. 

定理 证 毕 . 

注 ， 关 系 式 (37) 表 明 , ЖЕН КАЛИ ЛЕ М0 (Ф) 
是 唯一 的 . 

我 们 不 再 证 明 使 泛 函 忌 达到 极 小 的 函数 zo 给 出 了 边 值 问题 
(34) 的 解 ， 并 且 解 还 是 唯一 的 对比 以 及 供 入 定理 在 数学 物理 中 
的 其 他 一 些 应 用 , 我 们 介绍 读者 参看 С. Л. Соболев МВ С М, 
Co6ones-1)， 这 本 书 详尽 地 叙述 了 这 些 问 题 ， = | 

希望 进一步 了 解 嵌入 定理 的 读者 可 以 继续 读 下 列 书 : 
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术语 索引 


一 [ЕЛ 
— ЭСН ТК (123) топология равномерной сходимости 
一 对 一 的 上 映射 (4) взаимно однозначное отображение 
= Ш 
ДАЗЖШЯХ (53) сходимость почти всюду 
几乎 处 处 〈a.e.) (52) почти всюду (п.в.) 
Е Е 
ЕЖЕ (6) множество, ограниченное сверху 
ЕЯ (6) верхняя граница 
上 确 界 (6) верхняя грань 
супремум 
下 有 界 集 (6) множество, ограниченное снизу 
ТЯ (6) нижняя граница 


下 确 界 (6) нижняя грань 


инфимум 
与 对 偶 关 系 协 调 的 拓扑 (115) топология, согласующаяся с 
двойственностью 
与 集合 经 常 相 遇 的 有 向 列 (16) направление, часто встречающееся с 
множеством 


ЕЯЖУЖА (22) неравенство треугольника 
д є 

ЖЕН (116) биортогональная система 

ЖЖ (121) биполяра 

双 射 映射 (4) биекция 

肉 点 (9) внутренняя точка 


Hahn 分 解 (47) разложение Хана 
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Jordan 4) (47) разложение Жордана 
Lebesgue 4} (56) разложение Лебега 
(2-1 (53) (р) -разбиение 
ЖЖ (22) открытый шар 
Ж (7) открытое множество 
无 处 稠密 的 集 (12,34) нигде не плотное множество 
元 素 的 完全 组 (181) полная система элементов 
ЖЖ (114) опорный функционал 
支 集 (145) множества носитель 
Holder ЖА. (140,142) неравенство Гёльдера 
Minkowski 不 等 式 (143,144) неравенство Минковского 
五 Ш 
可 分 离 集 (113) отделимые множества 
可 分 的 测度 (63) сепарабельная мера 
可 分 离 空 间 (14) отделимое пространство 
可 分 性 (12) сепарабельность 
可 分 拓扑 空间 (12) сепарабельное топологическое пространство 
可 可算 子 (195) аддитивный оператор 
可 加 集合 函数 (45) аддитивная функция множества 
可 数 型 向 量 格 (411) счетного векторная решетка 
可 补 子 空间 (139) дополняемое подпространство 
可 度量 化 的 拓扑 空间 (23) метризуемое топологическое пространство 
可 度量 化 的 拓扑 向 量 空间 (96) метризуемое топологическое векторное 
: пространство 
可 测 函 数 (47, 51, 52) измеримая функция 
НГЕ (51,52) суммируемая функция 
可 赋 范 拓扑 向 量 空间 (128) нормируемое ТВП 
可 数 紧 集 (20) счетно компактное множество 
可 数 可 加 集合 函数 (45) счетно-аддитивная функция множества 
可 严格 分 离 集 (113) множества строго отлелимые 
正 交 化 (182) ортогонализация 
ЧЕ 826 (179) ортогональные элементы 
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正 交 多 项 式 (185) ортогональные полиномы 

12% (179) ортогональные множества 

正 交 补 (179, 261) ортогональное дополнение 

Ем (263) ортогональная сумма 

正 交 投影 算 子 (257) ортогональные проекторы 

正章 次 函数 (81) положительно однородная функция 

正 划 积分 算 子 (446) интегральный регулярный оператор 

正则 算 子 (416) регулярный оператор 

正 变 差 (47) положительная вариация 

正规 的 测度 (422) нормальная мера 

正则 集合 函数 (58) регулярная функция множества 

正 算 子 ( 在 向 量 客 中 ) (416) положительный оператор (в ВР) 

ЕТ (在 Hilbert 空间 ) (251) положитель оператор (з Гильбертовом 

пространстве) 

对 偶 对 (115) дуальная пара 

ИАН (280) дуальное пространство 

对 称 差 (5) симметрическая разность 

ЖЕН РЕТ Е (420) существенно положительный линейный 
функционал 

本 性 正 带 (419) полоса существенной положительности 

平均 的 核 (357) ядро усреднения 

ЗВ) (357) средняя функция 

平衡 集 (80) уравновешенное множество 

3: (411) главная полоса 

ЗЕ (0-Я) (410) главный идеал (є-идеал) 

处 于 对 侦 关 系 的 向 量 空间 对 (115) пара векторных пространств в 

двойственности 

处 处 稠密 的 集 (12) всюду плотное множество 

左 逆 算 子 (232) левый обратный оператор 

НЯ (232) правый обратный оператор 

ЖЛ ЖЖ: (318) перманентный метод суммирования 

半 范 数 族 生成 的 拓扑 (107) топология, порожденная семейством полунорм 


* 531。 


Е (81) полунорма 
40903691 23 |8) (76) алгебраическое сопряженное пространство 
代数 直 和 (74) алгебраическся прямая сумма 
代数 基 (73) алгебраический базис 
代数 (集合 ) (45) алгебра (множеств) 
Borel с-К (58) Борелевская с-алгебра 
G- 代 数 ( 集 合 ) (45) с-алгебра (иножеств) 
х а 
НОЖА (16) центрированная система множеств 
向 子 列 (7) поднаправление 
有 向 列 (7) направлевие 
有 向 列 ( 序 列 ) 的 极限 点 (16) точка предельная направления 
(последовательности) 
Cauchy 有 向 列 (100) направление Коши 
有 序 区 间 (410) порядковый интервал 
有 序 集 (5) упорядоченное множество 
有 限 个 值 的 函数 (48) конечнозначная функция 
НЕ (46) конечная мера 
有 限 维 向 最 空间 (73) конечномерное векторное пространство 
有 界 元 素 的 向 量 格 〈410) векторная решетка ограниченных элементов 
有 界 变 差 函 数 (171) функция ограниченной вариации 
有 界 集 ( 拓 扑 向 量 空间 中 ) (98) ограниченное (в ТВП) множество 
有 界 集 ( 按 序 ) (6) ограниченное (по упорядочению) множество 
НЯ (195) ограниченный оператор 
ЖЕ (47) отрицательная вариация 
ЙУ, (96) замкнутая выпуклая оболочка 
ЕЁ (22) замкнутый шар 
ІЖ (8) замкнутое множество 
扩张 的 五- 空间 (44) расширенное К-пространство 
全 序 集 (6) совершенно упорядоченное множество 
全 变 差 (47) полная вариация 
Ф (115) тотальное множество 
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向 量 空间 (69) векторное пространство 

向 量 空间 的 同 构 (71,75) изоморфизм векторных пространств 

М (409) векторная perrerra(BP》 

向 量子 格 (410) векторная подрешетка 

бу (80) выпуклая оболочка 

ИИ (114) выпуклое тело 

РУ (80) выпуклое множество 

а] (13) гомеоморфизм 

同样 广 的 集 (410) множества одинаковой ширины 

自 反 的 五- 空间 (268) рефлексивное В-пространство 

(o)- 自 反 空 间 (118) (о) -рефлексивное пространство 

АЗ ЯТ (220) самосопряженный оператор 

自 共 轿 算 子 积分 表达 式 (410) интегральное представление 
самосопря женного оператора 

БТА] 9] (100) направление сходящееся в себе 

自 收 敛 序列 (27) последовательность, сходящаяся в себе 

Я (20) секвенциально компактное множество 

收敛 有 向 列 (13) направление сходящееся 

{22-48 (412) (о)-сходимость 

(ос)- 8 (412) (оа)-сходимость 

(7) 90 (413) (ғ) -сходимость 

吸收 集 (81) поглощающее множество 

% (4) пересечение 

并 (4) объединение 

齐 次 函数 (81) однородная функция 

齐 次 算 子 (195) однородный оператор 

369023 |8] (112, 198) сопряженное пространство 

(0) 3905516] (417) (о)-сопряженное пространство 

З Я (219, 368) сопряженный оператор 

Чебышев 多 项 式 (186) полиномы Чебышева 

Hermite 多 项 式 (186) полиномы Эрмита 

Jacobi 多 项 式 (186) полиномы Якоби 
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Laguerre 多 项 式 (186) полиномы Лагерра 
Legendre 多 项 式 (186) полиномы Лежандра 
~ 网 (36) е-сеть 
КН ли (81) полуаддитивная функция 
Fourier 级 数 (188) ряд Фурье 
Neumann ЖЖ (246) ряд Неймана 

= в 
Ф (9) окрестность 
邻 域 基底 (9) окрестностей базис 
РЯ 35 Ж #8 т № (411) векторная решетка Архимедова 
完 侈 有 界 集 (98) вполне ограниченное множество 
完全 的 元 素 组 (181) полная система элементов 
完全 的 测度 (46) полная мера 
(7) -完备 向 量 格 (413) (т)-полная векторная решетка 
下 -完备 化 (412) К-пополнение 
Cauchy 完备 化 (27) пополнение Коши 
完备 的 度量 空间 (27) полное метрическое пространство 
完备 的 拓扑 向 量 空间 (101) полное ТВП 
余 入 -函数 (160) дополнительная №-функция 
Ж (5) дополнение (к множеству) 
АЕ (5) порядок 
序 半 连续 范 数 (C) (152, 431) порядково полунепрерывная норма (С) 
序 连 续 范 数 (A) (151, 431) порядково непрерывная норма (А) 
序 连 续 线性 泛 函 (279, 417) порядково непрерывный линейный функционал 
序 c- 连 续 线 性 诈 兰 (417) порядково с-непрерывный линейный функционал 
序 连 续 算 子 (417) порядково непрерывный оператор 
序 o- 连 续 算 子 (417) порядково о-непрерывный оператор 
序列 完备 的 拓扑 向 量 空 间 (101) секвенциально полное ТВП 
序 ( 格 ) 同 构 (413) порядковый (решеточный) изоморфизм 
序 有 界 算 子 〈416) порядково ограниченный оператор 
拟 完 备 的 拓扑 向 量 空间 (101) квазиполное ТВП 
# (120) поляра 
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极限 (13) предел 
ЖК (6) максимальный элемент 
极 小 元 素 (6) минимальный элемент 
极 大 扩张 ( 老 - 空 间 的 ) (414) максимальное расширение(К-пространства) 
极 不 连通 的 紧 空 间 (413) экстремально несвязный компакт 
Вапаси 极限 (90) предел Банаха 
极点 (边缘 点 ) (115) экстремальная (крайняя) точка 
Fourier 系数 (188) коэффициент Фурье 
АВВ (105) локально выпуклое пространство (ЛВП) 
局 部 有 限 的 测度 (46) локально конечная мера 
连续 测度 (54) непрерывная мера 
ЕЯ (12) непрерывное отображение 
连续 算 子 (194) непрерывный оператор 
ЖРЕТ (139) проектор 
西 空间 (175) унитарное пространство 
Minkowski #9 (82) функционал Минковского 
位 势 型 核 (487) ядро типа потенциала 
л ш 
规格 化 正 交 的 元 素 组 (181) ортонормальная (ортонормированная) 
система элементов 
ЯЖНЕЖЖ (190) ортонормальный (ортонормированный) базис 
拓扑 (8) топология | 
拓扑 向 最 空间 (91) топологическое векторное пространство (ТВП) 
后 朴 的 比较 (8) сравнение топологии 
拓扑 向 量 空间 的 子 空间 (92) подпространство топологического 
пространства векторного 
拓扑 向 最 空间 的 同 构 (96) изоморфизм ТВП 
拓扑 空间 (7) топологическое пространство 
拓扑 空间 的 子 空间 (8) подпространство топологического пространства 
拓扑 基 (9, 10) базис топологии | 
Hausdorff (可 分 离 的 ) 拓 扑 空 间 (14) Хауслорфово (отделимое) 


топологическое пространство 
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Banach 空间 (131) Банахово пространство (В-пространство) 

Banach 天 -空间 (426) Банахово К-пространство 

B- 空 间 的 子 空间 (131) подпростраиство В-пространства 

Hausdorff 空间 (14) Хауслорфово пространство 

Hilbert 空间 (177) Гильбертово пространство 

Hilbert 空间 中 的 投影 算 子 (222) проектор в Гильбертовом 
пространстве 

-空间 (411) К-пространство 

,~ 空间 (411) К,-пространство 

КВ-= |8] (438) КВ-пространство 

Р.-2] (277) Р,-пространство 

2+4 (3) пустое множество 

实心 包 (410) солидная оболочка 

实心 集 (410) солидное множество 

实 向 量 空间 (69) вещественное векторное пространство 

ЗЕМ (76) вещественный линейный функционал 

实 超 平面 (79) вещественная гиперплоскость 

典型 (自然 ) 肛 入 (121, 268) каноническое (естественное) вложение 

物资 调配 问题 (339) задача перемещения массы 

线段 (80) интервал 

线性 包 (72) линейная оболочка 

线性 闭 包 (96) линейная замыкания 

ЗЕРЕН (76) линейный функционал 

线性 组 合 (72) линейная комбинация 

线性 独立 组 (72) линейно независимая система 

线性 集合 (72) линейное множество 

线性 等 距 (130) линейная изометрия 

线性 算 子 (195) линейный оператор 

线性 算 子 的 范 数 (196) норма линейного оператора 

ЖЖ (81) калибровочная функция 

ЖЕ (22) метрика 

度量 空间 (22) метрическое пространство 
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度量 空间 的 子 空间 (24) подпространство метрического пространства 
度量 空间 的 完备 化 (29) пополнение метрического пространства 
Е (82) норма 
单调 范 数 (147) монотонная норма 
单调 完备 范 数 (B) (152, 431) монотонно полная норма(В) 
单位 分 解 (401) разложение единицы 
欧 氏 范 数 (129) норма Евклидова 
六 -图 数 (160) М№М-функция 
函数 的 支 集 (145) носитель функции 
А У № (49) срезка функции 
具有 抽象 范 数 的 算 子 (460) оператор, абстрактная норма 
具有 混合 范 数 的 空间 (458) пространство со смешанной нормой 
到 带 上 的 投影 算 子 (411) проектор на полосу 
到 … 上 的 映射 (4) отображение na 
直 和 的 性 质 (67) свойство прямой суммы 
直 积 拓扑 空间 (21) прямое произведение топологических пространств 
直 积 集合 (4) прямое произведение множеств 
ЗЕ ЖЖ (45) неотрицательная функция множества 
ЗУБ (417) сингулярный линейный функционал 
奇异 集合 函数 (56) сингулярная функция множества 

л 8 
З (5) разность (множеств) 
МЕ (46) мера 
测 谋 空间 (46) пространство с мерой 
测度 空间 中 的 原子 (54) атом в пространстве с мерой 
测度 空间 的 乘积 (56) произведение пространств с мерой 
复 向 量 空 间 (69) комплексное векторное пространство 
复 盖 (16) покрытие 
复 向 量 格 (428) комилексная векторная решетка 
星 形 区 域 (492) звездная область 
诱导 拓扑 (8) индуцированная топология 
诱导 度量 (24) индуцированная метрика 
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按 测 度 收 敏 (53) сходимость по мере 

按 递增 有 向 的 集 (7) множество направленное по возрастанию 

按 Стеклов ЖУ Ву) (357) усреднение по Стеклову 

封闭 方程 (189) уравнение замкнутости 

封闭 的 元 素 组 (190) замкнутая система элементов 

ЕВ (50) (246) повторное (итерированное) ядро 

#1 (410) полоса 

映射 (4) отображение 

ЖКА (4) обратное отображение 

ШЗ (229) обратный оператор 

相对 可 数 紧 集 (21) относительно счетно компактное множество 

相对 列 紧 集 (20) относительно секвенциально компактное множество 

相对 紧 集 (19) относительно компактное множество 

绝对 应 包 (81) абсолютно выпуклая оболочка 

绝对 三 闭 包 (96) абсолютно выпуклая замкнутая оболочка 

绝对 四 集合 (80) абсолютно выпуклое ‘множество 

绝对 连续 集合 函数 (55) абсолютно непрерывная функция множества 

#815 (296) проблема моментов 

Gauss 型 求 积 公 式 (308) квадратурная формула типа Гаусса 
+ 8 

Banach № (426) решетка Банахова (DBP) 

格 同 态 (413) решеточный гомоморфизм 

ШИ Л.Е (410) элементы дизьюнктные 

ЕР (410) дизъюнктное дополнение 

离 析 集 (5) множества дизъюнктные 

(И-М (53) множества (и)-дизъюнктные 

离散 测度 (54) дискретная мера 

弱 序 列 完备 的 了 -空间 (323) слабо секвенциально полное В-пространство 

弱 拓 扑 (266) слабая топология 

《* )- 弱 拓扑 (266) (*)-слабая топология 

(ле (410) слабая единица 

9 8 М: (266) слабая компактность 
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Radon 积分 (50) интеграл Радона 

Stieltjes 积分 (295) интеграл Стилтьеса 

积分 算 子 (446) интегральный оператор 

积分 算 子 的 核 (446) ядро интегрального оператора 

紧 空 间 (18) компакт 

紧 拓扑 空间 (16) компактное топологическое пространство 
紧 集 (18) компактное множество ` 

紧 算 子 (365) компактный оператор 

ИНД (235) метод последовательных приближений 
原 象 (4) прообраз 

特征 子 空 间 (375) собственное подпространство 

特征 元 素 (375) характеристический элемент 

特征 值 (375) характеристическое значение 


预 紧 集 (105) предкомпактное множество 


+ 
| 
|=: 


理想 (410) идеал 
理想 空间 (146) идеальное пространство 
Banach 理想 空 税 (174) Банахово идеальное пространство (БИП) 
Ж (410) фундамент 
基本 有 向 列 (100) фундаментальное направление 
基本 序列 (27) фундаментальная последовательность 
ЖЖЖ (9) фундаментальная система окрестностей 
基本 空间 (146) фундаментальное пространстве (ФП) 
基本 集 (121) фундаментальное множество 
Banach 基本 空间 (147) Банахово фундаментальное пространство 
(БФП) 
第 一 纲 集 (12) множество первой категории 
第 二 纲 集 (12) множество второй категории 
ЖЕЖ (73) размерность 
接触 点 (11) прикосновения точка 
商 空 间 (74,138) фактор-пространство 
距离 (22) расстояние 
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#152 (410) сильная единица 

超 子 空间 (77) гиперподпространство 

ЯЗ (77) гиперплоскость 

#5 Ѕіопе #2 [8] (422) компакт гиперстоунов 

“= (35) вычет 

赋 范 空间 (127) нормированное пространство 

М5 天 -空间 (426) нормированное К-пространство 

冉 范 空间 的 闻 构 (130) изоморфизм нормированных пространств 

峰 范 空间 完备 化 (132) пополнение нормированного пространства 

ШИ (227) нормированное кольцо 

ВОБ М (426) нормированная решетка (НР) 

赋 范 理想 空间 (147) нормированное идеальное пространство (НИП) 

赋 范 基本 空间 (147) нормированное фундаментальное пространство 
(НФП) 

等 价 范 数 (130) эквивалентные нормы 

ЕА (52) эквивалентные функции 

等 价 基 (10) эквивалентные базисы 

ЖЕ (124) равностепенно непрерывное множество 

И: (24) изометрия 

插值 求 积 公式 (308) квадратурная формула интерполяционная 

Borel Ж (58) Ворелевское множество 

集合 的 闭 包 (11) замыкание множества 

集合 的 分 划 (5) разбиение множества 

集合 的 极限 点 (11) точка предельная множества 

集合 间 的 距离 (23) расстояние между множествами 

集合 的 内 部 (12) внутренность множества 

象 (4) образ 

ЖЕ (7) цепь 

ЕХАЛ (6) наибольший элемент 


最 小 元 素 (6) наименьший элемент 
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十 三 画 
零 化 子 (120) аннулятор 
ЗЯЎ НЕ (12, 31) плотное множество 

十 四 в 


算 子 (194) оператор 

算 子 的 平方 根 (253) корень квадратный из оператора 
算 子 多 项 式 (252, 385) операторный полином 
ЯР (387) операторная функция 

算 子 的 扩张 (271) распространение оператора 

算 子 的 抽象 范 数 (460) абстрактная норма оператора 
算 子 的 界 (385) границы оператора 

№ (388) спектр 

ЖЕ (393) спектральная функция 
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=з М 

Б" (22) | е (158) 
С" (22) | Фф (159) 
CK) {24) | В (159) 
Сга, 5] (25) | Е (160) 
8 (25) | Ти (160) 
С‘[а, 5] (26) | Ex (163) 
Р (ту (34) М (у) (167) 
Lip а (43, 483) | л(0) | (167) 
$ (Т, 2, п) (59) У (171) 
$(а.5) (63)| Н? (173) 
S(D) (64)! COD) (173) 
К" (70) С‘? (р) (173) 
s(T) (97) H (174) 
CIRD (98) | Вас, и) (288) 
Юга, Ь] (98) | кеа(К) (293) 
工 w (98) | Lip'(K&) (347) 
L? (Т, 3, и) (154, 155) C.(Q) (413) 
1°(D) (156) | Wy? (502, 504) 
Г’ C0, 0) (156) | wsn (508, 509) 
1? (157) 
& (158) ү (512) 

其 他 记号 
м (3) 自然 数 集 | & (3) 不 属于 
Е (3) 实数 集 | с (3) 包含 
с (3) 复数 集 $ (3) 空 集 
€ (3) 属于 а: (7)ay (3) 
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f: АЭВ (4) 映射 
f(X) (4) 象 
р (4) 原 象 
0 逆 映 射 
U Ф 并 
по 25 
пх (4) 集合 乘积 
<> (6) 等 价 
=> (6) 64 
< (5) 集合 的 差 
А (5) 对 称 差 
Xs (5) Ж 4 的 特征 函数 
>,> (5) 序 关 系 
sup, V (6) 上 确 界 
inf, 人 (6) 下 确 界 
{2.} (а6А), {zo} (7) 有 向 列 
{Ln}, {2}, {аъ}, 6 (7) 序列 
8. (9) 点 2 的 邻 域 基底 
Е (11) 集合 的 闭 包 
Е (12) 集合 的 内 部 
2,00, 5.1, 1 一 limZ。 (13) 

在 拓扑 空间 中 有 向 列 收敛 于 极限 
р(х, 5) (22) 度量 


天 szo) (22) 
以 zo 为 中 心 е 为 半径 的 开 球 

В.(=,) (22) 
以 зо 为 中 心 е 为 半径 的 闭 球 

р(х, Е) (23) 

点 to 到 集合 吾 的 距离 
代数 或 0- 代数 
测度 空间 


У (45) 
(Т, 5, и) (46) 
Ф., ф-, \ф| (47) 


可 加 集合 函数 的 正 变 
差 , 负 变 差 与 全 变 差 
2.1, [2,2 ух (48,146) 
Га], (49) 函数 的 截断 
1.z(Dap(CbD, | ,zap (60) 
Radon 积分 
(тоди) (53) 
т,->х а.е (53) 
几乎 处 处 收敛 
Xa>X(H), 1„->х(и) (53) 
按 测 度 收敛 
ЗЕЕ ЕЯ 
Borel o- 代 数 


ухи (57) 

8 (58) 

теѕ(4) (58) 
ЖА А 的 Lebesgue 测度 


к (69) 标量 域 
0 (69) 向 量 空间 的 零 元 素 
(Е) (72) 线性 包 
НЕЕ. +Е,, АЕ (73,74) 

Х/Х, (74) 商 空间 
L(X,Y) (75) 线性 算 子 空间 
Ker U (75) 映射 的 核 
Х* (76) КС 
Хь (76) 

与 复 向 量 空间 相 联系 的 实 向 量 空 间 
со(Ё) (80) 凸 包 
abs со(Е) (81) 绝对 西 包 
Ро (82) 

ЖА 0 йу Minkowski 2 
ѕірпи (82) 数 的 “符号 ” 
(Е) (96) 闭 线性 包 
co(E) (96) ше, 
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abs со(Е) (96) Ё 
X* (112) Е 
<X, Y> (115) 对 偶 对 
o(X, У) (116) 弱 拓 扑 
Е° (120) № 
ЕТ (120) 零 化 子 
лу (21) 

хя] + ДИКА. 
Е°° (121) х 
jz (127) 范 数 
Х (131) 完备 化 
supp = (145) ”函数 x 的 支 集 
зирр Е (145) 集合 吾 的 支 集 
rir ,|z| (146, 409) 
及 ez ал (146) 


(А) (151, 431) 
范 数 的 (0) -连续 性 

(С) (152, 431) 
范 数 的 (o) - 半 连 续 性 

(В) (152, 431) 


范 数 的 单调 完备 性 
vrai sup (155) 真实 的 上 确 界 
Ух 07) йаа 
(у (174) 内 积 
В(Х, У) (197) 

线性 连续 算 子 空间 
U* (219, 368) я 
0-1 (229) шя 
Ui! (232) 左 逆 算 于 
U7! (232) 右 逆 算 子 
МО (253) 算 子 的 平方 根 
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Ф (259) 正 交 和 
© (261) 正 交 补 
о(Х,Х*) (266) 弱 拓 着 
o(X*, X) (266) (к) -能 拓扑 
Вх (268) 
以 零点 为 中 心 的 闭 单位 球 

лх* (268) 

Х Я Х** 的 典型 嵌入 
ХЕ (279) 

(о) ЕВЕ В АУТА Е 2х 1А] 
Х' (280) ЯНВ 
1. (280) 
Хх (282) 
Ф.(%) (342) 
1$]; (342) 
xz, (357) 

4% Стеклов 意义 的 平均 
т, М (385) НЯ 
9p(Z) (387) 算 子 函数 
Sy (388) 算 子 的 谱 
Гал, а] (410) 有 序 区 间 
а (410) 离 析 
ЕЗ (410) 离 析 余 集 
80108) (410) 实心 包 
Х(и) (410, 427) uw- 理 想 
[У] (01) 到 带 上 的 投影 算 子 
Х. (411) 主 带 
[м] (411) 

到 主 带 上 的 投影 算 子 
Dal, Tex, mol, Tox (412) 
ЕХ (412) -完备 化 
дат, xz 一 (oO)-limz。 (412) 


(05-8 


Tn ST = (00) limz, (412) 


(00) - 9 


(о) а, (412) 


п=1 


(о) др 


в (413) 
9: СХ) (414) 
ІГ(Х,Ұ) (416) 


(гу 
极 大 扩张 


正则 算 子 空间 
(416) 
(417) 
(0) -连续 算 子 空间 
(417) 
(0с) -连续 算 子 空间 
正则 泛 函 空间 


U,,U., | 
ГУ (X,Y) 


Рис (Х, У) 
X™~ (417) 


ХХ; (417) 
(о а, (0) - 9043 19] 


Хе (117) 
(ос) ЕЕ 2 [8] 
Ху (417) ЯН 
к (418) 
ХХ 的 典型 仍 入 
Cr (419) 本 性 正 带 
Яо (420 中 开 - 闭 集合 的 全 体 
Hoe {421) 
О ЖА 
Ве (421) 
(А), (В), СС) 
(Ал), (В,), (С,) 
|с|(Х, У) (441) 
Iv| (47) 
ХГУ}, ҮГХ] 


(431) 
(432) 


算 子 的 模 
(457, 458) ^ 
具有 混合 范 数 的 空间 
1,?'*? (458) 
ТОТ (460) 
Г. СХ, 8) 


算 子 的 抽象 范 数 
(460) 


具有 抽象 范 数 的 算 子 空间 
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